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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit baut auf den Grundlagen der elektromagnetischen Feldtheorie ei-
ne neue Systematik zur Beschreibung der Kopplung elektromagnetischer Felder zwischen
verschiedenen Umgebungen auf. Es wird der Halbraum und der quaderförmige Hohlraum-
resonator, ein Modell für typische Gerätegehäuse, diskutiert. Dabei wird eine analytische
Lösung unter der Einschränkung elektrisch kleiner Aperturen hergeleitet und anhand
numerischer Verfahren verifiziert. Anschließend wird das Verfahren für eine einfache elek-
trisch große Apertur verallgemeinert. Als Ausgangspunkt dient hierbei die Modellierung
des eingekoppelten Stromes auf einem elektrisch dünnen, langen und geraden Draht. Die
Integralgleichung für das elektrische Feld wird auf eine neuartige Weise durch ein Dis-
kretisierungsverfahren gelöst. Eine der Besonderheiten der sich durch die Diskretisierung
ergebenden Matrixgleichung gegenüber üblichen Lösungsverfahren ist die analytische und
damit sehr schnelle Bestimmung aller Matrixelemente. Anschließend wird das Verfahren
auf einen langen dünnen Schlitz in einem Hohlraumresonator übertragen. Weiterhin wird
die Gesamtmatrix in Nah- und Fernwechselwirkungen separiert. Somit können verschie-
dene Abstrahlungsumgebungen vergleichsweise einfach berücksichtigt werden. Untersu-
chungen des Fernfeldes des Schlitzes zeigen, dass es möglich ist, den Einfluss der inneren
Hohlraumresonanzen auf das äußere Feld effizient zu berechnen.

Abstract

In this thesis a new systematic formalism of the coupling of electromagnetic fields between
different radiation environments is derived from the basics of electromagnetic field theory.
Here, the case of the coupling between a half space and a rectangular cavity is treated,
which is a model for typical housings of electrical devices. An analytical solution is derived
under the condition of electrically small apertures and then validated with numerical me-
thods. Then the developed method is generalized for an simple electrical large aperture.
It is made use of the duality of the Maxwell equations by the modeling of the generated
current in an electrical large, thin, straight and finite wire in free space. The respective
integral equation for the electrical field is solved in a new way by a combination of the
methods of regularization and discretization. One of the unique properties of the derived
matrix equation is the possibility to calculate all matrix elements analytically and there-
fore quite fast. Subsequently, the method is applied to the electrical large, thin, straight
and finite slot in a rectangular cavity. The complete matrix is separated in a near and
far interaction part. This way, different radiation conditions can be considered easily. The
analysis of the far field of such a slot shows, the influence of the inner cavity resonances
on the external fields can be calculated efficiently.

i



Ehrenerklärung

Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit ohne unzulässige Hilfe Dritter und
ohne Benutzung anderer als der angegebenen Hilfsmittel angefertigt habe. Die Hilfe eines
kommerziellen Promotionsberaters habe ich nicht in Anspruch genommen. Dritte haben
von mir weder unmittelbar noch mittelbar geldwerte Leistungen für Arbeiten erhalten,
die im Zusammenhang mit dem Inhalt der vorgelegten Dissertation stehen. Verwendete
fremde und eigene Quellen sind als solche kenntlich gemacht.

Ich habe insbesondere nicht wissentlich:

• Ergebnisse erfunden oder widersprüchliche Ergebnisse verschwiegen,

• statistische Verfahren absichtlich missbraucht, um Daten in ungerechtfertigter Weise
zu interpretieren,

• fremde Ergebnisse oder Veröffentlichungen plagiiert,

• fremde Forschungsergebnisse verzerrt wiedergegeben.

Mir ist bekannt, dass Verstöße gegen das Urheberrecht Unterlassungs-und Schadensersatz-
ansprüche des Urhebers sowie eine strafrechtliche Ahndung durch die Strafverfolgungsbe-
hörden begründen kann. Ich erkläre mich damit einverstanden, dass die Dissertation ggf.
mit Mitteln der elektronischen Datenverarbeitung auf Plagiate überprüft werden kann.
Die Arbeit wurde bisher weder im Inland noch im Ausland in gleicher oder ähnlicher Form
als Dissertation eingereicht und ist als Ganzes auch noch nicht veröffentlicht.

Magdeburg, 7. Februar 2020

ii



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 12
1.1 Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2 Auftreten von Aperturen in Theorie und Praxis . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3 Zielstellung und Gliederung der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Grundlagen 16
2.1 Maxwell-Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.1 Potentiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.2 Linearität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1.3 Kontinuitätsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Verallgemeinerter Strom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3 Felder an Grenzflächen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.1 Ableitung der Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.2 Randbedingungen an perfekten leitfähigen Medien . . . . . . . . . . 24

2.4 Methoden und Prinzipien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4.1 Äquivalenz-Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4.2 Energieerhaltung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.3 Eindeutigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.4.4 Dualität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.4.5 Spiegellandungsmethode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4.6 Induktionsprinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4.7 Babinet-Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5 Greensche Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5.1 Anwendung auf die Helmholtzgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.5.2 Assoziierte Greensche Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.5.3 Dyadische Greensche Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.6 Multipol-Entwicklung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.7 Abstrahlung im Freiraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.7.1 Rayleigh-Zone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.7.2 Fresnel-Zone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.7.3 Fraunhofer-Zone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.7.4 Nahfeld und Fernfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.7.5 Elementarstrahler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

1



Inhaltsverzeichnis

2.8 Simulationsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.8.1 Finiten Differenzen im Zeitbereich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.8.2 Momenten-Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3 Elektrisch kleine Aperturen 46
3.1 Bethe-Theorie kleiner Aperturen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.1 Randbedingungen der Apertur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.1.2 Magnetisches Feld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.1.3 Gestreutes Feld der Apertur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.1.4 Lösen des Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.1.5 Elektrisches Feld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2 Kleine Apertur in der unendlichen Ebene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2.1 Regularisierung der Greenschen Funktion . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.2 Renormalisierte Polarisierbarkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.3 Energieerhaltung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3 Kleine Apertur im quaderförmigen Hohlraumresonator . . . . . . . . . . . 59
3.3.1 Greensche Funktion des quaderförmigen Hohlraumresonators . . . . 60
3.3.2 Güte rechteckiger Hohlraumresonatoren . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.3.3 Regularisierung im Hohlraumresonator . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.3.4 Renormalisierte Polarisierbarkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.3.5 Felder im Inneren des Resonators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.3.6 Schirmdämpfung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.3.7 Hohlraumresonanzen im äußeren Feld . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.3.8 Untersuchungen im Zeitbereich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.4 Verallgemeinerung des Modells . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.4.1 Verallgemeinerung der Einfallsrichtung . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.4.2 Beladung des Hohlraumresonators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.4.3 Validierung des eingekoppelten Stromes . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4 Elektrisch große Aperturen 80
4.1 Elektrisch langer dünner Draht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.1.1 Quasi-stationärer Realteil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.1.2 Imaginärteil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.1.3 Regularisierter Realteil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.1.4 Gesamtlösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.1.5 Validierung für den Strom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.1.6 Konvergenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.1.7 Gestreute Nahfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.1.8 Validierung für die Nahfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.1.9 Gestreute Fernfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

2



Inhaltsverzeichnis

4.1.10 Validierung für die Fernfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2 Elektrisch langer Draht im Resonator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.2.1 Validierung des eingekoppelten Stromes und der Felder . . . . . . . 102
4.3 Elektrisch langer Schlitz in der Resonatorwand . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.3.1 Validierung für die Felder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.4 Elektrisch langer Schlitz mit elektrisch langem Draht im Resonator . . . . 117

4.4.1 Validierung und Einfluss der Beladung auf die inneren und äußeren
Felder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

4.5 Vergleich des Berechnungsaufwandes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5 Zusammenfassung 125
5.1 Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.2 Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
5.3 Thesen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Literatur 129

3



Symbolverzeichnis

f Skalar, auch komplexwertig

f , F Vektor, auch komplexwertig

FT Transponierte eines Vektors

∠(F ) Phase einer komplexen Größe in Bogenmaß

|F|, |F | Betrag eines Vektors, Betrag einer komplexen Größe

<{F} Realteil einer komplexen Größe

={F} Imaginärteil einer komplexen Größe

F ∗ komplexe Konjugation von F

F ◦K dyadisches Produkt der Vektoren F und K

F|| tangentiale Komponenten von F

F⊥ normale Komponenten von F

Fs singulärer Anteil von F

Fr regularisierter Anteil von F

F r reflektierter Anteil von F

F i einfallender Anteil von F

F s gestreuter Anteil von F

ei Einheitsvektor in i-Richtung

Fi Komponenten des Vektors F in Richtung des Einheitsvektors ei

F Dyade; Ergebnis eines dyadischen Produkts zweier Vektoren
(
F
)
ij

Komponente einer Dyade in ij-Richtung
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e Eulersche Zahl
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Die Bestimmung der Schirmdämpfung von Gehäusen mit Öffnungen ist ein Gegenstand
jahrzehntelanger Forschung [Bet44; MB77; Sol11]. Die Elektronik in einer breiten Vielfalt
industrieller Anwendungen kann gegenüber äußeren Störfeldern sehr anfällig sein. Um die
Störfestigkeit der Anlagen zu erhöhen, wird versucht, mit Hilfe gut leitender Gehäuse von
äußeren Feldern abzuschirmen. Aus technischen Gründen müssen diese Gehäuse jedoch
häufig Aperturen aufweisen, z. B. Lüftungsschlitze für die Kühlung aktiver Bauelemente
eines Gerätes. Die Aperturen wirken dann als unerwünschter Koppelpfad zwischen dem
äußeren sowie inneren Bereich und können sich nachteilig auf die Schirmdämpfung des
Gehäuses auswirken. Die Kenntnis der Schirmdämpfung ist daher entscheidend für die
Entwicklung technischer Anwendungen.

Die Nutzung immer höherer Frequenzen in der Elektrotechnik führt auch zu immer höher-
frequenten Störfeldern und damit zu einer stärkeren Kopplung äußerer und innerer Felder
von Gehäusen mit Aperturen. Bei auftretenden Wellenlängen von einigen Zentimetern
kann das äußere Feld nicht nur besser einkoppeln, sondern auch innere Hohlraumreso-
nanzen anregen, die zu hohen Feldstärken und stark inhomogenen Feldverteilungen im
Inneren des Resonators führen können. Dies wiederum beeinflusst die Bauelemente im
Gehäuse, die dann ihrerseits auf das innere Feld rückwirken. Die Kopplung der Aper-
turen ist bidirektional, d. h. sie koppeln das äußere in das innere Feld, aber auch das
innere in das äußere Feld. Da das innere Feld von der Beladung des Resonators abhängt,
hängt damit auch das gesamte äußere Feld, das sich aus dem einfallenden, gestreuten und
rückgekoppelten Feld zusammensetzt, ebenfalls von der Beladung des Resonators ab. Das
äußere Feld ist dabei durch einen externen Beobachter messbar. Man kann sich also die
Fragen stellen:

Wie hängt das gesamte äußere Feld von der Beladung eines Hohlraumresona-
tors ab und ist dieser Einfluss messbar?

Die Arbeit widmet sich dieser Fragestellung durch die analytische Beschreibung der ver-
schiedenen Streuprozesse. Die Ergebnisse werden verglichen mit numerischen Simulatio-
nen im Zeit- und Frequenzbereich.
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1.2 Auftreten von Aperturen in Theorie und Praxis

1.2 Auftreten von Aperturen in Theorie und Praxis

Aperturen sind allgemein Öffnungen in leitfähigen Oberflächen. Sie treten in technischen
Anwendungen sehr häufig auf und sind dabei technisch notwendig, aber aus elektrotech-
nischer Sicht oft ungewollt. Typische Beispiele sind Lüftungsöffnungen in Gehäusen für
elektronische Systeme, schlecht leitfähige Übergänge an metallischen Klappen oder Türen
und Fenstern oder Triebwerkseinlässen in Schiffs- oder Flugzeugrümpfen. Gezielte Anwen-
dungen erlauben Aperturen dagegen in der Hochfrequenz- und Antennentechnik, z. B. als
frequenzselektive Übertrager oder spezielle Antennen.

Da Aperturen im Sinne des Babinet-Prinzips wie Antennen wirken können und so mit
elektromagnetischen Feldern wechselwirken, können sie großen Einfluss auf die Funkti-
onsweise und -sicherheit elektronischer Systeme haben. Dies gilt um so mehr, je höher
die Taktfrequenzen der elektronischen Systeme ausfallen. Da diese in der Vergangenheit
bis heute stetig steigen, nimmt die Bedeutung der Behandlung von Aperturen ebenfalls
zu. So begründet sich das rege Forschungsinteresse in diesem Bereich in den vergangenen
Jahrzehnten.

Im Bereich der elektromagnetischen Verträglichkeit liegt der Schwerpunkt auf der Be-
stimmung der Schirmdämpfung, um die Störfestigkeit gegen gestrahlte Emissionen zu er-
mitteln. Dafür wurden seit 1940 Modelle entwickelt, die die Kopplung eines einfallenden
Feldes durch eine Apertur in ein inneres Gebiet betrachten [Bet44; Col81; Cas81; Col82;
Lee86; MB77]. In diesen Arbeiten werden elektrisch kleine Aperturen in einem unendlich
ausgedehnten Schirm zwischen zwei Halbräumen modelliert, da für solche Geometrien ei-
ne approximierte analytische Lösung gefunden werden kann. Erst [Col82] betrachtet auch
den Einfluss von unterschiedlichen Regionen auf die Kopplung der Aperturen. Die Kopp-
lung äußerer Felder in Hohlraumresonatoren durch elektrisch kleine Aperturen wurde
z. B. in [Sol11; Rob+98] untersucht. Eine Betrachtung elektrisch großer Aperturen un-
ter Verwendung numerischer Verfahren liefert [Kon+05]. Dabei wurde der Einfluss einer
Rückwirkung auf das äußere Feld nicht untersucht.

Parallel dazu stellte sich die Frage zur Modellierung der Wechselwirkung elektromagne-
tischer Felder mit leitenden Strukturen mit Aperturen, um etwa das Eindringen solcher
Felder in Gerätegehäuse oder Schiffs- und Flugzeugrümpfe zu berechnen, bereits früh in
der Radartechnik [MLC74]. Ein Vielzahl von Veröffentlichungen behandeln die theoreti-
schen Beschreibung für elektrisch große Strukturen [MS70; Ana+96; CT 2; OG00; CBS10;
CLS75; Coh52a]. Dabei stellte sich die Modellierung der Aperturen, wie zum Beispiel der
Triebwerkseinlässe als besondere Herausforderung dar, da die Geometrie dieser Öffnungen
aufgrund ihrer elektrischen Größe einen starken Einfluss auf die Einkopplung des Radar-
signals ins Innere des Rumpfes und auch auf die Rückstreuung hat [MS70; Ana+96; CT

13



1 Einleitung

2; OG00; CBS10]. Die genannten Quellen stellen dabei nur eine Auswahl dar. In [Ana03]
findet sich eine umfassende Übersicht.

Analytische Verfahren finden dabei meist Anwendung für kanonische Geometrien, z. B.
für Zylinder oder Hohlkugeln und können unter diesen Bedingungen teilweise sogar ex-
akte Lösungen liefern [Pea53; CLS75; HW12]. Ein Vorteil der analytischen Verfahren ist,
dass sich die Lösungen, z. B. die Feldverteilung im inneren und äußeren Bereich der streu-
enden Struktur sehr effizient berechnen lassen. Dem gegenüber steht die Einschränkung
auf ideale Geometrien [VNV07] oder eine Beschränkung auf zwei Dimensionen. Auch
die geometrische Form und elektrische Größe der Apertur ist bei analytischen Modellen
eingeschränkt. Eine Vielzahl der ersten Modelle beschränken sich auf die Beschreibung
elektrisch kleiner Aperturen oder gelten nur unter niederfrequenten Bedingungen [Cas81;
Sol11]. Um diese Einschränkung zu überwinden und dabei dennoch analytische Lösungen
zu finden, wurden auch empirische Modifikationen in Betracht gezogen, die allerdings nur
eine sehr eingeschränkte Gültigkeit besitzen [Sol12].

Numerische Verfahren basieren häufig direkt auf den Grundgleichungen der elektromag-
netischen Feldtheorie, und erlauben daher die Berechnung von Feldern und Quellen na-
hezu beliebiger, auch elektrisch großer Geometrien und Anregungen. Dies wird durch
verschiedene Diskretisierungsverfahren erreicht, deren Behandlung jedoch numerisch sehr
aufwendig werden kann. Insbesondere bei hohen Frequenzen und komplexen Geometrien
kann der Berechnungsaufwand durch eine hohe Anzahl Unbekannter übermäßig steigen.
Es wurden Modifikationen verschiedener Verfahren, insbesondere solche zur Lösung der
Feldintegralgleichungen, vorgestellt, die diese Nachteile reduzieren [HM76; AL09].

Andere Verfahren nutzen statistische Modelle zur Beschreibung der Anregung von Hohl-
raumresonatoren durch Aperturen [Gra+15; BY04]. Vorteilhaft dabei sind die Aussagen
über die statistische Verteilung (Mittelwert, Standardabweichung, Minimal- und Maxi-
malwerte, Perzentile, Verteilungs- und Dichtefunktion) der typischweise zu erwartenden
Störungen. Nachteilig ist das Auftreten statistischer Unschärfen, die eine physikalische
Interpretation erschweren.

1.3 Zielstellung und Gliederung der Arbeit

Das erste Ziel dieser Arbeit ist das Auffinden einer kompakten analytischen Beschrei-
bung der deterministischen Aperturkopplung zwischen verschiedenen Umgebungen. Dazu
werden in der Literatur bekannte Aperturkopplungsmodelle und Antennenkopplungsmo-
delle für elektrisch kleine Strukturen verallgemeinert und in einen neuen Formalismus
überführt.
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1.3 Zielstellung und Gliederung der Arbeit

Das zweite Ziel ist die Untersuchung des Einflusses von Beladungen eines Hohlraumreso-
nators auf das durch Aperturen zurückgestreute oder abgestrahlte Feld.

Die vorliegende Arbeit ist in fünf Kapitel untergliedert. Nach diesen einleitenden Kapitel
werden in Kapitel 2 die Grundlagen der elektromagnetischen Feldtheorie behandelt, die
für das weitere Verständnis nötig sind. In Kapitel 3 wird auf Basis dieser Grundlagen
ein neues verallgemeinertes analytisches Kopplungsmodell für elektrisch kleine Aperturen
hergeleitet. Die daraus gewonnenen Erkenntnisse führen in Kapitel 4 zur Entwicklung
eines neuen Modells, zur Beschreibung elektrisch großer Schlitzaperturen und dünner
elektrischer Leiter. Die wichtigsten Erkenntnisse werden in Kapitel 5 zusammengefasst.
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2 Grundlagen

Sowohl analytische als auch numerische Modelle zur Streuung elektromagnetischer Felder
an Aperturen beruhen auf einer Reihe grundlegender Prinzipien und Methoden. Die fol-
genden Abschnitte gehen kurz auf die für den Kontext der Arbeit benötigten Grundlagen
ein, um deren Anwendung im folgenden Kapitel vorzubereiten.

2.1 Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen

−∇× E = jωB (2.1a)
∇ ·D = ρe (2.1b)
∇×H = Je + jωD (2.1c)
∇ ·B = 0 (2.1d)

beschreiben die Wechselwirkungen und Abhängigkeiten zwischen dem elektrischen Feld E
und der dielektrischen Verschiebung D, der magnetischen Flussdichte B und dem magne-
tischen Feld H, ihren Quellen, der elektrischen Stromdichte Je = σeE und der elektrischen
Ladung ρe. Die Auswirkungen durch Materie auf die Felder werden durch die Materialpa-
rameter µ, ε und σe abgebildet. In dieser Arbeit werden ausschließlich isotrope, homogene
und lineare Medien betrachtet, deren Wirkung sich durch die einfachen Materialgleichun-
gen

B = µH (2.2a)
D = εE (2.2b)

(2.2c)

beschreiben lässt. Für die Zielstellung dieser Arbeit ist es sinnvoll, die Gleichungen (2.1)
durch die magnetische Stromdichte Jm und die magnetische Ladung ρm zu ergänzen.
Diese stellen nicht physikalische Hilfsgrößen dar, da magnetische Monopole bisher nicht
in der Realität beobachtet werden konnten. Unter der Einbeziehung von (2.2) und der
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2.1 Maxwell-Gleichungen

Einführung der magnetischen Hilfsgrößen weisen die Maxwell-Gleichungen

−∇× E = Jm + jωµH (2.3a)

∇ · E = ρe

ε
(2.3b)

∇×H = Je + jωεE (2.3c)

∇ ·H = ρm

µ
(2.3d)

eine hohe Symmetrie auf, die sich als sehr vorteilhaft für die Zwecke dieser Arbeit erweist.
Im Abschnitt 2.2 wird näher auf das verallgemeinerte Stromkonzept eingegangen. Die
Gleichungen (2.3) bilden ein System gekoppelter Diffenzialgleichungen. Um die Beziehun-
gen zwischen den Quellen und dazugehörigen Feldern einfacher darzustellen, können die
Gleichungen mit Hilfe von Potentialdarstellungen entkoppelt werden. Dazu ist es sinnvoll,
die elektrische und magnetische Quelle einzeln zu betrachten. Die folgenden Überlegungen
orientieren sich im Wesentlichen an [Har01].

2.1.1 Potentiale

Sei Je die Quelle der Felder, dann gilt

∇ ·H = 0 . (2.4)

Jedes quellenfreie Feld ist das Wirbelfeld eines anderen Feldes.

H = ∇×Ae (2.5)

Das elektrische Vektorpotential Ae ist mit der elektrischen Quelle Je assoziiert. Diese
Nomenklatur weicht vom allgemeinen Standard in der Literatur ab. Setzt man nun (2.5)
in (2.3a) ein und berücksichtigt die Bedingung Jm = 0, ergibt sich

∇× (E + jωµAe) = 0 . (2.6)

Der Ausdruck in Klammern in (2.6) ist also ein wirbelfreies Feld und damit ein Gradien-
tenfeld eines skalaren Potentials.

E + jωµAe = −∇Φ . (2.7)

Setzt man nun (2.5) und (2.7) in (2.3c) ein, ergibt sich ein Ausdruck für das Vektorpotent-
ial, der nur noch von der Quelle und einem bisher nicht näher bestimmten Gradientenfeld
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2 Grundlagen

abhängt.

∇×∇×Ae − k2Ae = Je − jωε∇Φ (2.8)

Eine allgemeine Beziehung aus der Vektoranalysis besagt, dass sich die zweimalige An-
wendung des Rotations-Operators auch schreiben lässt als

∇×∇×Ae = ∇∇ ·Ae −∇ · ∇Ae . (2.9)

Die Divergenz des Vektorpotentials ist aufgrund der Eichinvarianz der Maxwell-Gleichun-
gen frei wählbar. Im Rahmen dieser Arbeit ist die Wahl

∇ ·Ae = −jωεΦ (2.10)

nützlich, da sich durch Einsetzen von (2.9) und (2.10) in (2.8) ein Ausdruck ergibt, in
dem das Vektorpotential nur noch von der Quelle abhängt.

∇2Ae + k2Ae = −Je (2.11)

Dabei ist ∇2 = ∇ · ∇ der Laplace-Operator. Die Gleichung (2.11) wird auch komplexe
Wellen- oder Helmholtz-Gleichung genannt. Ihre Lösung unter Einhaltung der Randbedin-
gungen beschreibt die Ausbreitung des elektromagnetischen Feldes, hervorgerufen durch
die elektrische Quelle Je. In (2.12) sind noch einmal die Abhängigkeiten des elektrischen
und magnetischen Feldes vom elektrischen Vektorpotential zusammengefasst.

H = ∇×Ae (2.12a)

E = 1
jωε
∇∇ ·Ae − jωµAe (2.12b)

Analog lässt sich die Helmholtzgleichung für magnetische Quellen aufstellen, diesmal unter
der Bedingung, dass Jm die einzige Quelle ist.

∇2Am + k2Am = −Jm (2.13)

Zu beachten ist hier natürlich, dass die Felder E und H nun in genau umgekehrter Weise
vom magnetischen Vektorpotential Am abhängen.

E = −∇×Am (2.14a)

H = 1
jωµ
∇∇ ·Am − jωεAm (2.14b)
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2.2 Verallgemeinerter Strom

Treten sowohl elektrische als auch magnetische Quellen auf, so können diese einzeln be-
trachtet werden. Die Gesamtfelder sind dann die Summen der Felder die durch beide Quel-
lentypen verursacht werden. Dies gilt, so lange die Maxwell-Gleichungen linear sind.

2.1.2 Linearität

Die Maxwell-Gleichungen (2.3) sind lineare Differenzialgleichungen, solange die Materia-
leigenschaften µ, ε und σ linear sind, d. h. solange sich die Felder in linearen Medien aus-
breiten. Das bedeutet, dass die Summe von Lösungen selbst wieder eine Lösung ist, bzw.
dass die Summanden einer Lösung auch selbst immer Lösungen sind. Diese Eigenschaft
erlaubt die getrennte Behandlung von Quellen, deren Felder schließlich superpositioniert
werden, um die Gesamtlösung zu erhalten. Außerdem ist Linearität eine Bedingung für
Betrachtungen im Frequenzbereich, da nur dann berechtigterweise von harmonischen Zeit-
abhängigkeiten der Felder und Quellen ausgegangen werden kann. Nichtlineare Medien
sollen deshalb nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

2.1.3 Kontinuitätsgleichung

Bildet man die Divergenz von (2.3c)

∇ · ∇ ×H = ∇ · Je + jωε∇ · E , (2.15)

ergibt sich nach der Divergenzfreiheit jedes Rotationsfeldes und dem Einsetzen von (2.3b)

0 = ∇ · Je + jωρe . (2.16)

Diese Gleichung wird Kontinuitätsgleichung genannt und drückt die Erhaltung der Ladung
aus.

2.2 Verallgemeinerter Strom

Der elektrische Strom wird in der Elektrotechnik allgemein als die zeitliche Änderung
der Ladung aufgefasst. Diese Anschauung ist ein Spezialfall, der sich aus der Anwendung
der Maxwell-Gleichungen auf das Leitungsmodell ergibt. Allgemein ist der Strom I das
Flächenintegral der Volumenstromdichte J auf dem Flächenelement ds. In dieser Arbeit
soll als Gesamtstrom verstanden werden, was auf der rechten Seite der Gleichungen (2.3a)
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2 Grundlagen

und (2.3c) steht. Dabei lässt sich der Gesamtstrom in einzelne Bestandteile unterteilen,
die physikalischen Ursachen zugeordent werden können [Har01].

Je
t = Je

v + Je
l + Je

z (2.17a)
Jm

t = Jm
v + Jm

z + Jm
z (2.17b)

Dabei sind Je
v und Jm

v die elektrischen und magnetischen Verschiebungsströme. Die Va-
riablen Je

z und Jm
z sind aufgerägte oder erzwunge Ströme, z. B. durch Stromquellen. Es

können auch repräsentative Ströme im Sinne des Äquivalenz-Prinzips (Abschnitt 2.4.1)
sein. Das Konzept des magnetischen Stroms bedarf einer Erläuterung. In einem ersten
Schritt, mit dem Ziel eine Beziehung zwischen Je und Jm aufzustellen, betrachte man die
Felder, die ausschließlich von der Quelle Je erzeugt werden. Die Gleichungen (2.3a) und
(2.3c) lauten dann

∇×He = Je + jωεEe (2.18)
−∇× Ee = jωµHe . (2.19)

In einem zweiten Schritt nehme man an, es existiere nur eine magnetische Quelle Jm, die
die Felder Em und Hm erzeugt.

∇×Hm = jωεEm (2.20)
−∇× Em = Jm + jωµHm (2.21)

Bildet man nun die Differenz der Gleichungen (2.18) und (2.20), sowie der Gleichungen
(2.19) und (2.21), erhält man

∇× (He −Hm) = Je + jωε(Ee − Em) (2.22)
∇× (Ee − Em) = Jm − jωµ(He −Hm) . (2.23)

Bildet man nun die Rotation von (2.22) und setzt dann den Ausdruck für ∇× (Ee − Em)
aus (2.23) ein, ergibt sich

∇×∇× (He −Hm)− k2(He −Hm) =∇× Je + jωεJm (2.24)

bzw.

∇×∇× (Ee − Em)− k2(Ee − Em) =∇× Jm + jωµJe . (2.25)

Um eine Beziehung zwischen Je und Jm abzuleiten, ist es sinnvoll, den Fall zu untersuchen,
wenn beide Ströme die selben Felder erzeugen. Wenn Je und Jm das selbe Magnetfeld
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2.2 Verallgemeinerter Strom

z

Je

Jm
o

Abbildung 2.1: Der magnetische Oberflächenstrom Jm
o ist äquivalent zum gleichförmigen

elektrischen Strom Je.

erzeugen, verschwindet der Term (He −Hm) und aus (2.24) wird

Jm = −∇× Je

jωε
(2.26)

Allerdings ergibt sich aus der Bedingung des verschwindenden Magnetfeldterms und aus
(2.25), dass das elektrische Feld nicht gleich sein kann. Mit

Em = Ee + Je

jωε
(2.27)

wird klar, dass die elektrischen Felder außerhalb des Volumens in dem Je exisitiert eben-
falls gleich sind, innerhalb des Volumens sich jedoch um den zweiten Summanden der Glei-
chung unterscheiden. Analog lässt sich aus (2.25) unter der Bedingung (Ee − Em) = 0 ein
Ausdruck ableiten, der den magnetischen Strom mit einem elektrischen Strom ersetzt.

Je = ∇× Jm

jωµ
(2.28)

Auch bei (2.28) ergibt sich dann anhand von (2.24), dass die magnetischen Felder in-
nerhalb des Volumens der Quelle Jm verschieden sind. Zusammenfassend lässt sich fest-
halten, dass man den magnetischen Strom als Wirbel des elektrischen Stroms auffassen
kann, der, bis auf das Innere des Quellvolumens, überall äquivalente Felder erzeugt. Diese
Eigenschaft erlaubt eine vereinfachte Betrachung der Rotation des elektrischen Stroms
und dessen Wechselwirkung mit dem magnetischen Feld. Nimmt man eine gleichförmige
elektrische Stromdichte Je an, die in z-Richtung fließt, dann kann aus (2.26) nach [Bla07]
sogar abgleitet werden, dass die äquivalente magnetische Stromdichte eine Oberflächen-
stromdichte

Jm
o = |J

e|
jωε

en × ez (2.29)

sein muss (vgl. Abbildung 2.1). Komplizierter wird es, wenn man die äquivalente magne-
tische Stromdichte einer elektrischen Oberflächenstromdichte Je

o bestimmen will. Für den
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Schirm

Je
o

Jm Jm

Abbildung 2.2: Der elektrische Oberflächenstrom Je
o ist äquivalent zu zwei gegensätzlich

verlaufenden Schichten des magnetischen Stroms Jm.

Fall eines gleichförmigen, ebenen, elektrischen Oberflächenstroms ergibt sich aus (2.26)

Jm = −en × Je
o

jωε

∂δ

∂n
. (2.30)

Dabei ist ∂δ/∂n die Ableitung der Delta-Funktion nach der Flächennormalen. Dies ent-
spricht zweier Schichten magnetischer Ströme, die direkt vor und hinter der Ebene des
elektrischen Stromes in entgegengesetzte Richtungen fließen. Die Konfiguration ist zum
besseren Verständnis schematisch in Abbildung 2.2 dargestellt.

2.3 Felder an Grenzflächen

Streuprozesse oder auch die Wechselwirkungen von Feldern und Quellen finden immer an
Oberflächen verschiedener Medien statt, solange man von perfekten elektrischen Leitern
oder Isolatoren spricht. Dies ist im Rahmen dieser Arbeit weitgehend der Fall. Daher ist
es sinnvoll, die Bedingungen, die für die elektrischen und magnetischen Felder an solchen
Übergängen gelten, näher zu untersuchen.

2.3.1 Ableitung der Randbedingungen

Man nehme eine Ebene an, die den freien Raum in zwei Gebiete teilt, in denen die mag-
netischen Felder HI und HII existieren. Man nehme ferner an, dass auf der Ebene eine
Oberflächenstromdichte Je

o existiert. Dann ergibt sich durch Integration über eine Fläche
S aus der Maxwellgleichung (2.3c)

∫

S

∇×H dS =
∫

S

Je dS + jω
∫

S

εE dS . (2.31)
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OJm
o

Je
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HI

HII

a S b

cd
ep

en

et

Abbildung 2.3: Darstellung des Integrationsweges in (2.33) an der Grenze zwischen zwei
Gebieten.

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes, sowie der Definition für den Strom I und des
elektischen Flusses Ψe ergibt sich aus (2.31)

∮

∂S

H dl = I + jωΨe , (2.32)

wobei I der elektrische Strom ist, der durch S fließt. Das Integral auf der linken Seite von
(2.32) ist ein Linienintegral über den Rand von S. Wird S nun so gewählt, wie es in der
Darstellung 2.3 zu sehen ist, lässt sich das Integral schreiben als

∮

∂S

H dl =
b∫

a

(H · et) dl +
c∫

b

(H · en) dl +
d∫

c

(H · et) dl +
a∫

d

(H · en) dl . (2.33)

Dabei ist en der Normalen-Einheitsvektor der Ebene O und et der entsprechende tan-
gentiale Einheits-Vektor. Wählt man S nun so, dass seine Höhe, also die Abstände b − c
und a− d, infinitesimal klein sind, streben der Fluss Ψe und die letzten beiden Integrale
auf der rechten Seite von (2.33) gegen Null. Die Auswertung der ersten beiden Integrale
ergibt dann

−
(
HI · et

)
lab +

(
HII · et

)
lcd = I . (2.34)

In (2.34) und den folgenden Gleichungen wird davon ausgegangen, dass sich die Größen
im Integral entlang der gewählten Grenzen nicht ändern. Der Strom I lässt sich mit Hilfe
eines zweiten tangentialen Einheitsvektors ep, der senkrecht zu et liegt, auch über die
Oberflächenstromdichte ausdrücken.

I =
b∫

a

(Je
o · ep) dl = (Je

o · ep)lab (2.35)

Mit (2.34) und (2.35) lässt sich so ein Zusammenhang zwischen den magnetischen Feldern
beider Gebiete und der Oberflächen-Stromdichte auf der Fläche O aufschreiben.

−
(
HI −HII

)
· et = Je

o · ep (2.36)
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Auf die selbe Weise kann ein analoger Ausdruck für Diskontinuitäten des elektrischen
Feldes an einer Schicht mit magnetischen Strömen gewonnen werden. Mit et = en × ep

und der Vektoridentität a · (b× c) = c · (a × b) ergibt sich aus (2.36)

en ×
(
HI −HII

)
= Je

o (2.37a)

und analog für das elektrische Feld

−en ×
(
EI − EII

)
= Jm

o . (2.37b)

2.3.2 Randbedingungen an perfekten leitfähigen Medien

Die Gleichungen (2.37) stellen die Randbedingungen des elektromagnetischen Feldes an
einer Schicht von elektrischen und magnetischen Oberflächenströmen dar. Ist Je

o ein rei-
ner Induktions-Strom, d. h. es treten keine erzwungen Ströme in der Fläche O auf, dann
liefert eine genauere Betrachtung von (2.37) auch Einsichten über die Eigenschaften des
elektromagnetischen Feldes an Grenzflächen und über die Existenz von Oberflächenströ-
men. Solange die Materialeigenschaften der Medien in den Regionen 1 und 2 endlich sind,
ist das elektromagnetische Feld unter der Bedingung der Quellenfreiheit kontinuierlich.
Daraus folgt, dass reine erzeugte Oberflächenströme nur an unendlich leitfähigen Ober-
flächen existieren können. In einem unendlich leitfähigen Medium ist das elektrische und
magnetische Feld gleich Null. Damit lassen sich die Bedingungen am Rand eines solchen
Mediums für das äußere Feld nach (2.37) in sehr einfacher Weise aufschreiben.

en ×H = Je
o

−en × E = 0



 an einem perfekten elektrischen Leiter (2.38a)

en ×H = 0
−en × E = Jm

o



 an einem perfekten magnetischen Leiter (2.38b)

Ein perfekter magnetischer Leiter (engl. perfect magnetic conductor (PMC)) ist dabei
lediglich ein theoretisches Konzept, da dessen physikalische Existenz magnetische Ladun-
gen voraussetzen würde, die im Rahmen dieser Arbeit aus Gründen der Symmetrie der
Maxwell-Gleichungen als vorhanden angenommen werden. Für eine nähere Erläuterung
sei auf den Abschnitt 2.2 verwiesen. Der Nutzen des Konzepts unendlicher Leitfähigkeit
liegt in der Einfachheit der Gleichungen (2.38) begründet. Sie erlauben die Anwendung
von Methoden zur Lösung komplexer Probleme über die Konstruktion äquivalenter Pro-
bleme (vgl. Abschnitt 2.4.5 und 3.3.1).

24



2.4 Methoden und Prinzipien

E, H

S

en

Je

Jm

E, H

(a) Original.

E, H

S

Jm
o

Je
o

en

E = 0
H = 0

(b) Äquivalent.

Abbildung 2.4: Darstellung des Äquivalenzprinzips

2.4 Methoden und Prinzipien

2.4.1 Äquivalenz-Prinzip

Das Äquivalenz-Prinzip beschreibt eine Eigenschaft der Beziehungen zwischen dem elek-
tromagnetischen Feld und dessen Quellen. Es ist insbesondere nützlich bei der Behandlung
der Streuung elektromagnetischer Felder an Materie und findet daher auch in dieser Arbeit
Anwendung. Es besagt:

Zwei Quellen, die in einer Region des Raumes die selben Felder erzeugen, sind
äquivalent innerhalb dieser Region. [Har01]

Dies bedeutet, für die Kenntnis der elektromagnetischen Felder innerhalb eines Volumens
muss nicht das gesamte Feld bekannt sein. Statt dessen genügt es, Quellen auf einer
gedachten Oberfläche zu betrachten, die das Feld im interessanten Volumen erzeugen.
Diese gedachten Quellen bilden das äußere Feld ab und sind daher diesem äquivalent.
Das Äquivalenz-Prinzip beruht im Wesentlichen auf den Gesetzmäßigkeiten, die in Ab-
schnitt 2.3.1 und 2.4.3 erläutert werden. Zur Erläuterung soll ein in Abbildung 2.4a
dargestelltes Beispiel dienen. In einem homogenen Medium existiere eine Quelle und die
dazugehörenden Felder E und H. Nun fügt man eine geschlossene Oberläche S mit dem
nach außen gerichteten Normalenvektor en hinzu. So lässt sich für den äußeren Bereich
von S, mithilfe eines beliebigen inneren Feldes und den zum Einhalten der Randbedingun-
gen Gleichungen (2.37) nötigen Oberflächenströmen Je

o und Jm
o , ein äquivalentes Problem

konstruieren. Außerhalb von S sind Je
o und Jm

o die Quellen, die das ursprüngliche Feld
erzeugen. Der einfachste Fall ist der Fall des Nullfeldes innerhalb von S. Dann gilt nach
(2.37)

en ×H = Je
o (2.39)

−en × E = Jm
o . (2.40)
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Damit ist das Problem nicht mehr die Bestimmung der Felder der ursprünglichen Quelle
Je bzw. Jm, sondern das äquivalente Problem der Bestimmung der Felder anhand deren
tangentialer Komponenten auf S.

2.4.2 Energieerhaltung

Die Eigenschaft eines theoretischen Modells, in dem die Energieerhaltung gilt, ist ein
wichtiges Merkmal zur Gültigkeit des Modells in der Praxis. Energieerhaltung ist das
grundlegende physikalische Prinzip, dass Energie weder erzeugt, noch vernichtet werden
kann, sondern nur seine Form verändert. Bezogen auf die elektromagnetische Feldtheorie
lässt sich das Gesetz der Energieerhaltung wie folgt formulieren:

Die Summe der in einem Volumen enthaltenen Leistung und der aus dem
Volumen abgestrahlten Leistung muss verschwinden.

Diese Aussage lässt sich direkt aus den Maxwell-Gleichungen (2.3a) und (2.3c) ableiten.
Multipliziert man (2.3a) mit H∗ und das komplex Konjugierte von(2.3c) mit E und bildet
anschließend die Differenz aus beiden Gleichungen, erhält man

E · ∇ ×H∗ −H∗ · ∇ × E = E · Je∗
t + H∗ · Jm

t . (2.41)

Eine allgemeine Beziehung der Vektoranalysis besagt, dass sich der linke Ausdruck von
(2.41) auch schreiben lässt als −∇ · (E×H∗). Damit wird aus (2.41)

∇ · (E×H∗) + E · Je∗
t + H∗ · Jm

t = 0 . (2.42)

Die Gleichung (2.42) ist die differenzielle Form einer Leistungsbilanz. Der erste Term der
Summe steht für die abgestrahlte Leistung aus einem Punkt. Genauer gesagt ist er der
Leistungsdichtefluss, der den betrachteten Punkt verlässt. Der Ausdruck in den Klammern
wird auch Leitungsdichte oder Poynting-Vektor S genannt.

S = E×H∗ (2.43)

Der zweite Term von (2.42) steht für die Leistung, die im elektrischen Teil der Felder und
Ströme gespeichert ist, während der letzte Term für die Leistung steht, die im magneti-
schen Teil der Felder und Ströme gespeichert ist. Eine anschaulichere Interpretation ergibt
sich, wenn man nun (2.42) über ein Volumen integriert und auf den ersten Summanden
den Integralsatz von Gauss anwendet.

∮
E×H∗ · ds +

∫
(E · Je∗

t + H∗ · Jm
t ) dv = 0 (2.44)
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Man erhält so eine Leistungsbilanz in Integralform. Das erste Integral ist die Leistung,
die durch den Rand des Integrationsgebietes V tritt, d. h. es ist die abgestrahlte komplexe
Leistung Pa. Das zweite Integral repräsentiert die Verluste durch den Leitungsstromanteil
an Je

t und die gespeicherte Leistung durch die Verschiebungsstromanteile an Je
t und Jm

t .

2.4.3 Eindeutigkeit

Der Begriff der Eindeutigkeit im Sinne der elektromagnetischen Feldtheorie bezieht sich
auf die Auswahl der richtigen Lösung aus der Menge der möglichen Lösungen der Wel-
lengleichung. Zur Verdeutlichung des Konzepts soll der Fall der Punktquelle im Freiraum
dienen. In diesem Fall ist sowohl die einlaufende als auch die auslaufende Welle, unter-
schieden durch das Vorzeichen im Exponenten, eine Lösung der Wellengleichung (vgl.
Abschnitt 2.5.1). Man kann mit Hilfe der Kausalität und der Erfahrung in der Praxis
eine Lösung wählen, da eine harmonische Punktquelle im Freiraum eine Welle abstrahlt
und nicht einfängt. Diese Wahl lässt sich jedoch auch mit Hilfe des Konzepts der Eindeu-
tigkeit treffen, was die Behandlung komplizierter Probleme auf ein sichereres Fundament
stellt. Die größte Bedeutung der Eindeutigkeit liegt jedoch in der Herstellung einer ein-
eindeutigen Beziehung zwischen dem Feld und der zugehörigen Quelle. Eindeutigkeit liegt
nicht in jedem Fall vor und muss häufig durch geschicktes Konstruieren hergestellt wer-
den.

Um einen mathematischen Ausdruck für die Eindeutigkeit zu erhalten, nehme man die
Quellen Je und Jm im Inneren einer geschlossenen Oberfläche S an. Ferner nehme man
an, dass zwei mögliche Lösungen E1,H1 und E2,H2 im Inneren von S existieren. In einem
linearen Medium gilt dann

∆E = E1 − E2 (2.45a)

und

∆H = H1 −H2 . (2.45b)

Die Bedingungen für Eindeutigkeit sind nun solche, die zwangsläufig dazu führen, dass
∆E und ∆H verschwinden. Diese Bedingungen ergeben sich aus der Energieerhaltung
der Felder (vgl. Abschnitt 2.4.2) wie im Folgenden gezeigt wird. Beide Lösungen müssen
die Maxwell-Gleichungen (2.3a) und (2.3c) erfüllen. Da beide Lösungen durch dieselben
Quellen erzeugt werden, ergibt sich dann für die Differenzen-Felder ∆E und ∆H innerhalb
von S

−∇×∆E = jωµ∆H (2.46)
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∇×∆H = jωε∆E . (2.47)

Die Differenzenfelder sind also quellenfrei, das heißt es treten nur die Felder selbst und
die Verschiebungsströme auf. In diesem Fall vereinfacht sich (2.44) zu

∮
∆E×∆H∗ · ds +

∫ (
−jωε∗|∆E|2 + jωµ|∆H|2

)
dv = 0 . (2.48)

Falls das erste Integral in (2.48) verschwindet,
∮

∆E×∆H∗ · ds = 0 (2.49a)

muss das zweite Integral ebenfalls verschwinden.
∫ (
<{jωε} |∆E|2 + <{jωµ} |∆H|2

)
dv = 0 (2.49b)

∫ (
−={jωε} |∆E|2 + ={jωµ} |∆H|2

)
dv = 0 (2.49c)

Für dissipative Medien gilt

<{jωε}
< {jωµ}



 > 0 , da ε und µ komplex sind. (2.50)

Damit ist (2.49b) in verlustbehafteten Medien nur erfüllt, wenn ∆E und ∆H überall in S
verschwinden, falls (2.49a) erfüllt ist. Letzteres ist gegeben, wenn die Randbedingungen
der Felder erfüllt sind, denn wenn en ×E überall auf dem Rand von S festgelegt ist, gilt
en ×∆E = 0, womit (2.49a) erfüllt ist. Eine analoge Aussage trifft auf das magnetische
Feld zu. Streng genommen trifft dieser Nachweis der Eindeutigkeit nur für verlustbehaftete
Medien zu. Für verlustlose Medien ist (2.49b) automatisch erfüllt. In diesem Fall sind
theoretisch mehrere Lösungen möglich. Man kann das System als entartet bezeichnen.
Betrachtet man jedoch verlustlose Medien als Medien mit infinitisimal kleinen Verlusten,
kann der Begriff der Eindeutigkeit auch auf verlustlose Medien angewandt werden.

2.4.4 Dualität

Wenn sich unterschiedliche physikalische Größen mit den selben mathematischen Glei-
chungen beschreiben lassen, spricht man von Dualität. Betrachtet man die Maxwell-
Gleichungen mit der Erweiterung um die magnetische Stromdichte, kann man von einer
Dualität zwischen den elektrischen und magnetischen Größen sprechen. Die Tabelle 2.1
fasst die einzelnen dualen Größen zusammen. Nützlich ist diese Eigenschaft im Sinne
dieser Arbeit, weil sie es erlaubt die Lösung für magnetische Quellen eines spezifischen
Problems direkt in die Lösung für elektrische Quellen des selben Problems zu übertragen.
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Abbildung 2.5: Spiegelung elektrischer und magnetischer Momente an einer elektrisch
perfekt leitenden Ebene

Einfach gesagt, genügt es, sich ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf einen Quel-
lentyp während der theoretischen Betrachtungen zu beschränken, um alle wesentlichen
Eigenschaften des elektromagnetischen Problems zu erfassen.

Tabelle 2.1: Duale Beziehungen bei Vertauschung der Quellenarten
elektrische Quelle ↔ magnetische Quelle

E H
H −E
Je Jm

Ae Am
ε µ

2.4.5 Spiegellandungsmethode

Die Spiegelladungsmethode ist ein Hilfsmittel zur Bestimmung von Feldern in Anwesen-
heit perfekt leitfähiger Ebenen. Sie beruht auf dem Äquivalenzprinzip (vgl. Abschnitt
2.4.1) und der Eindeutigkeit der Feldgleichungen. Ihre Aussage ist, dass das Feld vor der
Ebene, das von einer Quelle in Anwesenheit einer perfekt leitenden Ebene erzeugt wird,
dem Feld entspricht, das von der Quelle und deren Spiegelung an der Ebene im Freiraum
erzeugt werden würde. Entscheidend für die Bestimmung der gespiegelten Quelle ist das
Einhalten der Randbedingungen an der Ebene. Je nach Quellentyp und Orientierung erge-
ben sich dafür verschiedene nötige Spiegelquellen, wie sie in der Abb. 2.5 zusammengefasst
dargestellt sind.

2.4.6 Induktionsprinzip

Das Induktionsprinzip ist eng mit dem Äquivalenzprinzip (siehe Abschnitt 2.4.1) ver-
wandt. Es dient insbesondere der formalen Beschreibung von Streuprozessen elektroma-
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Abbildung 2.6: Darstellung des Induktionsprinzips.

gnetischer Felder an Objekten. Die Abbildung 2.6a zeigt das Orginalproblem, während
Abb. 2.6b das äquivalente Problem im Sinne des Induktionsprinzips illustriert. Das ge-
samte Feld im Beisein eines streuenden Objektes kann als Superposition eines einfallenden
Feldes Ei, das exisitieren würde, wenn das Objekt nicht vorhanden wäre und eines gestreu-
ten Feldes

Es = E− Ei (2.51a)
Hs = H−Hi , (2.51b)

das die Differenz des tatsächlichen und des einfallenden Feldes darstellt, aufgefasst werden.
Das Feld Es ist die gesuchte Lösung des Streuproblems. Da das gesamte Feld E und das
einfallende Feld Ei im Originalproblem außerhalb des Objekts die selben Quellen haben,
muss Es dort quellenfrei sein. Wie jedes Feld, muss es aber eine Quelle besitzen. Dies
sind die von Ei im Objekt hervorgerufenen Quellen oder Oberflächenstromdichten, die
sich aus den geforderten Randbedingungen der Streuung ergeben. Damit diese Quellen
jedoch nicht vom unbekannten Gesamtfeld E abhängen, wie es bei der Anwendung des
Äquivalenzprinzips (vgl. Abschnitt 2.4.1) der Fall wäre, kann das äquivalente Problem aus
Abb. 2.6b konstruiert werden. Innerhalb des Objektes müssen die Quellen das Gesamtfeld
E erzeugen. Außerhalb erzeugen sie Es. Damit ergibt sich nach (2.37)

Je
o = en × (Hs −H) (2.52a)

Jm
o = −en × (Es − E) (2.52b)

und mit (2.51) schließlich

Je
o = −en ×Hi (2.53a)

Jm
o = en × Ei . (2.53b)
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So können die Quellen, die das gesuchte Feld Es erzeugen, als bekannt betrachtetet werden.
Allerdings erzeugen sie Es unter den Abstrahlungsbedingungen des Streuers. Dazu ist die
Greensche Funktion des spezifischen Streuproblems nötig, die im Allgemeinen nicht als
bekannt betrachtet werden kann, sondern auf häufig komplexe Weise konstruiert werden
muss.

2.4.7 Babinet-Prinzip

Der französische Physiker Jacques Babinet stellte 1837 folgendes Theorem auf [Bal05,
S. 697]:

Wenn das Streufeld hinter einem Schirm mit einer Apertur zu dem Feld
einer komplementären Struktur addiert wird, ist die Summe äquivalent dem
Feld, das sich ohne Schirm ergibt.

Anwendung findet diese Aussage vor allem in der Optik. So ist mit dem Streufeld die orts-
abhängige Intensität des Lichtes gemeint. Für die elektromagnetische Streutheorie muss
das Theorem um die in der Optik vernachlässigten Polarisationseigenschaften erweitert
werden. Die Bedeutung lässt sich durch das Beispiel einer Apertur in einer unendlichen
Ebene verdeutlichen, wie in den Abb. 2.7 dargestellt ist. Nimmt man eine elektrische
Quelle Je im Freiraum an, ergeben sich an einem Punkt P ein elektrisches Feld E0 und
ein magnetisches Feld H0. Befindet sich eine unendliche und perfekt leitfähige Ebene mit
einer Apertur zwischen dem Ort der Quelle und P , ergeben sich die Felder Ee und He

(vgl. Abb. 2.7a). Werden die Ebene und die Apertur nun durch einen komplementären
perfekten magnetischen Leiter ersetzt, werden am Ort P die Felder Em und Hm erzeugt
(vgl. Abb. 2.7b). Nach dem Babinet-Prinzip folgt nun

E0 = Ee + Em (2.54a)
H0 = Hm + Hm . (2.54b)

Geht man davon aus, dass die Felder E0 und H0 für den Freiraum bekannt sind, können
mit (2.54) die Felder für die Apertur durch das Lösen des Problems der magnetisch perfekt
leitenden Fläche bestimmt werden, was in vielen Fällen einfacher ist. Das Babinet-Prinzip
dient so einer Veranschaulichung der Konsequenzen aus den Randbedingungen der Felder
an Ebenen, auf die im Abschnitt 2.3.1 eingegangen wird.
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PEC

∞

∞
SA

Je

Ee, He

(a) Apertur in elektrisch perfekt leiten-
dem, unendlichen Schirm.

SA

PMC

Je

Em, Hm

(b) magnetisch perfekt leitende, komple-
mentäre Fläche.

Abbildung 2.7: Elektrische Quelle im Freiraum und Äquivalenzen nach dem Babinet-
Prinzip.

2.5 Greensche Funktionen

Wie im Abschitt 2.1 dargestellt wird, führen die Maxwell-Gleichungen im Frequenzbe-
reich zu einer inhomogenen partiellen Differentialgleichung 2.Ordnung, auch Helmholtz-
Gleichung oder Wellengleichung genannt (vgl. (2.11) und (2.13)). Zur Lösung dieser Dif-
ferentialgleichung unter verschiedenen Randbedingungen und Anregungen hat sich die
allgemeine Methode der Greenschen Funktionen etabliert [TIK97]. Diese stellt ein Ver-
fahren zur Lösung partieller Differentialgleichungen unter beliebigen Inhomogenitäten dar.
Wenn L ein linearer Differentialoperator ist und f und u zwei Funktionen sind für die
gilt

Lu(x) = f(x′) , (2.55)

dann kann f als die Anregung oder Inhomogenität und u die Antwort oder Lösung des
Systems, das durch L beschrieben wird, aufgefasst werden. In dem Fall ist G die zu L
assoziierte Greensche Funktion, wenn die Gleichung

LG(x, x′) = δ(x− x′) (2.56)

und die jeweiligen Randbedingungen erfüllt sind. Dabei ist δ die Delta-Distribution. Mul-
tipliziert man nun Gleichung (2.55) mit G und integiert anschließend über x′, erhält man
unter Ausnutzung der Linearität von L und der Eigenschaften der Delta-Distribution
einen Integralausdruck für die Lösung u bei der Inhomogenität f .

G(x, x′)Lu(x) = G(x, x′)f(x′) (2.57)
∫

LG(x, x′)
︸ ︷︷ ︸
δ(x−x′)

u(x)dx′ =
∫
G(x, x′)f(x′)dx′ (2.58)
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u(x) =
∫
G(x, x′)f(x′)dx′ (2.59)

2.5.1 Anwendung auf die Helmholtzgleichung

Sei L = (∇2 + k) der Helmholtz-Operator, dann ist die Greensche Funktion des Vektor-
potentials die Lösung der Helmholtz-Gleichung für eine Punktquelle.

(
∇2 + k2

)
GAe = −δ(r− r′) (2.60a)

(
∇2 + k2

)
GAm = −δ(r− r′) (2.60b)

Im Freiraum sind GAe
f und GAm

f dann

GAe
f = e±jk|r−r′|

4π|r− r′| (2.61a)

und

GAm
f = e±jk|r−r′|

4π|r− r′| . (2.61b)

Der Exponent in (2.61) kann ein positives oder ein negatives Vorzeichen aufweisen. So-
wohl die einlaufende als auch die abgestrahlte Welle sind eine Lösung von (2.60). Man
nennt (2.61) mit negativem Exponenten die retardierte Lösung und entsprechend mit
positivem Vorzeichen die avanchierte Lösung. Eine Einschränkung auf eine Lösung ist
insofern sinnvoll, da dies eine Ursache-Wirkungs-Beziehung zwischen der Quelle und dem
Feld herstellt. Wird die Quelle von einer einlaufenden Welle erzeugt, oder erzeugt die
Quelle eine auslaufende Welle? Fordert man die Eindeutigkeit der Lösung, ergibt sich aus
Überlegungen, die auf den Ausführungen im Abschnitt 2.4.3 beruhen, dass die retardierte
Lösung gewählt werden muss. Vergleicht man nun (2.11) und (2.13) mit (2.59) ergeben
sich die bekannten Gleichungen für das elektrische und magnetische Vektorpotential

Ae = − 1
4π

∫∫∫

V

Je(r′)e−jk|r−r′|

|r− r′| dr′ (2.62a)

Am = − 1
4π

∫∫∫

V

Jm(r′)e−jk|r−r′|

|r− r′| dr′ (2.62b)

für eine beliebige Verteilung der Quellen im Freiraum. Kennt man also die Art der Quelle
und findet die Greensche Funktion, die die Randbedingungen der Wellenausbreitung er-
füllt, erlaubt einem (2.62), das zugehörige Vektorpotential und damit die abgestrahlten
Felder zu bestimmen. Bei Streuproblemen sind jedoch die Quellen häufig nicht a priori be-
kannt, da sie vom einfallenden Feld und den Randbedingungen abhängen. Außerdem müs-
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sen die Greenschen Funktionen erneut bestimmt werden, wenn sich die Randbedingungen
ändern, z. B. bei der Abstrahlung in einem Hohlraumresonator. Diese Funktionen können
sehr kompliziert werden und auf verschiedene Weisen gefunden und dargestellt werden.
Darauf wird im Abschnitt 3.3.1 näher eingegangen. Sobald die Greensche Funktion und
die Quellen bestimmt sind, muss das Integral in (2.62) ausgewertet werden, was aufgrund
der häufig örtlich singulären Greenschen Funktion nicht trivial ist. Im Abschnitt 3.2.1
wird auf ein analytisches Verfahren zur Lösung dieser Problematik eingegangen.

2.5.2 Assoziierte Greensche Funktionen

In der Literatur wird üblicherweise der Ausdruck (2.61) als Greensche Funktion bezeich-
net. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Begriff etwas weiter gefasst. Es erweist sich später
als vorteilhaft, neben der Greenschen Funktion für das Vektorpotential auch Greensche
Funktionen für das elektrische und magnetische Feld einzuführen. Fasst man (2.61) als
das Vektorpotential einer Punktquelle auf, ergeben sich so nach (2.12) und (2.14) die
allgemeinen Zusammenhänge

GHe = ∇×GAe (2.63a)

GEe = 1
jωε
∇∇ ·GAe − jωµGAe (2.63b)

und

GEm = −∇×GAm (2.64a)

GHm = 1
jωµ
∇∇ ·GAm − jωεGAm . (2.64b)

Hier wurde bereits unterschieden, ob das jeweilige Feld mit einer magnetischen oder einer
elektrischen Quelle wechselwirkt. Es ist sinnvoll, eine solche Unterscheidung zu treffen, da
sich die Randbedingungen und damit die Lösungen der Helmholtz-Gleichung im Allge-
meinen für beide Fälle unterscheiden. Dies gilt insbesondere für den Hohlraumresonator.
Die Tabelle 2.2 soll einen Überblick geben und die Systematik klarstellen. Ferner werfen

Tabelle 2.2: Überblick der Nomenklatur der Greenschen Funktionen
Greensche Funktion für das Vektorpotential elektrische Feld magnetische Feld
einer magnetische Quelle GAm GEm GHm

einer elektrischen Quelle GAe GEe GHe

(2.63) und (2.64) die Frage auf, was unter der Rotation oder Divergenz einer skalaren
Größe zu verstehen ist. Diese Frage wird im Abschnitt 2.5.3 geklärt.
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2.5.3 Dyadische Greensche Funktionen

Die Greensche Funktion in (2.62) stellt die Lösung der Helmholtz-Gleichung (2.11) für den
Spezialfall des Freiraums dar, was als Ursache für ihre Eigenschaft einer skalaren Größe
verstanden werden kann. Allgemein muss die Greensche Funktion in (2.62) jede Kompo-
nente des Quellvektors mit jeder Komponente des Vektorpotentials in Beziehung setzen.
Nur im Freiraum sind die Randbedingungen für die Greensche Funktion richtungsunab-
hängig, und selbige als skalare Größe darstellbar. Daher muss für den allgmeinen Fall die
Lösung von (2.60) als dyadische Größe verstanden werden. Für ein kartesisches Koordi-
natensystem ergibt sich so

GA
skalar

=⇒ G
A

dyadisch
(2.65)

mit G =




Gxx Gxy Gxz

Gyx Gyy Gyz

Gzx Gzy Gzz


 (2.66)

Die einzelnen Elemente Gij von G bilden die Wechselwirkung der Quellkomponente Jj
mit der Feldkomponente Fi ab. So kann die Abhängigkeit jeder Feldkomponente von
jeder Quellenkomponente dargestellt werden. In den Gleichungen (2.63) und (2.64) wer-
den Differentialoperatoren auf Greensche Funktionen angewandt. Wenn diese Funktionen
dyadische statt skalare oder vektorielle Größen sind, muss geklärt werden, wie diese Ope-
ratoren auf die Funktionen wirken. Dazu ist es hilfreich, Operationen mit skalaren und
vektoriellen Größen auf Operationen mit dyadischen Größen zu verallgemeinern. Damit
ist gemeint, dass beispielsweise ein Produkt zwischen einem Skalar S und einer Matrix

S




Gxx Gxy Gxz

Gyx Gyy Gyz

Gzx Gzy Gzz


 =




S 0 0
0 S 0
0 0 S







Gxx Gxy Gxz

Gyx Gyy Gyz

Gzx Gzy Gzz


 (2.67)

auch als Matrixprodukt einer Matrix und einer entsprechenden Diagonalmatrix verstan-
den werden kann. Auch die Operation einer vektoriellen Größe S kann mit

ST




Gxx Gxy Gxz

Gyx Gyy Gyz

Gzx Gzy Gzz


 =

(
Sx Sy Sz

)



Gxx Gxy Gxz

Gyx Gyy Gyz

Gzx Gzy Gzz




=




SxGxx + SyGyx + SzGzx

SxGxy + SyGyy + SzGzy

SxGxz + SyGyz + SzGzz




T (2.68)
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dargestellt werden. Damit ist die Divergenz einer dyadischen Größe

∇ ·G =
(
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

)



Gxx Gxy Gxz

Gyx Gyy Gyz

Gzx Gzy Gzz


 (2.69)

=




∂
∂x
Gxx + ∂

∂y
Gyx + ∂

∂z
Gzx

∂
∂x
Gxy + ∂

∂y
Gyy + ∂

∂z
Gzy

∂
∂x
Gxz + ∂

∂y
Gyz + ∂

∂z
Gzz




T

= G (2.70)

ein transponierter Vektor. In (2.63b) und (2.64b) wird erst die Divergenz und anschließend
der Gradient der Greenschen Funktion gebildet. Verallgemeinert auf eine dyadische Größe
ist also der Gradient auf den sich ergebenen Zeilenvektor in (2.70) anzuwenden. So ergibt
sich

∇∇ ·G =




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z



(
Gx Gy Gz

)
. (2.71)

In kanonischen Problemen kann die dyadische Greensche Funktion häufig als Diagonal-
Matrix aufgeschrieben werden. Für den Fall eines quaderförmigen Hohlraumresonators
wird das kartesische Koordinatensystem so festgelegt, dass es mit den räumlichen Dimen-
sionen des Resonators zusammen fällt. Dann vereinfacht sich (2.70) und (2.71) lässt sich
explizit schreiben als

∇∇ ·G =




∂2

∂x2Gxx
∂2

∂x∂y
Gyy

∂2

∂x∂z
Gzz

∂2

∂y∂x
Gxx

∂2

∂y2Gyy
∂2

∂y∂z
Gzz

∂2

∂z∂x
Gxx

∂2

∂z∂y
Gyy

∂2

∂2zGzz


 . (2.72)

Für die dyadische Verallgemeinerung von (2.64a) und (2.63a) muss die Rotation eines Ten-
sors zweiter Ordnung bestimmt werden. Dies gelingt am einfachsten durch die Erkenntnis,
dass sich das Kreuzprodukt zweier Vektoren auch schreiben lässt als

F× S =




FySz − FzSy
FzSx − FxSz
FxSy − FySx


 =




0 −Fz Fy

Fz 0 −Fx
−Fy Fx 0







Sx

Sy

Sz


 . (2.73)
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Wendet man diese Schreibweise des Kreuzprodukts als Tensor auf die Rotation einer
Dyade an, ergibt sich

∇×G =




0 − ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z

0 − ∂
∂x

− ∂
∂y

∂
∂x

0







Gxx Gxy Gxz

Gyx Gyy Gyz

Gzx Gzy Gzz


 , (2.74)

was sich für den Fall eines diagonalen Tensors (Gij = 0 für i 6= j) vereinfacht zu

∇×G =




0 − ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z

0 − ∂
∂x

− ∂
∂y

∂
∂x

0







Gxx 0 0
0 Gyy 0
0 0 Gzz




=




0 − ∂
∂z
Gyy

∂
∂y
Gzz

∂
∂z
Gxx 0 − ∂

∂x
Gzz

− ∂
∂y
Gxx

∂
∂x
Gyy 0


 .

(2.75)

Mit (2.72) und (2.75) können die Gleichungen (2.63) und (2.64) für vom Freiraum abwei-
chende Umgebungen verallgemeinert werden.

2.6 Multipol-Entwicklung

Um die physikalischen Gesetzmäßigkeiten, die sich aus den Beziehungen zwischen Quel-
len und Feldern, wie sie (2.62) darstellen, ergeben, direkter darzustellen, ist es sinnvoll,
Ausdrücke der allgemeinen Form

A(r) =
∫∫∫

V

Θ(r, r′)J dr′ (2.76)

näher zu untersuchen. Die folgenden Überlegungen beruhen im Wesentlichen auf [Bla07].
Wenn die Ableitungen von Θ kontinuirlich sind, kann Θ als Taylor-Entwicklung

Θ(r′) = Θ0 +
3∑

i=1

∂Θ
∂xi

∣∣∣∣∣
r′
xi + 1

2

3∑

i,j=1

∂2Θ
∂xi∂xj

∣∣∣∣∣
r′
xixj · · · (2.77)

an der Stelle r′ dargestellt werden. Setzt man nun die Entwicklung (2.77) in (2.76) ein,
ergibt sich

∫∫∫

V

Θ(r, r′)J dr′ = Θ0

∫∫∫

V

J dr′ +
3∑

i=1

∂Θ
∂xi

∣∣∣∣∣
r′

∫∫∫

V

xiJ dr′

+
3∑

i,j=1

∂2Θ
∂xi∂xj

∣∣∣∣∣
r′

∫∫∫

V

xiJxj dr′ .
(2.78)
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Das erste Integral auf der rechten Seite lässt sich umformen zu

∫∫∫

V

J dr′ =
3∑

i=1
eiei

∫∫∫

V

J dr′ =
3∑

i=1
ei
∫∫∫

V

∇xi · J dr′ , (2.79)

wobei der Summationsindex i die drei Raumrichtungen repräsentiert. Für die jeweilige
Raumrichtung kann über den letzten Term in (2.79) die Aussage

∫∫∫

V

∇xi · J dr′ =
∫∫∫

V

∇ · (xiJ) dr′ −
∫∫∫

V

xi∇ · J dr′

=
∫∫

S

xien · J dr′ −
∫∫∫

V

xi∇ · J dr′
(2.80)

getroffen werden. Bei der Umformung der ersten zur zweiten Zeile wurde der Satz von
Gauss ausgenutzt. Für die Integranden der letzten beiden Integrale in (2.80) gilt die
Kontinuitätsgleichung (vgl. (2.16))

∇ · J = −jωρ (2.81)

und deren Oberflächenäquivalent

en · J = jωρo . (2.82)

Mit (2.81) und (2.80) lässt sich (2.79) umschreiben zu

∫∫∫

V

J dr′ = jω




∫∫

S

ρor dr′ +
∫∫∫

V

ρr dr′

︸ ︷︷ ︸
εp



. (2.83)

Der Ausdruck in den Klammern in (2.83) wird als elektrisches Dipolmoment p bezeichnet.
Eine Analyse des zweiten Terms auf der rechten Seite von (2.78) gestaltet sich bereits etwas
komplizierter. Der erste Schritt ist eine geschickte Umformung.

3∑

i=1

∂Θ
∂xi

∣∣∣∣∣
r′

∫∫∫

V

xiJ dr′ =
3∑

i=1

∂Θ
∂xi

∣∣∣∣∣
r′

∫∫∫

V

(ei · r)J dr′ =
3∑

i=1

∂Θ
∂xi

∣∣∣∣∣
r′

ei
︸ ︷︷ ︸

∇r′Θ

·
∫∫∫

V

r ◦ J dr′ (2.84)

Der letzte Integrand auf der rechten Seite von (2.84) ist ein dyadisches Produkt, das
nach allgemeinen Gesetzen der Matritzen-Operationen in einen symetrischen und einen
antisymetrischen Teil aufgesplittet werden kann.

r ◦ J = 1
2(r ◦ J− J ◦ r) + 1

2(r ◦ J + J ◦ r) (2.85)
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Betrachtet man vorerst nur den ersten, antisymmetrischen Term auf der rechten Seite
von (2.85) zusammen mit (2.84), erhält man mit Hilfe der allgemeinen Vektorbeziehung
a · (b ◦ c− c ◦ d) = −a × b× c

1
2∇r′Θ ·

∫∫∫
(r ◦ J− J ◦ r) dr′ = −1

2∇r′Θ×
∫∫∫

r× J dr′
︸ ︷︷ ︸

m

. (2.86)

Der Integralausdruck auf der rechten Seite von (2.86) wird als magnetisches Dipolmoment
m bezeichnet. Der zweite, symmetrische Term von (2.85) kann ähnlich wie (2.79) behan-
delt werden. Schreibt man den dyadischen Integranden in seiner Basis-Dyaden-Form, lässt
sich der Ausdruck wie folgt umformen.

1
2(r ◦ J + J ◦ r) = 1

2

3∑

i,j=1
ei · (r ◦ J + J ◦ r) · ej

= 1
2

3∑

i,j=1
(xiJ + ei · J ◦ r)ej

= 1
2

3∑

i,j=1


xi (ejJ)

︸ ︷︷ ︸
∇xj ·J

+xj (ei · J)
︸ ︷︷ ︸
∇xi·J




= 1
2

3∑

i,j=1
(xi∇xj + xj∇xi) · J

= 1
2

3∑

i,j=1
∇(xixj) · J

(2.87)

Das Volumenintegral des letzten Terms in (2.87) entspricht strukturell dem Term auf der
linken Seite von (2.80) und kann wie dort beschrieben, umgeformt werden. Das Ergebnis
ähnelt dann (2.83).

1
2

∫∫∫

V

(r ◦ J + J ◦ r) dr′ = jω

2



∫∫

S

ρor ◦ r dr′ +
∫∫∫

V

ρr ◦ r dr′



︸ ︷︷ ︸
qe

(2.88)

Der Term in den Klammern in (2.88) wird als elektrisches Quadropolmoment qe bezeich-
net. Eine detailierte Behandlung des dritten Terms in (2.78) würde den Rahmen dieser
Arbeit sprengen. Daher seien hier nur die Ergebnisse aus [Smy36] übernommen.
∫∫∫

V

xiJxj dr′ = −1
2ei×(ej × qm)− 1

2ej×(ei · qm)−ei×(ej × p2)−ej×(ei × p2) (2.89)
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Dabei sind p2 das elektrische Dipolmoment 2.Ordnung und qm das magnetische Quadru-
polmoment.

p2 = 1
6

∫∫∫

V

r× J× r dr′ (2.90)

qm = 1
3

∫∫∫

V

(r× J) ◦ r + r ◦ (r× J) dr′ (2.91)

Fasst man die Aussagen dieses Abschnitts zusammen, lässt sich (2.76) ausdrücken durch

A(r) = jωεpΘ0︸ ︷︷ ︸
0. Ordnung

−∇r′Θ×m + jω

2 ∇r′Θ · qe
︸ ︷︷ ︸

1. Ordnung

+
(
I∇2

r′

)
· p2 −

1
2∇× (∇r′Θ · qm)

︸ ︷︷ ︸
2. Ordnung

+ · · · .
(2.92)

2.7 Abstrahlung im Freiraum

Die Felder von Quellen im Freiraum werden mit Hilfe des Vektorpotentials durch (2.62)
beschrieben. Eine Auswertung des Integrals ist je nach den Eigenschaften des Quellterms
J jedoch schwierig. Nimmt man an, die Quellen seien bekannt, ergeben sich beim Berech-
nen des Integrals z. B. Schwierigkeiten sobald sich r und r′ nahe kommen, da dann eine
Singularität auftritt. Eine nützliche Methode ist in diesem Fall, den Ausdruck |r− r′| mit
Blick auf die Abb. 2.8 wie folgt zu entwickeln [Bla07].

|r− r′| = |r|
√√√√1 +

(
|r′|
|r|

)2

− 2 |r
′|
|r| cosφ

= |r| − |r′| cosφ+ |r
′|2

2|r| sin2 φ+ . . .

(2.93)

Nun erlaubt ein Einsetzten von (2.93) in den Exponenten in (2.62)

A =
∫∫∫

V

J(r′)e−jk
(
|r|−|r′| cosφ+ |r′|2

2|r| sin2 φ+...
)

|r− r′| dr′ (2.94)

eine allgemeine Analyse der Struktur elektromagnetischer Felder beliebiger Quellen. Da-
zu werden drei charakteristische Feldbereiche unterschieden, die in den nachfolgenden
Abschnitten kurz erläutert werden.
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2.7 Abstrahlung im Freiraum

2.7.1 Rayleigh-Zone

Die Rayleigh-Zone ist definiert als der Bereich um die Quelle, für dessen Radius gilt

|r− r′| � k−1 , (2.95a)
so dass k|r− r′| ≈ 0 . (2.95b)

Unter der Bedingung (2.95) strebt der Exponentialausdruck in (2.62) gegen 1. Die Fre-
quenzabhängigkeit verschwindet und die Vektorpotentiale nähern sich ihrem statischen
Wert an, so dass Ergebnisse aus der Elektro- und Magentostatik genutzt werden kön-
nen.

2.7.2 Fresnel-Zone

Die Fresnel-Zone ist der Übergangsbereich zwischen dem Nah- und Fernfeld, wird selbst
jedoch häufig zum Nahfeld gezählt. Die Felder in diesem Bereich lassen sich nur durch
eine vollständige Bestimmung des Integrals in (2.94) finden. Sobald bei größer werdendem
Abstand zwischen Quelle und Feldpunkt für den zweiten Term des Exponenten in (2.94)
gilt, dass

k|r′|2
2|r| sin2 φ+ . . .� 1 , (2.96)

kann der Einfluss des Quellvolumens auf die weitere Feldausbreitung approximiert werden.
Diese Bedingung markiert das Ende der Fresnel-Zone.

2.7.3 Fraunhofer-Zone

Die Gleichung (2.94) kann mit (2.96) als

A = −e−jk|r|
|r|

∫∫∫

V

J(r′) ejk|r′| cosφ dr′ , (2.97)

approximiert werden, wenn

|r| � |r′| also |r− r′| ≈ |r| und |r− r′| ≈ |r| − |r′| cosφ . (2.98)

In (2.97) wurde ausgenutzt, dass der erste Term der Entwicklung den Nenner im Integral
von (2.62) für den Fall (2.98) dominiert, vorausgesetzt der Koordinatenursprung liegt im
Quellvolumen. Für das Verhalten der Exponentialfunktion muss zusätzlich die Frequenz
betrachtet werden.

41



2 Grundlagen

Es ist schwierig, eine einheitliche Grenze zu definieren, ab welchem Abstand |r| die Be-
dingung (2.96) erfüllt ist. Eine mögliche Definition ist

|r| ≥ kd2
max
π

, (2.99)

wobei dmax die größte Dimension der Quelle senkrecht zur Richtung der Abstrahlung ist
(vgl. Abb. 2.8). Bei der Gültigkeit von (2.99) ist Vorsicht geboten, denn falls dmax � λ gilt,
würde (2.99) den Beginn des Fernfeldes unterschätzen, da (2.96) automatisch erfüllt wäre,
selbst wenn die ursprüngliche Bedingung (2.98) nicht mehr gilt. Um eine Aussage über
den niedrigsten Wert von |r|, für den (2.98) erfüllt ist, treffen zu können, ist es sinnvoll
den Fall eines elektrisch kleinen Stromelements zu betrachten (vgl. Abschnitt 2.7.5).

2.7.4 Nahfeld und Fernfeld

Das Nahfeld einer Quelle umfasst die Rayleigh- und die Fresnelzone. Seine Polarisierung
und Phasenebene ist abhängig von der geometrischen Form und Art seiner Quelle. Dies
führt auch zu einer starken Ortsabhänigkeit aller Feldkomponenten.
Das Fernfeld entspricht der Fraunhofer-Zone. Das Nahfeld einer Quelle ist der Bereich in
unmittelbarer Nähe der Quelle, bezogen auf die betrachtete Wellenlänge.

S

en

V

O
r

r′

|r− r′|

dmax φ

Abbildung 2.8: Richtungsbeziehungen bei der Abstrahlung des Quellvolumens.

2.7.5 Elementarstrahler

Die elektrisch kleine Linearantenne ist das denkbar einfachste Beispiel für die Bestimmung
der zugehörigen Felder. Für diesen Fall geht die Stromdichte Je in den gerichteten Strom
ezI über. Die größte Dimension der Quelle ist die Länge L der Antenne und die Antenne
ist elektrisch klein, wenn

L� λ (2.100)
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gilt. Unter diesen Bedingungen geht (2.62a) in

Ae = IL

4π
ejkω|r|
|r| (2.101)

über.

2.8 Simulationsverfahren

Als Referenz zur Validierung der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten analytischen Mo-
delle sollen sogenannte full wave Simulationsverfahren für elektromagnetische Felder und
Quellen verwendet werden. Es werden die Methode der Finiten Differenzen im Zeitbe-
reich (engl. Finite Differences in Time Domain (FDTD)) und die Methode der Momente
im Frequenzbereich verwendet (engl. Method of Moments (MoM)). Sie ergeben sich aus
verschiedenen Formulierungen der Maxwell-Gleichungen (vgl. Abschnitt 2.1) und werden
im Folgenden kurz erläutert.

2.8.1 Finiten Differenzen im Zeitbereich

Die FDTD beschreibt die zeitliche Ausbreitung elektromagnetischer Felder unter der Be-
rücksichtigung der Randbedingungen. Das Verfahren hat sich zu einem der am häufigsten
genutzten Methoden entwickelt, um elektromagnetische Problemstellungen zu untersu-
chen [Ant+13]. Dazu werden die Maxwell-Gleichungen (2.3a) und (2.3c) im Zeitbereich
verwendet. Mit

ε
∂E
∂t

= ∇×H− Je (2.102a)

µ
∂H
∂t

= −∇× E (2.102b)

erhält man so die Grund-Gleichungen, auf denen die FDTD basiert. Dazu werden die
Ableitungen in (2.102) nach Ort und Zeit durch die finiten Differenzen

µ
Hn+0.5
x (i, j + 0.5, k + 0.5)−Hn−0.5

x (i, j + 0.5, k + 0.5)
∆t

=
En
y (i, j + 0.5, k + 1)− En

y (i, j + 0.5, k)
∆z

− En
z (i, j + 1, k + 0.5)− En

z (i, j, k + 0.5)
∆y

(2.103)

für beispielsweise die x-Komponente von (2.102b) approximiert. Hierbei sind i, j und k

die Indizes der Gitterpunkte. Die Feldkomponenten werden auf zwei um eine halbe Zellen-
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2 Grundlagen

länge versetzten dreidimensionalen Gittern im Raum und in der Zeit diskretisiert [Yee66],
je eines für das elektrische und magnetische Feld. Dabei müssen die Randbedingungen,
wie z. B. leitende Oberflächen ebenfalls entlang der Gitterpunkte definiert werden. Ausge-
hend von einem Anfangszeitpunkt mit bekannten Feldern im Simulationsvolumen können
mit den diskretisierten Versionen von (2.102) zu jedem folgenden Zeitpunkt iterativ die
elektrischen und magnetischen Felder berechnet werden.

Dabei muss die Größe des Zeitschrittes die Bedingung ∆t < hmin/c
√

3 erfüllen. Hier ist hmin

die kleinste Zellengröße, die im Gitter vorkommt. Dieses Verfahren findet im Kapitel 3 zur
Validierung analytischer Ergebnisse Anwendung, da es sich durch die unterschiedlichen
Zeitkonstanten der Streuprozesse eignet, die gesuchte Aperturstreuung aus der Gesamt-
streuung zu extrahieren. Dabei wurde auf die offene Software openEMS zurückgegriffen
[Lie+13].

2.8.2 Momenten-Methode

Gleichungen wie (2.62) bilden zusammen mit den Differentialbeziehungen (2.12) und
(2.14) und entsprechenden Randbedingungen Integralgleichungen mit der allgemeinen
Form

F (x) =
x2∫

x1

G(x, x′)J(x′) dx′ , (2.104)

wobei J(x′) die gesuchte Größe, z. B. die elektrische Stromdichte, G(x, x′) ein Faltungs-
kernel, z. B. die Greensche Funktion einer elektrische Quelle für das elektrische Feld und
F (x) die bekannte Anregung sind. Die Momenten-Methode (engl. Method of Moments,
MoM) ermöglicht die approximative Lösung von (2.104) für J(x′) [Har67]. Dazu ist es
von Vorteil (2.104) in Operatorenschreibweise als

GJ = F (2.105)

zu formulieren. In einem weiteren Schritt wird anschließend die gesuchte Größe in eine
unendliche Reihe orthogonaler Basis-Funktionen

J =
∑

n

cnJn (2.106)

entwickelt. Gleichung (2.106) eingesetzt in (2.105) liefert

∑

n

cnGJn = F . (2.107)
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Anschließend werden sogenannte Testfunktionen Fm mit m = 1, 2 . . . ,M definiert und im
Sinne eines inneren Produkts

〈g, f〉 =
∫
g(x) · f(x) dx (2.108)

mit (2.107) multipliziert. So ergibt sich

∑

N

cn 〈Fm,GJn〉 = 〈Fm, F 〉 . (2.109)

In (2.109) wird die unendliche Summe nach N Summanden abgebrochen und ergibt zu-
sammen mit dem Set an Testfunktionen ein lineares Gleichungssystem, das sich als die
Matrixgleichung

[G]J̄ = F̄ (2.110)

formulieren lässt. Dabei ist J̄ = {c1, . . . , cn} das Set der gesuchten Stromkoeffizienten, das
zusammen mit (2.106) die gesuchte Stromdichte J approximiert, während die Elemente
der Matrix [G] sich nach

[G]nm = 〈Fm,GJn〉 (2.111)

ergeben. Ist [G] invertierbar, kann (2.110) gelöst werden. Je nach Wahl der Basis- und
Testfunktionen ist für die Bestimmung der Elemente [G]nm eine bis zu zweifache nu-
merische Integration nötig. Zur weiteren Erläuterungen wird auf [Har93] verwiesen. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit wird vor allem auf die kommerziellen Implementationen
FEKO [Hyp17] zurückgegriffen, um die analytischen Modelle im Kapitel 4 zu verifizie-
ren.
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3 Elektrisch kleine Aperturen

In diesem Kapitel wird sich schrittweise der Beantwortung der Fragestellung dieser Arbeit
genähert. Der Ausgangspunkt ist die Betrachtung elektrisch kleiner Aperturen in der
unendlichen Ebene, was das denkbar einfachste Modell ist und in Abb. 3.1 dargestellt
ist. Die Einschränkung auf elektrisch kleine Aperturen erlaubt eine vereinfachte Lösung
der assoziierten Integralgleichungen, die in eine bekannte Theorie mündet, die als eine
Basis dieser Arbeit dient. Im Anschluss wird diese Theorie schrittweise verallgemeinert,
um schließlich die Grundlage für das darauffolgende Kapitel zur Beschreibung elektrisch
großer Aperturen zu schaffen.

3.1 Bethe-Theorie kleiner Aperturen

H.A.Bethe hat 1942 eine wegweisende Theorie zur Streuung an elektrisch kleinen, kreis-
förmigen Aperturen veröffentlicht [Bet44]. Sie wird bis heute zitiert und dient als Aus-
gangspunkt für Erweiterungen auf Aperturen anderer Formen und Größen [Lev80; Sol12].
Die wesentliche Erkenntnis, die sich aus [Bet44] ergibt, ist die Tatsache, dass sich die
Streuung an kleinen Aperturen anhand magnetischer und elektrischer Dipole, die unter
quasi-statischen Bedingungen erzeugt werden, und deren Abstrahlung betrachten lässt.
Geschuldet der Tatsache, dass dieses nicht triviale Modell eine Basis dieser Arbeit dar-
stellt, müssen die Schritte die zu der einfachen Beziehung

p = αeEi
⊥ (3.1a)

m = αmHi
|| (3.1b)

führen, mit Hilfe der Aussagen im Kapitel 2 an dieser Stelle nachvollzogen und in eine
einheitliche Formulierung überführt werden.

3.1.1 Randbedingungen der Apertur

Das mathemtisch einfachste Szenario für die Aperturkopplung ist die Öffnung in einer un-
endlich ausgedehnten und perfekt leitfähigen Ebene zwischen zwei unendlich ausgedehnten

46



3.1 Bethe-Theorie kleiner Aperturen

Ebene

E0 + EI,

H0 + HI

EII,

HII

Region I Region II

Abbildung 3.1: Apertur in der unendlichen, perfekt leitfähigen Ebene

Gebieten gleicher Medien. Wenn die Ebene durch den Koordinatenursprung verläuft und
sich in y- und z-Richtung erstreckt, lassen sich die Felder formulieren als

E =





E0 + EI für x < 0

EII für x > 0
(3.2a)

H =





H0 + HI für x < 0

HII für x > 0
. (3.2b)

Dabei sind H0 und E0 die Felder, die im linken Halbraum existieren, wenn die Apertur
geschlossen ist. Die übrigen Felder sind die Streufelder der Apertur in den jeweiligen Re-
gionen, wie sie in der Abbildung 3.1 dargestellt sind. Für die Felder an der geschlossenen
unendlichen Ebene gelten die Randbedingungen (2.38a), d. h. die tangetiale Komponete
E0,|| und die normale Komponete H0,⊥ verschwinden überall auf der Ebene. Nahe der
Apertur müssen die tangentialen magnetischen und normalen elektrischen Felder konti-
nuierlich aus der Region I in die Region II ineinaner übergehen, so dass

E0,⊥ + EI,⊥ = EII,⊥ (3.3a)
H0,|| + HI,|| = HII,|| (3.3b)

gilt. Die Gleichungen (3.3) stellen die Randbedingungen der Felder innerhalb der Apertur
dar. Sie gelten unabhängig von der Größe oder Form der Apertur [Bet44]. Um diese Bedin-
gungen auf der geschlossenen Ebene zu erzwingen, können am Ort der Apertur äquivalente
Quellen angenommen werden. Diese Quellen würden nah über der geschlossenen Apertur
in beiden Regionen exisiteren und die Streufelder EI,HI und EII,HII in den jeweiligen
Halbraum abstrahlen. Das Äquivalenzprinzip 2.4.1 und das Eindeutigkeittheorem 2.4.3
besagen, dass mit der Kenntnis der äquivalenten Quellen auf dem Rand der Regionen das
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3 Elektrisch kleine Aperturen

Feld innerhalb der Regionen eindeutig bestimmt ist.

3.1.2 Magnetisches Feld

In Region I existiert das Feld H0, das sich aus einem einfallenden Feld Hi und dem
an der Ebene reflektierten Feld Hr zusammensetzt. Das reflektierte Feld kann durch die
Spiegelladungsmethode (vgl. Abschnitt 2.4.5) bestimmt werden. Geht man davon aus,
dass die Quelle von Hi weit entfernt ist, kann man die Region I in der Nähe der Apertur
als quellenfrei auffassen und das gesamte Feld dieser Region ist dann die Superposition von
H0 und HI, wobei HI nur von den äquivalenten Quellen der Apertur und der Abstrahlung
in den Halbraum abhängt. Damit lässt sich das gesammte Feld in Region I nach (2.12a)
und (2.14b) aufschreiben als

H = Hi + Hr
︸ ︷︷ ︸

H0

+∇×Ae + 1
jωµ
∇∇ ·Am − jωεAm

︸ ︷︷ ︸
HI

für x < 0 (3.4)

mit

Ae =−
∫∫

S

Je
o(r′)G

Ae

h dr′ (3.5)

Am =−
∫∫

S

Jm
o (r′)G

Am

h dr′ . (3.6)

Dabei sind G
Ae

h und G
Am

h die dyadischen Greenschen Funktionen für das elektrische und
magnetische Vektorpotentital im Halbraum. Sie können mit der Spiegelladungsmethode
bestimmt werden. Dabei wird klar, dass die zur Ebene tangentiale Komponente von G

Ae

h

verschwindet, also tangetiale elektrische Quellen nicht abstrahlen. Wenn Je nur tangentiale
Komponenten hat, dann verschwindet das zu Je gehörende Vektorpotential Ae überall in
der betrachteten Region I. Betrachtet man nun (3.3b) zusammen mit (3.4) und (3.6),
ergibt sich ein Ausdruck für die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes und die
daraus resultierenden magnetischen Quellen in der Apertur.

H0,||+
∫∫

SA

Jm
o (r′)

(
1
jωµ
∇∇ ·GAm

h − jωεGAm

h

)
dr′

=−
∫∫

SA

Jm
o (r′)

(
1
jωµ
∇∇ ·GAm

h − jωεGAm

h

)
dr′ .

(3.7)

In (3.7) wird ausgenutzt, dass die Vektoroperationen an den Feldkoordinaten ausgeführt
werden und daher nur auf G

Am

h angewendet werden müssen und die äquivalenten Quellen
Jm in beiden Regionen bis auf das Vorzeichen identisch sind. Die Funktion G

Am

h kann als
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3.1 Bethe-Theorie kleiner Aperturen

Vektorpontential einer dyadischen magnetischen Punktquelle betrachtet werden. Nach
(2.14b) ergibt sich dann das zugehörige magnetische Feld einer dyadischen magnetischen
Punktladung.

G
Hm

h = 1
jωµ
∇∇ ·GAm

h − jωεGAm

h (3.8)

Hier ist G
Hm

h die Greensche Funktion des magnetischen Feldes einer magnetischen Quelle
im Halbraum. Nutzt man nun ferner aus, dass die tangentiale Komponente des reflektier-
ten magnetischen Feldes auf der perfekt leitenden Ebene

Hr
|| = Hi

|| (3.9)

ist, dann ergibt sich aus (3.7)

−Hi
|| =



∫∫

SA

G
Hm

h Jm
o (r′) dr′



||

. (3.10)

Die Gleichung (3.10) ist ein wichtiges Ergebnis, denn sie stellt den Zusammenhang zwi-
schen dem einfallenden magnetischen Feld und den äquivalenten Quellen, die das Streufeld
erzeugen, her. Die Struktur der Gleichung entspricht einer zweidimensionalen Version der
Pocklington-Gleichung zur Bestimmung von Strömen auf Linearantennen. Hi

|| ist bekannt
und bestimmt Jm in der Apertur. Sie und ihre Herleitung wird in den Abschnitten 3.2 und
3.3 eine wichtige Rolle spielen. Das Integral in (3.10) zu lösen, ist nicht trivial. Analytisch
ist es nur unter Näherungen und Einschränkungen auswertbar.

3.1.3 Gestreutes Feld der Apertur

Bevor die Bestimmung der äquivalenten Quellen der Apertur behandelt wird, muss sich
der Frage gewidmet werden, welche Aussagen zur Lösung des Problems gefunden werden
müssen. Das eigentliche Ziel ist nicht die Bestimmung der Quellen, sondern des gestreuten
Feldes der Apertur.

−Am,I =
∫∫

SA

Jm
o (r′)G

Am

h dr′ (3.11)

Mit (3.15) und (2.61b) ergibt sich also

Am,I = − 1
2π

∫∫

SA

Jm
o (r′)e−jk|r−r′|

|r− r′| dr′ . (3.12)

In den meisten Fällen ist man vor allem am abgestrahlten Feld der Apertur interessiert,
also wenn die Bedingung (2.99) erfüllt ist. Dann ergibt sich, anhand der Ausführungen
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im Abschnitt 2.7
Am,I = −e−jk|r|

2π|r|
∫∫

SA

Jm
o (r′) e−jker·r′ dr′ . (3.13)

Schränkt man die Lösung nun auf die Abstrahlung elektrisch kleiner Aperturen ein, ver-
schwindet der Exponentialterm im Integral in (3.13). Ist also das gestreute Feld der elek-
trisch kleinen Apertur in großer Entfernung gesucht, muss nur noch das Integral der äqui-
valenten magnetischen Oberflächenströme in der Apertur bestimmt werden. Anhand der
getroffenen Näherungen lässt sich schon jetzt anhand der Ausführungen im Abschnitt 2.6
feststellen, dass das Integral über die Quellen einem magnetischen Dipolmoment

m = − j

ωµ

∫∫

SA

Jm
o (r′) dr′ (3.14)

entspricht.

3.1.4 Lösen des Integrals

In einem ersten Schritt ist es sinnvoll G
Hm

h zu bestimmen. Wie im Abschnitt 2.4.5 erläutert
wird, ist (

G
Am

h

)

||
= 2

(
G

Am

f

)

||
(3.15)

mit Hilfe der Spiegelladungsmethode schnell gefunden. Aus (3.8) und (3.15) folgt unmit-
telbar (

G
Hm

h

)

||
= 2

(
G

Hm

f

)

||
= 2

(
1
jωµ
∇∇ ·GAm

f − jωεGAm

f

)

||
(3.16)

Die Lösung von (3.10) zur Bestimmung der Quellen ist im allgemeinen nur numerisch
möglich, z. B. mit Hilfe der Momenten-Methode [TIK97]. Hinzu kommt, dass G

Hm

h nach
(3.16) Singularitäten hoher Ordnung aufweist, wenn |r−r′| = 0 ist. Es ist allerdings mög-
lich, unter der Bedingung elektrisch kleiner Aperturen eine Lösung für den quasistatischen
Fall zu finden [Bet44; RSM77].
Der quasistatische Fall bedeutet, dass sich alle harmonischen Größen in der Apertur nur
sehr langsam ändern. Dies trifft zu, wenn der Radius a der Apertur sehr klein ist gegen-
über der Wellenlänge des einfallenden Feldes, anders ausgedrückt, wenn ka� 1 ist. Dies
führt zu einer Reihe von Vereinfachungen von (3.10). Erstens wird der exponentielle Term
in G

Am

h nahezu 1. Zweitens dominiert der erste Ausdruck der Differenz in (3.8). Damit
ergibt sich zusammen mit (3.16)

−
jωµHi

||
2 =


∇

∫∫

SA

∇ ·GAm

f Jm
o (r′) dr′



||

. (3.17)
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Die Divergenz der dyadischen Greenschen Funktion für das Vektorpotential im Freiraum
kann nach (2.10) als die dyadische Version der Greenschen Funktion eines skalaren Po-
tentials magnetischer Quellen aufgefasst werden.

∇ ·GAm

f = −jωµGΦm
f (3.18)

Die Divergenz einer dyadischen Größe ergibt einen Zeilenvektor GΦm
f , der die Greenschen

Funktionen der magnetischen Potentiale aller drei Raumrichtungen enthält. Aus (3.17)
wird durch (3.18)

Hi
||

2 = (∇Φm)|| (3.19)

mit

Φm =
∫∫

SA

G
Φm
f Jm

o (r′) dr′ . (3.20)

Die Funktion Φm ist das magnetische Skalarpotential. Es ist aus der Magnetostatik be-
kannt und kann nach [Bet44] auch formuliert werden als

Φm =
∫∫

SA

ρO
m

|r− r′| dr′ . (3.21)

Für die magnetische Oberflächenladungsdichte gilt das Oberflächenäquivalent der Konti-
nuitätsgleichung.

jωρO
m = ∇′|| · Jm

o (3.22)

Die Divergenz an den Koordinaten der magnetischen Quellströme kann laut [Bla07, S. 489]
über die Definition der Quellen im Sinne des Äquivalenzprinzips (vgl. Abschnitt 2.4.1)
dargestellt werden als

∇′|| · Jm
o = ∇′|| · (en × E) = en · ∇ × E = −jωµH⊥ . (3.23)

So ergibt sich aus (3.19) bis (3.23) eine Integralgleichung für die normale Komponente
des unbekannten magnetischen Gesamtfeldes in der Apertur, abhängig von der bekannten
tangentialen Komponente des einfallenden magnetischen Feldes.

Hi
||

2 = −∇||
∫∫

SA

H⊥
|r− r′| dr′ (3.24)

Nun kann man eine zweite Näherung in Betracht ziehen. Die tangentialen Feldkomponen-
ten des magnetisches Feldes über der Apertur können als konstant betrachtet werden, da
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3 Elektrisch kleine Aperturen

sie sich dort wegen ka � 1 kaum ändern. Dann kann das normale magnetische Feld in
der Apertur angesetzt werden als

H⊥ = rA ·
Hi
||

2 . (3.25)

Der Vektor rA repräsentiert die Form der Apertur. Damit (3.24) erfüllt ist, müssen die
Komponenten von rA so bestimmt werden, dass gilt

∇||
∫∫

SA

rA · e||
|r− r′| dr′ = e|| . (3.26)

Auch das Integral in (3.26) ist nicht einfach auszuwerten, jedoch hängt es nun nur noch
von der Form und Lage der Apertur ab. Außerdem entspricht die Form von (3.26) dem
Problem einer statischen Ladungsverteilung, die das Feld e|| erzeugt, wofür bereits Lösun-
gen existieren. Diese werden an dieser Stelle nicht näher behandelt, stattdessen sei auf [Str;
Bla07; McD85; MB77] verwiesen. Für eine kreisförmige Apertur mit dem Durchmesser d
ergibt sich z. B.

rA = 4r√
d2

4 − r2
er . (3.27)

Um (3.25) und (3.24) nutzen zu können, um einen direkten Zusammenhang zwischen
magnetischer Anregung und der erzeugten magnetischen Quelle herzustellen, lässt sich
das Integral in (3.14) für seine einzelnen Komponenten umformen zu

∫∫

SA

Jm
o (r′) dr′ = ey

∫∫

SA

∇||y′ · Jm
o (r′) dr′ + ez

∫∫

SA

∇||z′ · Jm
o (r′) dr′ . (3.28)

Jedes der Integrale in (3.28) lässt sich durch elementweise Betrachtung der Operatoren
schreiben als

∫∫

SA

∇||y′ · Jm
o (r′) dr′ =

∫∫

SA

∇|| · (y′Jm
o (r′)) dr′ −

∫∫

SA

y′∇|| · Jm
o (r′) dr′ , (3.29)

hier beispielsweise für das erste Integral. Da die magnetische Oberflächenstromdichte Jm
o

am Rand der Fläche SA der Apertur tangential zu selbigem verläuft, muss das erste Inte-
gral in (3.29) nach dem gausschen Integralsatz verschwinden. Setzt man unter Beachtung
dieser Aussage (3.29) in (3.28) ein, kann gemeinsam mit (3.25) und (3.24) der Zusam-
menhang

∫∫

SA

Jm
o (r′) dr′ = jωµ

∫∫

SA

r′
(
rA ·Hi

)
dr′ (3.30)
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3.1 Bethe-Theorie kleiner Aperturen

hergestellt werden. Mit (3.14) und (3.30) kann damit das durch das einfallende Feld in
der Apertur erzeugte magnetische Moment bestimmt werden. Da die Apertur elektrisch
klein ist, kann Hi als konstant entlang der Oberfläche der Apertur angenommen werden.
Die Umformung

r′
(
rA ·Hi

)
= (r′ ◦ rA) ·Hi (3.31)

erlaubt, das Feld aus dem Integral zu ziehen. Es ergibt sich

m =
∫∫

SA

r′ ◦ rA dr′ ·Hi (3.32)

was zusammen mit der dyadischen magnetischen Polarisierbarkeit

αm =
∫∫

SA

r′ ◦ rA dr′ (3.33)

auf (3.1b) führt.

3.1.5 Elektrisches Feld

Für das elektrische Feld in Region I ergibt sich analog zu (3.4) nach (2.12b) und (2.14a)

E = Ei + Er
︸ ︷︷ ︸

E0

−∇×Am + 1
jωε
∇∇ ·Ae − jωµAe

︸ ︷︷ ︸
EI

. (3.34)

Da Ae für tangentiale elektrischen Ströme verschwindet, wie in Abschnitt 3.1.2 erläutert
wird, findet man mit (3.3a) und (3.6) für das normale elektrische Feld in der Apertur

E0,⊥ +


∇×

∫∫

SA

G
Am

h Jm
o (r′) dr′



⊥

= −


∇×

∫∫

SA

G
Am

h Jm
o (r′) dr′



⊥

. (3.35)

Auch die Rotation bezieht sich nur auf die Feldkoordinaten und kann in das Integral
geschrieben werden. Nach (2.14a) kann der Ausdruck ∇ × G

Am

h auch als elektrisches
Feld einer dyadischen magnetischen Quelle betrachtet werden, also als Greensche Funk-
tion G

Em

h für das elektrische Feld einer magnetischen Quelle. Analog zu (3.9) findet man
schließlich einen Ausdruck für die äquivalenten magnetischen Quellen, abhängig von der
normalen Komponente des auf einer perfekt leitfähigen Ebene einfallenden elektrischen
Feldes. Mit

Er
⊥ = Ei

⊥ und (3.35) ergibt sich (3.36)
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−Ei
⊥ =



∫∫

SA

G
Em

h Jm
o (r′) dr′



⊥

. (3.37)

Um die Wechselwirkungen zwischen den äquivalenten Quellen der Apertur und dem elek-
trischen Feld nutzen zu können, ist es hilfreich, (3.22) noch einmal näher zu betrachten.
Dort können quellfreie magnetische Wirbelströme nicht berücksichtigt werden. Um einen
Zusammenhang mit dem elektrischen Dipolmoment (3.1a) herzustellen, kann der Zu-
sammenhang zwischen rotierenden magnetischen und longitudinalen elektrischen Strom-
dichten, der im Abschnitt 2.2 abgeleitet wird, ausgenutzt werden. Mit (2.28) und der
Annahme lediglich tangentialer magnetischer Ströme in der Apertur, können die mag-
netischen Wirbelströme als zur Aperturebene senkrecht auftretende elektrische Ströme
aufgefasst werden. Damit lässt sich unter den selben Bedingungen wie im Abschnitt 3.1.4
eine Integralgleichung

−Ei
⊥ =


∇

∫∫

SA

∇ ·GAe

h Je(r′) dr′


⊥

. (3.38)

für die gesuchte elektrische Stromdichte aufstellen und analog behandeln.

3.2 Kleine Apertur in der unendlichen Ebene

Im Abschnitt 3.1 wurde erläutert, wie die Streuung an kleinen Aperturen mit Hilfe von
äquivalenten Dipolmomenten beschrieben werden kann. Anhand der Näherung quasista-
tischer Felder über der Apertur konnten die Streufelder der Apertur im Fernfeldbereich
analytisch bestimmt werden. Dieses Vorgehen weist jedoch einen logischen Schwachpunkt
auf, denn Dipolmomente, die durch quasistatische Felder erzeugt werden, sind selbst qua-
sistatisch und würde nicht abstrahlen. Dennoch wird im Abschnitt 3.1 das gestreute Feld
als ebene Welle dargestellt. Dieser Widerspruch führt schließlich zu einer Verletzung der
Energieerhaltung und muss daher aufgelöst werden [Col82]. Die Ursache des Widerspruchs
ist die Annahme in [Bet44], dass die äquivalenten Quellen der Apertur nicht auf das Feld
rückwirken, das sie erzeugt. In [Col82] wird der Widerspruch aufgelöst und Energieerhal-
tung hergestellt, indem die sogenannten Reaktionsfelder als Teil des einfallenden Feldes
betrachtet werden. Im Rahmen dieser Arbeit ist ein direkterer Ansatz über die Green-
schen Funktionen geeigneter, denn sie bieten die Möglichkeit mit Hilfe der Methode der
analytischen Regularisierung [Nos99], einen allgemeineren Einblick zu gewinnen.
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3.2.1 Regularisierung der Greenschen Funktion

Der Begriff der Regularisierung meint in dieser Arbeit, die Isolierung, Extraktion oder
Eliminierung von Singularitäten. Der Ansatz ist, dass man die Greensche Funktion als
Summe einer singulären Funktion und einer regulären Funktion

G = Gs +Gr (3.39)

auffasst. Wendet man das Prinzip von (3.39) z. B. auf (3.10) an, erhält man

−Hi
|| =



∫∫

SA

G
Hm

s Jm
o (r′) dr′



||

+



∫∫

SA

G
Hm

r Jm
o (r′) dr′



||

. (3.40)

Die Funktion G
Hm

r ist der reguläre Teil der dyadischen Greenschen Funktion für das
magnetische Feld einer magnetischen Quelle. Da G

Hm

r keine Singularität enthält, ist das
zweite Integral auf der rechten Seite von (3.40) auswertbar, während das erste Integral
wie im Abschnitt 3.1 dargestellt, gelöst werden kann. Die Schwierigkeit besteht in der
Realisierung von (3.39) für die einzelnen Greenschen Funktionen. Der einfachste Fall der
Regularisierung ist der Freiraum. Das Ziel ist ein Ausruck, der die Funktion

G
Am

f = e−jk|r−r′|

4π|r− r′|I (3.41)

als Summe eines singulären Teils und eines regulären Teils darzustellt. Da die Green-
sche Funktion zur Bestimmung der äquivalenten Quellen nur in der Nähe der elektrisch
kleinen Apertur ausgewertet werden muss, kann sie durch eine Reihen-Entwicklung für
k|r− r′| � 1 um 0 dargestellt werden als

e−jk|r−r′|

|r− r′| = 1
|r− r′| − jk −

k2

2 |r− r′|+ jk3

6 |r− r′|2 + . . . . (3.42)

Betrachtet man nun (2.14) zusammen mit (3.41) und (3.42), ergibt sich z. B. für die zz-
Komponente der dyadischen Greenschen Funktion des magnetischen Feldes im Freiraum
explizit

(
G

Hm

f

)

zz
≈ 1

4πjω


 2
|z − z′|3 + k2

|z − z′|2
︸ ︷︷ ︸(

G
Hm
f,s

)
zz

−2
3jk

3

︸ ︷︷ ︸(
G

Hm
f,r

)
zz


 . (3.43)

Die übrigen diagonalen Elemente ergeben sich durch zyklische Vertauschung der Koordi-
naten. In einer Konfiguration wie sie in der Abbildung 3.2 dargestellt ist, wird nur die
zz-Komponente von G

Hm

h wirksam. Außerdem tritt kein elektrisches Dipolmoment auf,
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Abbildung 3.2: Apertur in der unendlichen, perfekt leitfähigen Ebene mit in z-Richtung
polarisiertem, einfallenden, magnetischen Feld

da Ei
⊥ = 0 ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit lässt sich für dieses Beispiel die

Gleichung (3.10) mit (3.43) und (3.15) umschreiben zu

− H i
z

2 =
∫∫

SA

Jm
o (r′)

(
G

Hm

f,s

)

zz
dr′ +

∫∫

SA

Jm
o (r′)

(
G

Hm

f,r

)

zz
dr′ . (3.44)

Ein Blick auf den letzten Term in der Klammer von (3.43) verrät, dass der reguläre Teil der
Greenschen Funktion nicht vom Ort abhängt und damit sogar aus dem Integral gezogen
werden kann. Damit gilt dann für das rechte Integral von (3.44) zusammen mit (3.14)

∫∫

SA

Jm
o (r′)

(
G

Hm

f,r

)

zz
dr′ =

(
G

Hm

f,r

)

zz

∫∫

SA

Jm
o (r′) dr′

= −jk
3

6π mz =
(
−H

i
z

2

)

r
.

(3.45)

Der letzte Term in (3.45) ist der Teil des wirksamen einfallenden Feldes, der mit dem
regulären Teil der Greenschen Funktion assoziert ist. Diese Feldkomponente wird auch als
Reaktionsfeld bezeichnet [Coh52b].

3.2.2 Renormalisierte Polarisierbarkeit

Nimmt man nun die Ergebnisse aus Abschnitt 3.1.4 zur Hand, stellt man fest, dass die dort
beschriebene Lösung unter der Näherung statischer Bedingungen an der Apertur gerade
die Lösung für den singulären Teil der Greenschen Funktion, also das linke Integral in
(3.44) darstellt. Damit ergibt sich nach (3.45) und (3.32) noch einmal zusammengefasst
für die einfache Geometrie aus Abbildung 3.2

(
−H

i
z

2

)

s
= mz

αm,zz
(3.46)
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Abbildung 3.3: Koordinatensystem der Apertur

und
(
−H

i
z

2

)

r
= −jk

3

6π mz . (3.47)

Damit ist für das magnetische Moment nun ein neuer Ausdruck gefunden, der auch von
den Abstrahlungsbedingungen abhängt. Mit

(
−H

i
z

2

)

r
+
(
−H

i
z

2

)

s
= −H

i
z

2 (3.48)

ergibt sich

m̃z = −
(

1
αm,zz

− jk3

6π

)−1

︸ ︷︷ ︸
α̃m,zz

H i
z

2 . (3.49)

Dabei ist α̃m,zz die zz-Komponente der renormalisierten dyadischen, magnetischen Po-
larisierbarkeit der Apertur. Sie repräsentiert neben der Form der Apertur nun auch die
Randbedingungen der Felder. Das so bestimmte Moment strahlt nun unter Freiraumbedin-
gungen in beide Regionen ab. Die abgestrahlten Felder können nun, wie in Abschnitt 2.7.5
beschrieben, bestimmt werden.

3.2.3 Energieerhaltung

Um die Erweiterung der Bethe-Theorie zu demonstrieren, wird in [PTV15], anhand des
Beispiels einer elektrisch kleinen, kreisförmigen Apertur, die abgestrahlte Leistung des re-
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normalisierten Moments mit der klassischen Lösung verglichen. Die dort getroffenen Aus-
sagen werden hier noch einmal zusammengefasst. Für die Felder des in (3.49) bestimmten
Dipols gilt nach Abschnitt 2.7.5 im Koordinatensystem der Apertur (vgl. Abbildung 3.3)

Hs =jk
3m̃z

4π e−jkr0



er2 cos θ

[
1

(kr0)2 −
j

(kr0)3

]

+eθ sin θ
[
j

kr0
+ 1

(kr0)2 −
j

(kr0)3

]


(3.50)

Es =− jk3m̃zη0

4π e−jkr0 eφ sin θ
[
j

kr0
+ 1

(kr0)2

]
. (3.51)

Mit (2.43) ergibt sich für die gesamte abgestrahlte Leistung W s der Apertur für Betrach-
tungen im Fernfeld

W s =
π∫

0

2π∫

0

Ss · err2
0 sin θdθdφ

=η0k
4

12π m̃zm̃
∗
z

=η0k
4

12π
|Hz|2

1
α2 + k6

9π2

.

(3.52)

Wenn das einfallende Feld ebenfalls eine ebene Welle ist, lässt sich ein Leistungsverhältnis
aufstellen.

W i =η0|Hz|2Sa (3.53)
W s

W i = η0k
4

12πSa
(

1
α2 + k6

9π2

) (3.54)

Für den Fall einer kreisförmigen Apertur mit dem Durchmesser d ist das Verhältnis von
einfallender und abgestrahlter Leistung im Fernfeld in Abb. 3.4 für die klassischen Mo-
mente und die renormalisierten Momente über der normierten Frequenz dargestellt. Es
ist deutlich zu erkennen, dass die Berücksichtigung der regulären Greenschen Funktion zu
einer Einhaltung der Energieerhaltung führt, während die klassische Theorie nach Bethe
vorhersagt, dass die Apertur ab kd ≥ 3 mehr Leistung abstrahlt, als einfällt.
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Abbildung 3.4: Verhältnis der abgestrahlten und einfallenden Leistung einer elektrisch
kleinen, kreisförmigen Apertur mit dem Durchmesser d; auf der logarithmischen Skale
entspricht ein Wert über 0 einer Verletzung der Energieerhaltung

3.3 Kleine Apertur im quaderförmigen Hohlraumresonator

Die Apertur in einer Wand eines Hohlraumresonators kann als Apertur in einer unendli-
chen Schirmwand, die sich zwischen dem Freiraum in Region I und einem Hohlraumreso-
nator in Region II befindet, verstanden werden, solange die Apertur nicht den Kanten des
Resonators nah ist. Die Abbildung 3.5 zeigt die betrachtete Konfiguration. Die Randbe-
dingungen (3.3) in der Apertur gelten wie im Fall der Apertur zwischen zwei Halbräumen.
Die veränderten Abstrahlungsbedingungen in Region II führen allerdings zu veränderten
Streufeldern. Der Einfachheit halber werden die weiteren Betrachtungen nur für das ma-
gnetische Feld durchgeführt, da sich die Zusammenhänge für das elektrische Feld analog
verhalten, wie im Abschnitt 3.1.5 gezeigt wurde. Betrachtet man nun die Felder in (3.3b)
erneut, kann die Änderung der Abstrahlungsbedingung in der Region II durch die Einfüh-
rung einer Greenschen Funktion für den Hohlraumresonator berücksichtigt werden. Die
linke Seite von (3.7) bleibt dabei unverändert, da hier weiterhin (3.4) bis (3.6) gilt. Die
rechte Seite von (3.7) muss angepasst werden, um den Einfluss des Hohlraumresonators
auf die äquivalenten Quellen und damit auf die Streufelder der Apertur abzubilden.

H = +∇×Ae + 1
jωµ
∇∇ ·Am − jωεAm

︸ ︷︷ ︸
HII

für x > 0 (3.55)

Ae =−
∫∫

S

G
Ae

c Je
o(r′) dr′ (3.56)
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Abbildung 3.5: Elektrisch kleine Apertur zwischen einem rechteckigen Hohlraumresonator
und dem Halbraum mit in z-Richtung polarisiertem, einfallenden, magnetischen Feld.

Am =−
∫∫

S

G
Am

c Jm
o (r′) dr′ (3.57)

Dabei sind G
Ae

c und G
Am

c die dyadischen Greenschen Funktionen für das elektrische und
magnetische Vektorpotential im Hohlraumresonator. So kann (3.7) umgeschrieben werden
zu

−H0
|| =



∫∫

SA

G
Hm

h Jm
o (r′) dr′



||

+



∫∫

SA

G
Hm

c Jm
o (r′) dr′



||

. (3.58)

3.3.1 Greensche Funktion des quaderförmigen Hohlraumresonators

Für die analytische Repräsentation der Greenschen Funktion des quaderförmigen Hohl-
raumresonators gibt es viele Formen, die sich vor allem hinsichtlich der Konvergenzeigen-
schaften der enthaltenen unendlich gliedrigen Summen unterscheiden. Die verschiedenen
Darstellungsformen werden in [Gro06] ausführlich diskutiert. An dieser Stelle wird die
Entwicklung der Moden-Darstellung der Greenschen Funktion für das Vektorpotential im
Hohlraumresonator erläutert. In [NTP10] und [NTP12] wird das prinzipielle Verfahren
vorgestellt und soll hier auf den Formalismus der Greenschen Funktionen übertragen wer-
den. Als Ausgangspunkt dient erneut das Spiegelladungen-Prinzip, wie es auch bei der
unendlichen Ebene Anwendung findet (vgl. Abschnitt 2.4.5). Im Resonator findet aller-
dings eine unendliche Anzahl an Spiegelungen statt, wobei je nach Art der Quelle und
Richtung und Anzahl der jeweiligen Spiegelungen die Richtung der Quelle nach dem in
Abb. 2.5 dargestellten Schema beibehalten oder vertauscht wird. Die gesuchte Greensche
Funktion ist dann die Summe der Greenschen Funktionen aller gespiegelten Punktquel-
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m

Abbildung 3.6: Zweidimesionale Darstellung der Spiegelladungsmethode zur Konstruktion
der Greenschen Funktion eines rechteckigen Hohlraumresonators

len im Freiraum. Nach [NTP12] ergeben sich die dyadischen Greenschen Funktionen des
Vektorpotentials der jeweiligen Quellen so als

G
Am

c (r, r′) =
∑

ν

Tm
ν

e−jk|r−Rν |

4π |r−Rν |
I und (3.59)

G
Ae

c (r, r′) =
∑

ν

T e
ν

e−jk|r−Rν |

4π |r−Rν |
I . (3.60)

Dabei sind ν = (nx, ny, nz) der Vektor der Anzahl der Spiegellungen in den drei Raum-
richtungen, Tm

ν und T e
ν die jeweiligen Spiegeloperatoren für magnetische und elektrische

Quellen und Rν die Positionen der gespiegelten Quellen. Anhand geometrischer Überle-
gungen wie sie in Abb. 3.6 dargestellt sind, lässt sich die Position der gespiegelten Quellen
schreiben als

Rν = (X(nx), Y (ny), Z(nz)) (3.61a)

mit

X(nx) = x′(−1)nx +
(

1− (−1)nx
2 + nx

)
a , (3.61b)

Y (ny) = y′(−1)ny +
(

1− (−1)ny
2 + ny

)
b und (3.61c)

Z(nz) = z′(−1)nz +
(

1− (−1)nz
2 + nz

)
h , (3.61d)

wenn das kartesische Korrdinatensystem entlang der Kanten des Resonators definiert wird
[NTP12]. Wählt man nun ohne Beschränkung der Allgemeinheit eine Konfiguration wie
sie in der Abb. 3.5 dargestellt ist und untersucht die Gleichungen (3.59) und (3.60) am
Ort der Apertur, stellt sich heraus, dass die tangentialen Komponenten von G

Ae

c analog
zu Abschnitt 3.2 nahe der Apertur verschwinden und nur die tangentialen Komponenten
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von G
Am

c einen Beitrag für die Kopplung zwischen der Quelle und dem Feld in dem Hohl-
raumresonator liefern. Nimmt man ferner an, dass in der Apertur nur magnetische Ströme
in z-Richtung fließen können, wie es z. B. bei einem dünnen Schlitz in z-Richtung der Fall
ist, genügt es vorerst, nur die zz-Komponente der Greenschen Funktion zu betrachten.
Diese lässt sich dann schreiben als

(
G

Am

c

)

zz
=
∑

ν

(−1)nz e−jk|r−Rν |

4π|r−Rν |
. (3.62)

Die Gleichung (3.62) kann als Ausgangspunkt für die Konstruktion einer Eigenmoden-
Repräsentation der Greenschen Funktion dienen. Dazu wird der Bruch in (3.62) durch
seine räumliche Fourier-Darstellung ersetzt [NTP12].

e−jk|r−Rν |

|r−Rν |
= 1

2π2

∫∫∫ e−jk′·(r−Rν)

k′2 − k2
c

dk′ (3.63)

mit kc = k

(
1− j

2Q

)
(3.64)

Die Integration in (3.63) findet in der komplexen Ebene entlang der reellen Achse statt.
Um die Singularität bei k′2 = k2 zu vermeiden, wird in (3.64) die physikalische Wellenzahl
in den komplexen Bereich erweitert. Der imaginäre Teil von (3.64) ist mit der Güte Q des
Resonators verknüpft und bildet so verlustbehaftete Prozesse, wie z. B. elektrische Verluste
in den Resonatorwänden, ab. Nähere Ausführungen zu Güten rechteckiger Resonatoren
sind in [Hil+94] oder in Abschnitt 3.3.2 zu finden. Setzt man (3.63) in (3.62) ein und
betrachtet zusätzlich (3.61), erhält man

(
G

Am

c

)

zz
= 1

8π3

∫∫∫ e−jk′·r

k′2 − k2 ΨxΨyΨz dk′ (3.65a)

mit Ψx =
∑

nx

ejk′
xX , (3.65b)

Ψy =
∑

ny

ejk′
yY , (3.65c)

und Ψz =
∑

nz

(−1)nzejk′
zZ . (3.65d)

In (3.65) sind die räumlichen Moden nun explizit dargestellt. Das Ziel ist nun die Berech-
nung des Integrals über den Modenraum aller k′. Dazu ist es hilfreich, (3.61) noch einmal
zu betrachten. Für die Koordinaten der Positionen der gespiegelten Quellen kann eine ein-
fachere Darstellung für geradzahlige und ungradzahlige Spiegelungsordnungen gefunden
werden [NTP12, Gl.(16)]. So ergibt sich z. B. für die x-Komponente

X(nx = 2l) = x′ + 2la (3.66a)
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3.3 Kleine Apertur im quaderförmigen Hohlraumresonator

X(nx = 2l − 1) = −x′ + 2la , wenn l = ±0,±1,±2, . . . ist. (3.66b)

Die Koordinate der Orginalquelle x′ lässt sich so aus der Summe (3.65b) herausziehen,
um anschließend die Definition des Kosinus mit Hilfe der Euler-Identität anzuwenden. Es
ergibt sich

Ψx = 2 cos(k′xx′)
∑

nx

ejk′
x2nxa

= 2π
a

cos(k′xx′)
∑

nx

δ

(
k′x − πnx

a

)
.

(3.67a)

Die zweiten Zeile von (3.67a) stellt eine Anwendung der Poissonschen Summengleichung
dar. Für die y-Komponente gelten äquivalente Überlegungen.

Ψy = 2π
b

cos
(
k′yy

′
)∑

ny

δ

(
k′y − πny

b

)
. (3.67b)

Bei der z-Komponente bewirkt der Vorzeichen-Term bei der Aufteilung der Summe in
gerade und ungerade Anteile, dass

Ψz = 2π
h
j sin(k′zz′)

∑

nz

δ

(
k′z − πnz

h

)
. (3.67c)

Mit (3.67) kann das Integral in (3.65) nun leicht bestimmt werden.

(
G

Am

c

)

zz
= 4πj

V

∑

ν

e−jkν ·r cos(kνxx′) cos
(
kνyy

′
)

sin(kνz z′)
|kν |2 − k2 (3.68)

mit kνx = πnx
a

, kνy = πny
b

, kνz = πnz
h

und kν =
(
kνx, k

ν
y , k

ν
z

)
.

In (3.68) ist V das Volumen des Resonators und kν der Vektor jener Modenzahlen k′,
an denen die Delta-Funktionen in (3.67) einen Beitrag zum Integral in (3.65) liefern. Der
exponentielle Ausdruck in der Summe in (3.68) kann mit Hilfe der Eulerschen Identität
weiter umgeformt werden, so dass

(
G

Am

c

)

zz
= 8π

V

∑

ν

εnxεny cos(kνxx′) cos(kνxx)

× cos
(
kνyy

′
)

cos
(
kνyy

)sin(kνz z′) sin(kνz z)
|kν |2 − k2 ,

(3.69)

wobei εn =





1, falls n = 0

2, falls n 6= 0
.

Mit (3.69) kann für eine gegebene elektrisch kleine Quelle das Feld im Inneren eines Hohl-
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3 Elektrisch kleine Aperturen

raumresonators berechnet werden, wie es im Prinzip in [NTP12] ausgeführt wird. Um die
numerisch-analytische Berechnung der Summme für konkrete Anwendungen zu beschleu-
nigen, kann die Anzahl der Dimension der Summe in (3.69) mit Hilfe eines Grenzwertes
für Summen der Form

∞∑

k=1

cos kξ
k2 + α2 = π

2α
e(ξ−2π)α + e−ξα

1− e−2πα − 1
2α2 für 0 ≤ ξ ≤ 2π (3.70)

nach [BM92] auf zwei reduziert werden. Nach einigen Umformungen ergibt sich so

(
G

Am

c

)

zz
= 1
ab

∞∑

nx,ny=0
εnxεny cos kνxx cos kνxx′

× cos kνyy cos kνyy′
1

γν sinh(γνh)

×





sinh(γνz) sinh(γν(h− z′)) für z ≥ z′

sinh(γνz′) sinh(γν(h− z)) für z′≥ z
,

wobei γν =
√

(kνx)2 + (kνy )2 − k2
c .

(3.71)

3.3.2 Güte rechteckiger Hohlraumresonatoren

Jedem verlustbehafteten schwingfähigem System kann eine Güte zugeordnet werden. Sie
ist definiert als das Verhältnis der mittleren gespeicherten Energie des Systems und der
Verlustenergie je Sekunde [Col91, S. 389].

Q = ω · gespeicherte Energie
disszipierte Energie je Sekunde (3.72)

Die Definition (3.72) erlaubt eine Zerlegung der Gesamtgüte des Systems in einzelne
Parameter, die dem jeweiligen verlustbehafteten Prozess zugeordnet sind. Im Fall elek-
tromagnetischer Schwingungen in Hohlraumresonatoren sind die häufigsten betrachteten
Verlustprozesse

• Leitungsverluste in den Resonatorwänden,

• dielektrische Verluste im inneren Medium des Resonators,

• Verluste durch Aperturabstrahlung und

• Verluste durch eine Beladung des Resonators, wie z. B. Antennen.

Jeder dieser Prozesse führt zu einer Verlustleistung. Die Summe dieser Verlustleistungen
entspricht dann der gesamten diszipierten Leistung des Systems. So lässt sich mit (3.72)
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Abbildung 3.7: Frequenzabhängigkeit der Güte eines Hohlquaders mit Kupferwänden und
einem Volumen von 1 m3 für verschiedene Durchmesser kreisförmiger Aperturen

die Gesamtgüte schreiben als

1
Q

= 1
Ql

+ 1
Qd

+ 1
QA

+ 1
QB

. (3.73)

In [Hil+94] wird ein statistischer Ansatz beschrieben, um die einzelnen Güten modellieren
zu können.

3.3.3 Regularisierung im Hohlraumresonator

Um die äquivalenten Quellen der Apertur zu bestimmen, muss für Region II (3.71) nahe
der Apertur ausgewertet werden. Dazu ist eine reine Modendarstellung wie (3.71) ungeeig-
net, da die Summe nahe der Quelle schlechte Konvergenzeigenschaften aufweist. Spaltet
man die Summe in (3.71) in eine endliche Summe, die bis zu einem Parameter γmax gebildet
wird, und eine unendliche Summe auf, umgeht man so die schlechten Konvergenzeigen-
schaften nahe der Quelle. Die unendliche Summe kann durch eine Grenzwertbetrachtung
durch eine Integration approximiert werden, die schließlich einen Term ergibt, der ähnlich

65



3 Elektrisch kleine Aperturen

der Greenschen Funktion für den Freiraum ist [TVM99].

(
G

Am

c

)

zz
= 1
ab

γmax∑

nx,ny=0
εnxεny cos kνxx cos kνxx′ cos kνyy cos kνyy′

1
γν sinh(γνh)

×





sinh(γνz) sinh(γν(h− z′)) für z ≥ z′

sinh(γνz′) sinh(γν(h− z)) für z′≥ z

+ µ0

4π
e−γmax|z−z′|

|z − z′|

(3.74)

Dieser letzte Term in (3.74) enthält nun die Singularität bei z = z′ und kann wie im Fall
des Freiraums in eine Taylorreihe entwickelt werden (vgl. Abschnitt 3.2.1). Außerdem gilt
für die Punktquelle im Hohlraumresonator analog zur Punktquelle im Freiraum

G
Hm

c = 1
jωµ
∇∇ ·GAm

c − jωεGAm

c . (3.75)

So ergibt sich nach Einsetzen von (3.74) nach der Entwicklung in (3.75) nahe der Aper-
tur

(
G

Hm

c

)

zz
= 1
jωµ0ab

γmax∑

nx,ny=0
εnxεny

(
(kνx)2 +

(
kνy
)2
)

cos2(kνxx) cos2
(
kνyy

)

× sinh(γνz) sinh(γν(h− z))
γν sinh(γνh) + 1

jωµ04π

×
(

2
|z − z′|3 + k2

|z − z′| −
γ3

max
3 − k2γmax

)
,

(3.76)

wobei die ersten beiden Summanden in der Klammer der singuläre Teil der Greenschen
Funktion sind, welcher identisch ist mit dem singulären Teil der Greenschen Funktion für
den Freiraum. Die übrigen Terme in (3.76) bilden den regulären Teil der Greenschen Funk-
tion für den Hohlraumresonator und repräsentieren den Einfluss des Hohlraumresonators
auf die äquivalenten Quellen der Apertur. In [Tka+09] und [TNAH12] wird dieses Ver-
fahren als die Methode der kleinen Antenne (engl.Method of Small Antenna (MSA)) für
den Fall einer elektrisch kleinen Dipolantenne im Inneren eines quaderförmigen1 Hohl-
raumresonators vorgestellt. Diese wird in den folgenden Abschnitten für den Fall von
elektrisch kleinen Aperturen, die sowohl den Abstrahlungsbedingungen des Resonators
als auch denen des Halbraums unterworfen sind, verallgemeinert.

1In [TNR14] wird das Verfahren auf eine elektrisch kleine Antenne im Hohlzylinder übertragen.
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3.3 Kleine Apertur im quaderförmigen Hohlraumresonator

3.3.4 Renormalisierte Polarisierbarkeit

Nachdem die regulären Teile der Greenschen Funktion für den Halbraum (siehe (3.15)
und (3.43)) und für den Hohlraumresonantor (siehe (3.76)) gefunden sind, kann (3.58)
nun geschrieben werden als

− 2H i
z = 3

∫∫

SA

(
G

Hm

f,s

)

zz
Jm

o dr′ +
((
G

Hm

c,r

)

zz
+ 2

(
G

Hm

f,r

)

zz

) ∫∫

SA

Jm
o dr′ . (3.77)

Auf der linken Seite von (3.77) wurde die Randbedingung an der perfekt leitenden Ebe-
ne mit geschlossener Apertur ausgenutzt, während auf der rechten Seite die Greenschen
Funktionen in ihre singulären und regulären Anteile zerlegt und sortiert wurden. Die regu-
lären Teile der Greenschen Funktionen hängen nicht mehr von der Integrationsvariablen
ab und können daher aus dem Integral gezogen werden. Das erste Integral auf der linken
Seite repäsentiert den Teil des einfallenden magnetischen Feldes, das die quasi-statischen
Quellen aus Bethes Lösung induziert. Man kann schreiben

∫∫

SA

G
Hm

f,s Jm
o dr′ = Hi

s = −α−1
m m . (3.78)

Das zweite Integral ist die Definition für das magnetische Dipolmoment nach (2.83), wenn
man die Dualität zwischen elektrischem und magnetischen Strom ausnutzt.

∫∫

SA

Jm
o dr′ = jωµm (3.79)

Mit (3.78) und (3.79) lässt sich (3.77) nach dem gesamten magnetischen Moment um-
stellen, um so eine explizite Vorschrift für dessen Berechnung zu finden. Wie im Ab-
schnitt 3.1.4 diskutiert wurde, ist αm die dyadische magnetische Polarisierbarkeit. Bei der
betrachteten Konfiguration und Anregung spielt auch hier nur die zz-Komponente eine
Rolle, so dass sich die vergleichsweise einfache Gleichung

mz = 2H i
z

3
αzz
− jωµ0

((
G

Hm

c,r

)

zz
+ 2

(
G

Hm

f,r

)

zz

) (3.80)

ergibt. Die Struktur von (3.80) erlaubt nun die Einführung einer renormalisierten Polari-
sierbarkeit analog zu den Betrachtungen in Abschnitt 3.2. So lässt sich zusammenfassen,
dass

m̃z = α̃m,zzH
i
z (3.81)
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Abbildung 3.8: Schematische Darstellung des Resonators mit einer kreisförmigen Apertur

mit

α̃m,zz = 2
3

αm,zz
− jω

((
G

Hm

c,r

)

zz
+ 2

(
G

Hm

f,r

)

zz

) . (3.82)

Damit sind mit der Kenntis der Greenschen Funktionen für die verschiedenen Regionen
auch die äquivalenten Quellen bekannt. Im nächsten und letzten Schritt können so die
gestreuten und gesamten Felder bestimmt werden.

3.3.5 Felder im Inneren des Resonators

In Region II ergeben sich die Felder analog zu (3.86) mit dem einzigen Unterschied,
dass hier statt der Greenschen Funktion für das Vektorpotential des Halbraums jene des
Resonators die Beziehungen zwischen Feld und Quelle festlegt

HII =jG
Hm

c ωµm (3.83a)

EII =jG
Em

c ωµm (3.83b)

mit G
Hm

c = 1
jωµ
∇∇ ·GAm

c − jωεGAm

c (3.83c)

und G
Em

c =−∇×GAm

c . (3.83d)

Mit (3.71) liefert (3.83) nun die Felder im Inneren des Resonators. Es ist zu erwäh-
nen, dass sowohl (3.86) als auch (3.83) auch die Nahfelder einer elektrisch kleinen Quelle
liefern. Im Abschnitt 3.3.5 werden einige beispielhafte Ergebnisse präsentiert und mit
numerischen Simulationen verglichen. Basierend auf (3.83) sind in den Abbildungen 3.9
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3.3 Kleine Apertur im quaderförmigen Hohlraumresonator

die analytischen Ergebnisse für eine zufällige Auswahl an Orten im Resonator dargestellt
und werden mit Ergebnissen der Simulation mittels OpenEMS verglichen. Auf den ersten
Blick zeigt sich in allen Punkten eine gute Übereinstimmung zwischen dem analytischen
und numerischen Modell. Eine nähere Betrachtung offenbart allerdings die Schwächen der
Zeitbereichsimulation, denn die ausgeprägten Resonanzmaxima der analytischen Lösung
können bei der Simulation im Zeitbereich nur schwer und unter großem Rechenaufwand
abgebildet werden. Dies führt auch zu der häufigen Diskrepanz bei kleineren, aber ebenso
scharfen Maxima. Sie können im Zeitbereich nur durch eine sehr lange Schwingungsdauer
berücksichtigt werden. Allerdings ist es möglich mit Hilfe einer in [WM63] vorgestellten
Methode bereits im Zeitbereich berechnete Simulationsergebnissen einer algebraischen
Repräsentation zuzuordnen, um so die Zeitreihe „künstlich“ zu verlängern. Eine anschlie-
ßende Transformation in den Frequenzbereich ergibt dann das in der Abb. 3.10 gezeigte
Ergebnis der Simulation. Dort wird auch ein Vergleich zwischen dem erweiterten Modell
nach der MSA und der klassischen Bethe Theorie angestellt.

3.3.6 Schirmdämpfung

Das analytische Modell kann auch anhand eines Vergleichs mit Ergebnissen aus [Sol11]
validiert werden. Dazu wurden die in [Sol11] verwendeten Parameter des Resonators auf
das analytische Modell übertragen und so die Schirmdämpfung an einem Ort im Inneren
des Resonators bestimmt und verglichen. Die Abb. 3.11 zeigt die Ergebnisse für die in
Tab. 3.1 zusammengefassten Parameter und vergleicht sie mit den Ergebnissen aus [Sol11].
Die Ergebnisse sind in Form einer Schirmdämpfung (SE) bezogen auf eine Komponente
des elektrische Feldes nach

SEy = −20 log10
|Ey|
|E0|

(3.84)

dargestellt. Es ist eine allgemein sehr gute Übereinstimmung festzustellen. Einige kleinere
Abweichungen treten erst bei Frequenzen oberhalb 2 GHz auf, und können durch die in
diesem Bereich nicht mehr geltende Einschränkung einer elektrisch kleinen Apertur erklärt
werden.

3.3.7 Hohlraumresonanzen im äußeren Feld

Die Kenntnis der äquivalenten Quellen der Apertur unter den Abstrahlungsbedingungen
in den jeweiligen Regionen erlaubt nun eine direkte Berechnung der Gesamtfelder. In der
Region I in der Darstellung 3.5 können die bekannten Feldgleichungen für den magneti-
schen Dipol im Freiraum genutzt werden [TIK97, S.121]. Im Fernfeld gilt dann in Region I
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Abbildung 3.9: Vergleich der analytischen und numerischen Ergebnisse für den Resonator
nach Setup II (vgl. Tab. 3.2) an zufällig ausgewählten Orten innerhalb des Resonators.
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Abbildung 3.10: Betrag der x-Komponente des elektrischen Feldes im Frequenzbereich,
abgestrahlt durch die Apertur bei x = 22,5 cm, y = 5 cm und z = 10 cm nach Setup II.

Tabelle 3.1: Parameter des Resonators und der Apertur für Setup I, übernommen aus
[Sol11] und auf das Koordinatensystem in Abb. 3.8 angepasst

Bezeichnung Parameter Wert

Resonator
Tiefe a 30 cm
Breite b 15 cm
Höhe h 30 cm

Apertur

x-Position ∆x 0 cm
y-Position ∆y 6,25 cm
z-Position ∆z 15 cm
Länge l 10 cm
Breite b 0,5 cm

HI =jk
3m̃z

2π e−jkr0 eθ
j sin θ
kr0

(3.85a)

EI =− jk3m̃zη0

2π e−jkr0 eφ
j sin θ
kr0

. (3.85b)

Die Gleichungen (3.85) beschreiben die von der Apertur abgestrahlten Felder in Region I.
Sie sind bis auf einen Faktor 2 identisch mit den Feldern eines magnetischen Dipols im
Freiraum, da es sich bei Region I um einen Halbraum handelt.
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Abbildung 3.11: Ortsabhängige Schirmdämpfung bezüglich der y-Komponente des elek-
trischen Feldes bei x = 15,25 cm, y = 11,75 cm, z = 14,75 cm. Die Näherung einer
elektrisch kleinen Apertur kann nur im Frequenzbereich bis 1,5 GHz angenommen wer-
den. Als Referenz dient [Sol11].

Eine alternative, formalere Darstellung unter Fernfeldbedingungen ist

HI =jG
Hm

h ωµm (3.86a)

EI =jG
Em

h ωµm (3.86b)

mit G
Hm

h = 1
jωµ
∇∇ ·GAm

h − jωεGAm

h (3.86c)

und G
Em

h =−∇×GAm

h . (3.86d)

Um das gesamte Feld in der Region I zu bestimmen, muss nach (3.3) das einfallende und
von der Ebene reflektierte Feld E0 und H0 mit den Feldern in (3.85) überlagert werden.
Es ist dann zu erwarten, dass das gestreute Feld der elektrisch kleinen Apertur bei jeder
Frequenz mehrere Größenordnungen kleiner ist, als das einfallende und reflektierte Feld,
solange realistische Güten des Hohlraumresonators angenommen werden. Dies erschwert
die messtechnische Detektion innerer Hohlraumresonanzen im äußeren Feld. Um dennoch
auswertbare Signale aus Region II in Region I zu messen, führen die Überlegungen aus
diesem Kapitel zu der Überlegung, dass ein Übergang in den Zeitbereich sinnvoll ist, da
scharfe Resonanzen im Frequenzbereich lang anhaltende Schwingungen im Zeitbereich
bedeuten, wie im Abschnitt 3.3.8 näher erläutert wird.
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3.3.8 Untersuchungen im Zeitbereich

Tabelle 3.2: Beliebig gewählte Parameter des Resonators und der Apertur für Setup II,
siehe Abb. 3.8.

Bezeichnung Parameter Wert

Resonator
Tiefe a 30 cm
Breite b 20 cm
Höhe h 40 cm

Apertur

x-Position ∆x 0 cm
y-Position ∆y 8 cm
z-Position ∆z 7 cm

Durchmesser d 3 cm

Die Untersuchungen in [Pet+15] haben gezeigt, dass durch das Ausnutzen der hohen Güte
des Resonators eine Separierung des reflektierten und des an der Apertur gestreuten Feldes
im Zeitbereich möglich ist, wenn das einfallende Feld nach endlicher Zeit verschwindet.
Die äußeren Moden weisen eine wesentlich geringere Güte auf, so dass sie bereits nach
kurzer Zeit eine geringere Amplitude als das durch die Apertur zurück gestreute Feld
besitzen.

Anhand eines konkreten Setups, wie es in der Abbildung 3.8 dargestellt ist, können die
Simulationen im Zeit- und Frequenzbereich direkt mit den analytischen Ergebnissen ver-
glichen werden. Dabei wurde die Geometrie durch einen vergrößerten Schirm ergänzt,
um die äußeren Wechselwirkungen des Resonators mit dem anregenden Feld zu minimie-
ren und eine Approximation einer unendlichen Ebene in der Aperturebene zu erreichen.
Die Simulationen wurden anhand der in Tab. 3.2 genannten Parameter durchgeführt.
Das FDTD-Verfahren (vgl. Abschnitt 2.8.1) wurde genutzt, um direkt im Zeitbereich zu
simulieren. Als Referenzpunkt zur Bestimmung des äußeren Feldes wurde der Punkt di-
rekt vor der Apertur in einem Abstand von 1 m gewählt, so dass dort bereits für die
erste Hohlraumresonanzfrequenz Fernfeldbedingungen (vgl. Abschnitt 2.7.4) gelten. Im
Koordinaten-System der Apertur, wie es in der Abb. 3.3 dargestellt ist, entspricht dies

• r = 0,5 m,

• θ = π/2 und

• φ = 0.

Als Anregung diente eine in y-Richtung polarisierte ebene Welle mit einer Amplitude von
1 V/m. Die Abb. 3.12 zeigt einen zeitlichen Ausschnitt des rückgestreuten Feldes. Der ver-
größerte Ausschnitt stellt die anhaltende Aperturabstrahlung, die durch das innere Feld
angeregt wird, dar. Die Amplitude, die aus den in Abb. 3.12 dargestellten Schwingungen
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Abbildung 3.12: Zeitlicher Ausschnitt des gestreutes elektrischen Feldes an einem Hohl-
raumresonator.

erkennbar ist, beträgt nur etwa 1/10000 der äußeren Streuung, was durch die verhältnis-
mäßig geringe Größe der Apertur bestimmt ist. Zusätzlich ist das Ergebnis der iFFT des
analytischen Modells dargestellt. Eine Transformation des Ausschnitts der Simulationsda-
ten, in dem die äußeren Moden bereits abgeklungen sind, in den Frequenzbereich kann mit
den analytischen Ergebnissen für das elektrisch kleine Aperturmodell verglichen werden.
Das Ergebnis ist in Abb. 3.13 dargestellt.

74



3.4 Verallgemeinerung des Modells

16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

0

5

10

15

20

25

30

Wellenzahl, k [m−1]

el
ek

tr
isc

he
s

Fe
ld

,|
E

φ
|[

pV
s/

m
] renormalisiert

klassisch
FDTD

Abbildung 3.13: φ-Komponente der Amplitudendichte des elektrischen Feldes im Fre-
quenzbereich, abgestrahlt von der Apertur bei θ = π/2 und r0 = 0,5 m in Region I.

3.4 Verallgemeinerung des Modells

Die Betrachtungen in den Abschnitten 3.2 und 3.3 gehen von einer ebenen, in z-Richtung
polarisierten, magnetischen Anregung aus. So besitzt das magnetische Moment nur eine
z-Komponente. Implizit wird angenommen, dass sich bei abweichender Polarisierung der
Anregung die sich zusätzlich ergebenden elektrischen und magnetischen Momente analog
behandeln lassen und diese sich nicht gegenseitig beeinflussen. Diese Annahme trifft nur
für die Apertur zwischen zwei Halbräumen (Abs. 3.2) zu. In diesem Abschnitt soll gezeigt
werden, dass die Reflexionen innerhalb der Hohlraumresonatoren zu einer Kopplung der
Dipolmomente der Apertur führen.

3.4.1 Verallgemeinerung der Einfallsrichtung

Allgemein gilt, dass das Feld an einem Punkt im Raum die Summe der Felder aller
vorhandenen Quellen ist. Im Fall einer kleinen Apertur bedeutet dies für das elektrische
Feld in den jeweiligen Regionen nah der Apertur

Ex = GEe
xxJe,x + GEm

xy Jm,y + GEm
xz Jm,z (3.87)

mit GJ =
∫∫

SA

G(r, r′)J(r′) dr′ . (3.88)
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3 Elektrisch kleine Aperturen

Die einzelnen Summanden auf der rechten Seite von (3.87) entsprechen den x-Komponenten
der elektrischen Felder, die von den äquivalenten Quellen der Apertur erzeugt werden. Da-
mit lässt sich (3.3a) im Koordinatensystem von Abb. 3.5 explizit aufschreiben als

− E0
x =

(
GEe

I,xx + GEe
II,xx

)
Je,x +

(
GEm

I,xy + GEm
II,xy

)
Jm,y +

(
GEm

I,xz + GEm
II,xz

)
Jm,z . (3.89)

Nun lässt sich für jeden Summanden von (3.89) eine zu den Ausführungen in den Ab-
schnitten 3.3.3 und 3.2.1 analoge Vorgehensweise finden, so dass sich durch die Zerlegung
der Greenschen Funktion in einen singulären und einen regulären Teil

−E0
x =

[
αI,xx,e + αII,xx,e + jωε

(
GEe

I,xx,r +GEe
II,xx,r

)]
px + jωµ

(
GEm

I,xy,r +GEm
II,xy,r

)
my

+ jωµ
(
GEm

I,xz,r +GEm
II,xz,r

)
mz

(3.90)

ergibt. Dabei wird ausgenutzt, dass die Polarisierbarkeit aus der quasi-stationären Lösung
α ein diagonaler Tensor ist und damit alle Komponenten abseits der Hauptdiagonalen ver-
schwinden.
Aus (3.3b) lassen sich analog für die tangentialen magnetischen Felder die zwei Gleichun-
gen

−H0
y = jωε

(
GHe

I,yx,r +GHe
II,yx,r

)
px +

[
αI,yy,m + αII,yy,m + jωµ

(
GHm

I,yy,r +GHm
II,yy,r

)]
my

+ jωµ
(
GHm

I,yz,r +GHm
II,yz,r

)
mz

(3.91)

−H0
z = jωε

(
GHe

I,zx,r +GHe
II,zx,r

)
px + jωµ

(
GHm

I,zy,r +GHm
II,zy,r

)
my

+
[
αI,zz,m + αII,zz,m + jωµ

(
GHm

I,zz,r +GHm
II,zz,r

)]
mz

(3.92)

ableiten. Die Gleichungen (3.90), (3.91) und (3.92) bilden ein Gleichungssystem und lassen
sich in einer handlicheren Form als Matrixgleichung

−




E0
x

H0
y

H0
z


 =

[
αI + αII +GI,r +GII,r

]

︸ ︷︷ ︸
S




px

my

mz


 (3.93)

schreiben. Die einzelnen dyadischen Größen in (3.93) hängen nur von der Geometrie des
Problems ab, so dass sich die einzelnen Komponenten der Systemmatrix S berechnen
lassen und die äquivalenten Aperturmomente mit




px

my

mz


 = −S−1




E0
x

H0
y

H0
z


 (3.94)

bestimmen lassen.
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3.4 Verallgemeinerung des Modells

3.4.2 Beladung des Hohlraumresonators

Befindet sich im Inneren des Resonators ein weiterer Streuer, führt dies zu einer Modifi-
kation der Gleichungen für die Randbedingungen an der Apertur (siehe (3.3)). In

H0
|| + HI

,|| = HII
|| (3.95)

mit HII
|| = HII

A,|| + HII
L,|| (3.96)

ist das Feld in Region II nicht mehr länger nur mit Quellen der Apertur, sondern auch
mit den Quellen, die in einer Last im Inneren des Resonators auftreten, gekoppelt. Nimmt
man z. B. an, dass es sich bei der Last um einen elektrischen Dipol handelt, gilt für dessen
Feld an der Apertur

HII
L,|| =

∫∫

Draht

G
He

c Je ds , (3.97)

wobei Je die Stromdichte auf der Oberfläche des Dipols ist. Wenn der Dipol nicht zu
dicht an der Apertur positioniert ist und zusätzlich elektrisch klein, kann die Greensche
Funktion für das magnetische Feld einer elektrischen Quelle vor das Integral in (3.97)
geschieben werden. Damit ergibt sich

HII
L,|| = jωεG

He

c p . (3.98)

Auf diese Weise ist eine neue Unbekannte p in das System eingeführt. Setzt man (3.98)
in (3.95) ein erhält man eine Gleichung mit zwei Unbekannten. Sie kann gelöst werden,
indem zusätzlich die Randbedingungen an der Last betrachtet werden. Im Rahmen des
gewählten Beispiels ist dies die Forderung, dass das gesamte tangentiale elektrische Feld

EL,|| = 0 = Ee
|| + Es

|| (3.99)

auf der Oberfläche des Dipols verschwindet. Es ist die Summe des einfallenden und ge-
streuten Feldes des Dipols. Für den Fall einer elektrisch kleinen Apertur, die vereinfachend
durch eine senkrecht einfallende ebene Welle angeregt wird, so dass nur magnetische Di-
polmomente wirksam werden, gilt für das einfallende Feld

Ee
|| =

∫∫

Apertur

G
Em

c Jm ds ≈ jωµG
Em

c m . (3.100)
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3 Elektrisch kleine Aperturen

Das Streufeld, das durch die Quellen auf dem Leiter selbst erzeugt wird, kann analog zu
Abschnitt 3.3.3 durch

Es
|| =

∫∫

Dipol

G
Ee

c Je ds ≈
(
α−1

Dipol + jωεG
Ee

c,r

)
p (3.101)

beschrieben werden. In (3.101) wurde das Verfahren der Regularisierung für die Bestim-
mung der Selbstrückwirkung verwendet.

3.4.3 Validierung des eingekoppelten Stromes

Die Betrachtungen aus dem Abschnitt 3.4.2 wurden anhand eines Beispiels validiert. Um
die Vielseitigkeit des entwickelten Modells zu unterstreichen, wurde der Strom, der in
einer elektrisch kleinen Ringschleife im Inneren eines Resonator durch ein äußeres Feld
via einer elektrisch kleinen Apertur erzeugt wird, berechnet. Dazu kann unter Ausnutzung
der Dualität (vgl. Abschnitt 2.4.4) aus (3.101) die Gleichung

Hs
|| =

∫∫

Dipol

G
Hm

c Jm ds ≈
(
α−1

Dipol,m + jωµG
Hm

c,r

)
m (3.102)

abgleitet werden. Durch (3.102) und Betrachtungen analog zu Abschnitt 3.4.2 kann das
magnetische Moment m = ISl und damit auch der Strom der Leiterschleife bestimmt
werden. Bei einer Anregung durch eine äußere, in y-Richtung polarisierte ebene Welle mit
einer gaussförmigen Anregungsfeldstärke ergab sich so die in Abb. 3.14 gezeigte Ampli-
tudendichte des Stroms innerhalb der Leiterschleife. Die Mittenfrequenz betrug 1,19 GHz
und die Bandbreite 477 MHz. Die Übereinstimmung der Ergebnisse ist insgesamt befrie-
digend. Während die Frequenzverläufe eindeutig bestätigt werden, gibt es Abweichungen
bei der Höhe der Resonanzen, die auf den endlichen Berechnungsaufwand der numerischen
Simulation zurückzuführen sind.

Weiterhin sind augenscheinlich kaum Unterschiede zwischen der klassischen Berechnungs-
weise, die keine Rückwirkungen der Leiterschleife auf die Apertur beinhaltet, und der hier
vorgestellten Renormalisierung zu erkennen. Erhöht man jedoch die Frequenzauflösung
und betrachtet einen schmalen Bandabschnitt wie in den Abb. 3.14 und 3.14b dargestellt,
kann ein sogenanntes Peak-Splitting beobachtet werden, ein typisches Phänomen gekop-
pelter Systeme. Allerdings lässt sich diese Beobachtung nicht mit den verfügbaren Simula-
tionsdaten bestätigen, da für eine entsprechende Frequenzauflösung ein nicht vertretbarer
Rechenaufwand nötig wäre. Abhilfe würde hier eine stärke Kopplung der Beladung mit
der Apertur schaffen. Im Kapitel 4 wird darauf näher eingegangen.
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Abbildung 3.14: Amplitudendichte des Stroms Il in der Leiterschleife bei x = 19 cm,
y = 7 cm and z = 31 cm im Inneren des Resonators aus Abb. 3.8 und Tab. 3.2.
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4 Elektrisch große Aperturen

Die in Abschnitt 3.4 angestellten Überlegungen führen auf die naheliegende Frage, ob sich
die Erkenntisse der Wechselwirkungen zwischen dem elektromagnetischen Feld und der
elektrisch kleinen Quelle auch auf elektrisch große Quellen übertragen lassen. In der Lite-
ratur finden sich umfassende Arbeiten, die die Streuung an Objekten mit physikalischen
Dimensionen, die nahe oder größer als die Wellenlänge der Anregung sind, beschreiben
[Ana03]. Eine exakte analytische Lösungen für die eingekoppelten elektrischen und mag-
netischen Quellen, die wiederum das gestreute Feld erzeugen, ist in diesen Fällen schwer
zu finden. Häufig wird auf Näherungen und numerische Verfahren, im Frequenzbereich
insbesondere auf die Momentenmethode (vgl. Abschnitt 2.8.2) zurückgegriffen oder die
Dimensionalität der streuenden Apertur reduziert, z. B. durch die Behandlung unend-
lich langer, dünner Schlitze [HI78]. Eine nähere Erläuterung des Verfahrens, sowie des-
sen Grundlagen sind in [Har67] im Zusammenhang mit elektromagnetischen Feldern und
Quellen beschrieben.

Die hier vorgestellte Methode ist mit der MoM verwandt, weist jedoch entscheidende
Unterschiede auf, die zu einigen Vorteilen führen, wie im Folgenden erläutert wird. Das
Ziel dieses Abschnittes der Arbeit besteht in der Beschreibung der Kopplung einer ein-
fachen elektrisch großen Apertur zwischen dem Freiraum und dem Hohlraumresonator.
Dazu wird anhand des äquivalenten Problems der Einkopplung äußerer Felder in einen
elektrisch langen Draht das erweiterte Modell vorgestellt, um dann die Lösung zuerst auf
die Einkopplung eines Leiters im Resonator und schließlich auf den magnetischen Strom
in einem langen dünnen Schlitz zu übertragen. Im Weiteren wird das Verfahren als die
Methode der kleinen Streuer (engl. Method of Small Scatterer (MSS)) bezeichnet, ist dem
erstmals in [PTV19] vorstellten Verfahren äquivalent und wird hier noch einmal vertieft
erläutert.

4.1 Elektrisch langer dünner Draht

Den wesentlichen Grundgedanken der Unterteilung des elektrisch großen Problems in
viele gekoppelte elektrisch kleine Probleme haben beinah alle numerische Verfahren ge-
meinsam. Der elektrisch lange, dünne Draht wird beispielsweise in viele elektrisch kleine
Quellen zerlegt (siehe Abb. 4.3), so dass in unmittelbarer Nähe jedes kleinen Elements
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Abbildung 4.1: Elektrisch langer, dünner Leiter und elektrisch langer, dünner Schlitz in
der unendlichen Ebene.

von räumlich konstanter Anregung ausgegangen werden kann. Dabei liefert die Lösung
der Streuung an einem elektrisch leitenden Draht durch das Ersetzen der kleinen elek-
trischen Quellen durch kleine magnetische Quellen beinahe direkt auch die Lösung für
einen dünnen, langen Schlitz in einer leitfähigen Ebene. Der entscheidende Unterschied
zur üblichen Vorgehensweise liegt im Anwenden der analytischen Regularisierung für jedes
Element. Ausgehend von der Randbedingung für das elektrische Feld auf einem perfekten
Leiter

E|| = 0 = Ei
|| + Es

|| (4.1)

und dem aufeinander folgenden Einsetzen von (2.12) und (2.62) erhält man mit
(
∂2

∂z2 + k2
) ∫

Draht

GAe
f,D(z, z′)Je,z(z′) dz′ = −jωεEi

z(z) (4.2)

eine gemischte Integral-Differentialgleichung für den zu bestimmenden Strom auf einem
dünnen Draht in z-Richtung. Hier ist GAe

f,D die Greensche Funktion für das Vektorpot-
ential des Freiraums, modifiziert für einen unendlich leitfähigen Leiter auf dem sich der
elektrische Strom nur in z-Richtung und konzentriert auf die Symmetrieachse ausbreiten
kann. Explizit gilt im Rahmen der sogenannten Dünndraht-Näherung [TIK97, S. 127]

GAe
f,D = e−jk

√
(z−z′)2+a2

4π
√

(z − z′)2 + a2
. (4.3)
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Eine nähere Untersuchung von (4.3) offenbart einige Eigenschaften, die für die Lösung von
(4.2) nützlich sind. In der Abbildung 4.2 ist der generelle Verlauf der Greenschen Funk-
tion in Abhängigkeit des betrachteten Abstands zwischen den Leiterpunkten zu sehen.
Gleichzeitig ist das erste Glied der Taylor-Entwicklung von (4.3)

z − z′

GA
f,D

< = <s <r

Abbildung 4.2: Verschiedene Anteile der Greenschen Funktion für das Vektorpotential
eines langen, dünnen Drahtes und die Approximation durch deren 1.Taylor-Glied <s,
sowie der regularisierte Anteil <r.

e−jk
√

(z−z′)2+a2

√
(z − z′)2 + a2

= 1√
(z − z′)2 + a2

− jk − k2

2

√
(z − z′)2 + a2

+ jk3

6
(
(z − z′)2 + a2

)
+ . . .

(4.4)

dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Greensche Funktion durch das erste
Taylor-Glied für kleine Abstände sehr gut approximiert wird. Weiter nimmt die relative
Breite des Maximums für kleine Leiterdurchmesser ab, so dass unter den Bedingungen

ka� 1 und L� a

(4.2) durch
(
∂2

∂z2 + k2
)
Je,z(z)D(z) = −jωε4πEi

z(z) (4.5)
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mit D(z) =
∫

Draht

1√
(z − z′)2 + a2

dz′

= ln
(√

(z − L)2 + a2 − z + L
)
− ln

(√
z2 + a2 − z

) (4.6)

approximiert werden kann, wie in [RT08, Kap. 4] und [TRI95] im Rahmen der Leitungs-
theorie gezeigt wird. Mit (4.5) wurde die Integral-Differential-Gleichung (4.2) in eine in-
homogene Differentialgleichung 2.Ordnung überführt, die sich mit den üblichen Mitteln
lösen lässt. Die Existenz einer rein analytischen Lösung ist dabei abhängig von der Anre-
gungsfunktion Ei

z. Allgemein lässt sich die Lösung unter Beachtung der Randbedingung
für die Stromdichte an den Drahtenden erneut mit dem in Abschnitt 2.5 erläuterten For-
malismus als

Je,z(z) =
∫

Draht g(z, z′)Ei
z(z′) dz′

D(z) (4.7)

darstellen. Die Greensche Funktion g für den eingekoppelten Strom lautet

g = −4πjωεsin(kz<) sin(k(z> − L))
k sin(kL) (4.8)

mit z< = min{z, z′} und z> = max{z, z′} .

Setzt man in (4.7) als Anregung eine ebene Welle an, lässt sich das Integral analytisch
lösen und man erhält die Funktion des Stroms entlang des Leiters. Die wesentliche Ein-
schränkung dieser Lösung ist die Vernachlässigung der Abstrahlung oder Rückwirkung
des zu bestimmenden Stroms. Dies führt zu Singularitäten des Stroms, wenn der Nenner
des zweiten Bruchs auf der rechten Seite von (4.8) verschwindet, da sich das durch (4.7)
beschriebene System in Resonanz befindet und gleichzeitig keine Verluste berücksichtigt
werden. An dieser Stelle lassen sich die Erkenntnisse aus dem Abschnitt 3.2 und des-
sen Unterabschnitten anwenden und übertragen. In dem genannten Abschnitt wurde eine
Verletzung der Energieerhaltung bei der Bestimmung der Abstrahlung der induzierten
Quellen diskutiert, wenn quasistatische Bedingungen angenommen werden. Abhilfe dabei
schaffte die Berücksichtigung des 2. Summanden der Taylor-Reihe der Greenschen Funk-
tion.
Um die Ergebnisse zu übertragen, wird in einem ersten Schritt in (4.2) wie im Ab-
schnitt 3.2.1 die Singularität extrahiert. Dazu ist es sinnvoll GAe

f,D in Real- und Imagi-
närteil

(
∂2

∂z2 + k2
)

∫

Draht

cos(kR)
R

Je,z(z′) dz′

−j
∫

Draht

sin(kR)
R

Je,z(z′) dz′

 = −jωε4πEi

z(z)
(4.9)

mit R =
√

(z − z′)2 + a2
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aufzuteilen. Dabei wird offenbar, dass die Singularität nur im Realteil wirksam wird, da
der Imaginärteil für kleine Abstände |z− z′| gegen 1 strebt. Um die Singularität aus dem
Realteil von (4.9) zu extrahieren, wird dieser in zwei weitere Anteile zerlegt. Die sich so
ergebenden drei Anteile der Greenschen Funktion sind

GA
f,D = 1

4πR︸ ︷︷ ︸
GA

f,<s

+ cos(−kR)− 1
4πR︸ ︷︷ ︸
GA

f,<r

+j sin(−kR)
4πR︸ ︷︷ ︸
GA

f,=

. (4.10)

Zerlegt man anderseits das einfallende Feld Ei
z formal in drei entsprechende, nicht physi-

kalische Anteile
Ei,<s + Ei,<r + Ei,= = Ei

z , (4.11)

lassen sich durch Einsetzen von (4.10) und (4.11) in (4.2) drei separat behandelbare
Probleme

(
∂2

∂z2 + k2
) L∫

0

GAe
f,<sJz dz′ = −jωεEi,<s (4.12a)

(
∂2

∂z2 + k2
) L∫

0

GAe
f,<rJz dz′ = −jωεEi,<r (4.12b)

(
∂2

∂z2 + k2
) L∫

0

jGAe
f,=Jz dz′ = −jωεEi,= (4.12c)

konstruieren. Die Gleichungen (4.12) lassen sich auf verschiedene Weise analytisch ap-
proximiert lösen, wie im Folgenden gezeigt wird. Man beachte, dass die Summanden in
(4.11) unbekannt sind. Das heißt, die Lösungen von (4.12) stellen nur formale Lösungen
dar. Erst eine Rekombination der Ergebnisse der einzelnen Anteile erlaubt die explizite
Lösung eines konkreten Problems, wie in den Abschnitten 4.1.4 und 4.3.1 erläutert und
demonstriert wird.

4.1.1 Quasi-stationärer Realteil

Betrachtet man zunächst nur (4.12a) zeigt sich schnell, dass die Ergebnisse (4.7) und
(4.8) bereits die ersten Schritte zur Lösung sind. In einem nächsten Schritt wird der Lei-
ter in elektrisch kleine Elemente zerlegt, so dass von einer örtlich konstanten Anregung
ausgegangen werden kann (vgl. Abb. 4.3). So sind auch beliebige einfallende Felder behan-
delbar, was für Betrachtungen im Abschnitt 4.2 von Nutzen sein wird. Dem äquivalent ist
der Übergang der Integral-Gleichung (4.7) in ein Gleichungssystem für N Einzelelemente
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4.1 Elektrisch langer dünner Draht

J1(z) = Ei,<s
z (z1)

z1+ δl
2∫

z1− δl2

g(z, z′) dz′ + Ei,<s
z (z2)

z2+ δl
2∫

z2− δl2

g(z, z′) dz′ + · · · (4.13a)

J2(z) = Ei,<s
z (z1)

z1+ δl
2∫

z1− δl2

g(z, z′) dz′ + Ei,<s
z (z2)

z2+ δl
2∫

z2− δl2

g(z, z′) dz′ + · · · (4.13b)

...

JN(z) = Ei,<s
z (z1)

zN+ δl
2∫

zN− δl2

g(z, z′) dz′ + Ei,<s
z (z2)

zN+ δl
2∫

zN− δl2

g(z, z′) dz′ + · · · . (4.13c)

Hierbei sind die Koordinaten zn die Mittelpunkte der Einzelelemente und δl ist die Länge
eines Abschnitts. Diese wird mit

δl ≤ λmin

12 (4.14)

so gewählt, dass von elektrisch kleinen Elementen ausgegangen werden kann. In Anbe-

x

y

z

L

δl

2aD

k

Ei

Hi

Jn−2Jn−2

JnJn

Jn+2Jn+2

z1z1

znzn

zNzN

Abbildung 4.3: Diskretisierung des Drahtes.

tracht der ursprünglichen Zielstellung der Beschreibung der Streuung elektromagnetischer
Felder und der Vereinheitlichung zur Bestimmung der elektrischen und magnetischen Di-
polmomente kleiner Streuer, lässt sich mit

zn+ δl
2∫

zn− δl2

Jn(z) dz = Ei,<s
z (z1)

zn+ δl
2∫

zn− δl2

z1+ δl
2∫

z1− δl2

g(z, z′) dz′ dz

+ Ei,<s
z (z2)

zn+ δl
2∫

zn− δl2

z2+ δl
2∫

z2− δl2

g(z, z′) dz′ dz + · · ·

(4.15)
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eine Matrix-Gleichung

p̄ = [g]Ēi,<s (4.16)

für einen Satz p̄ = {p1, p2, . . . , pN} der elektrischen Dipol-Momente der einzelnen Ab-
schnitte des Drahtes aufstellen. Die in (4.15) auftretenden Doppel-Integrale bestimmen
die Elemente

[g]uv = 1
jωε

zu+ δl
2∫

zu− δl2

zv+ δl
2∫

zv− δl2

g(z, z′) dz′ dz (4.17)

und können mit Blick auf (4.8) analytisch ausgewertet werden. Das Ergebnis ist

[g]uv = 16π sin2
(
kδl

2

)
sin(kz<) sin(k(L− z>))

k3 sin(kL) (4.18)

wobei z< = min{zu, zv} und z> = max{zu, zv} .

Es ist zu beachten, dass der Anregungsvektor Ēi,<s als unbekannt betrachtet werden muss.
Damit ist (4.16) nur formal eine Lösung. Wie später zu sehen sein wird, ergibt sich die
eigentliche Lösung aus der Überlagerung der separaten Lösungen für die Integralterme
von (4.12).

4.1.2 Imaginärteil

Mit Blick auf Abb. 4.2 und der zuvor beschriebenen Zerlegung des Drahtes in elektrisch
kleine Dipol-Momente, wird eine einfache Behandlung des Imaginärteils der Greenschen
Funktion möglich. Der reguläre Verlauf auch für kurze Abstände, ermöglicht die Approxi-
mation eines elementweise konstanten Imaginärteils der Greenschen Funktion, der so für
jedes Element entsprechend

Ei,=
z (z1) = GEe

f,=(z1, z1)
z1+ δl

2∫

z1− δl2

Je,z(z′) dz′ +GEe
f,=(z1, z2)

z2+ δl
2∫

z2− δl2

Je,z(z′) dz′ + · · · (4.19a)

Ei,=
z (z2) = GEe

f,=(z2, z1)
z1+ δl

2∫

z1− δl2

Je,z(z′) dz′ +GEe
f,=(z2, z2)

z2+ δl
2∫

z2− δl2

Je,z(z′) dz′ + · · · (4.19b)

...

Ei,=
z (zN) = GEe

f,=(zN , z1)
z1+ δl

2∫

z1− δl2

Je,z(z′) dz′ +GEe
f,=(zN , z2)

z2+ δl
2∫

z2− δl2

Je,z(z′) dz′ + · · · (4.19c)
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aus dem Integral gezogen werden kann. Die Gleichungen (4.19) beschreiben erneut ein
Gleichungssystem, dass sich nach einigen Umformungen als

Ēi,= =
[
GEe

f,=
]
p̄ (4.20)

schreiben lässt. Dabei sind die expliziten Matrixeinträge

[
GEe

f,=
]
uv

= j

4πR5

((
a4k2 +

(
k2ζ2 − 1

)
a2 + 2ζ2

)
sin(kR) + kR cos(kR)

(
a2 − 2ζ2

))
(4.21)

mit

R =
√
a2 + ζ2 und ζ = zu − zv .

4.1.3 Regularisierter Realteil

z − z′

GA
f,D

< = <s <r

(a) für das Vektorpotential

z − z′

GEe
f,<r

GEe
f,<r

GEe
f,<r,s

GEe
f,<r,r

(b) für das elektrische Feld

Abbildung 4.4: Darstellung der Irregularität des regularisierten Realteils der Greenschen
Funktion für das elektrische Feld (b), hervorgerufen durch die zweifache Ableitung des
regularisierten Realteils der Greenschen Funktion für das Vektorpotential (a) für kleine
Abstände.

Die Gleichung (4.12b) stellt das letzte verbleibende Teilproblem dar. Die Abbildung 4.4a
stellt noch einmal den charakteristischen Verlauf des regularisierten Realteils der Green-
schen Funktion dar. Dabei liegt besonderes Augenmerk auf dem Verhalten der Funktion
bei kleinen Abständen. Der relativ scharfe Knick, der für dünne Drähte an dieser Stelle
auftritt, führt durch die Anwendung des Differentialoperators auf den Integrationskernel

jωεGEe
f,<r =

(
∂2

∂z2 + k2
)
GAe

f,<r (4.22)
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in (4.12b) zu einer Irregularität, die die Annahme elementweiser statischer Bedingungen
für kleine Abstände verbietet. Die Irregularität ist in Abb. 4.4b exemplarisch dargestellt.
Allerdings kann die Irregularität mit

GEe
f,<r = GEe

f,<r −GEe
f,<r,s︸ ︷︷ ︸

GEe
f,<r,r

+GEe
f,<r,s (4.23)

in einem zu (4.10) ähnlichen Verfahren extrahiert werden, wie in Abb. 4.4b ebenfalls
dargestellt ist. Dabei ist

jωεGEe
f,<r = 3z2(cos(kR)− 1 + kR sin(kR))

4πR5 − (k2z2 + 1) cos(kR)− 1
4πR3

− k(sin(kR)− kR(cos(kR)− 1))
4πR2

(4.24)

und jωεGEe
f,<r,s = − k2a2

8πR3 . (4.25)

Das Ergebnis ist ein für alle Abstände regulärer Ausdruck für die Greensche Funktion des
elektrischen Feldes GEe

f,<r,r , für den die Annahme elementweise konstanter Bedingungen
anwendbar ist. Gleichzeitig kann die extrahierte Irregularität GEe

f,<r,s ähnlich wie in (4.5)
behandelt werden. Ein Einsetzen von (4.23) in (4.12b) führt auf

−Ei,<r(z) =
L∫

0

GEe
f,<r,r(z, z

′)J(z′) dz′ +
L∫

0

GEe
f,<r,s(z, z

′)J(z′) dz′ , (4.26)

wobei im zweiten Integral GEe
f,<r,s wie eine Delta-Funktion wirkt, weshalb die Stromdichte

J(z′) aus dem zweiten Integral gezogen werden kann. Das verbleibende Integral kann
mit (4.25) analytisch bestimmt werden. Das erste Integral in (4.26) kann aufgrund des
regulären Verhaltens von GEe

f,<r,r wie im Abschnitt 4.1.2 behandelt werden. So ergibt sich

Ēi,<r =
[
GEe

f,<r

]
p̄ (4.27)

als Lösung für den regularisierten Realteil.

4.1.4 Gesamtlösung

Mit (4.16), (4.20) und (4.27) liegen nun alle nötigen Teillösungen vor. Die Matrixgleichung
für das Gesamtproblem lässt sich nun durch ein Einsetzen der genannten Gleichungen in
(4.11) schreiben als

[
[g]−1 +

[
GEe

f,=
]

+
[
GEe

f,<r

]]
p̄ = Ēi . (4.28)
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Damit ist die Lösung

[
[g]−1 +

[
GEe

f,=
]

+
[
GEe

f,<r

]]−1
Ēi = p̄ . (4.29)

Die Struktur von (4.28) erlaubt eine physikalische Interpretation der einzelnen Matri-
zen. Während [g]−1 die quasi-statische Wechselwirkung direkt benachbarter Dipolelemen-
te beschreibt und dabei alle feldgebundenen Effekte vernachlässigt, repräsentiert

[
GEe

f,=
]

die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Elementen über die abgestrahlten Felder. So
werden Abstrahlungsverluste und ihre Effekte auf die Stromverteilung auf dem Draht
konsistent im Modell berücksichtigt. Schließlich vervollständigt die Matrix

[
GEe

f,<r

]
das

Modell durch Kopplungseffekte über das Nahfeld der Dipolelemente. Zusammen liefert
(4.29) die Gesamtlösung des Problems der Feldeinkopplung in einen langen, dünnen Lei-
ter im Freiraum. Gegenüber der Momenten-Methode ergibt sich hier der Vorteil, dass
durch die Regularisierung vollständig auf die numerische Berechnung anderweitig nicht
lösbarer Integrale verzichtet werden kann.

Allerdings gilt die Einschränkung auf der Lösung für einen geraden Leiter, wobei auch
andere kanonische Lösungen für Geometrien wie den dünnen Torus oder die dünne Kreis-
scheibe denkbar sind. Da auf dem Weg zu (4.29) eine Reihe von Approximationen not-
wendig waren, wird in Abschnitt 4.1.5 ein Vergleich der Ergebnisse einer MoM-Simulation
mit Hilfe der kommerziellen Software FEKO [Hyp17] und der hier vorgestellten MSS an-
hand eines konkreten Beispiels durchgeführt. Dort wird auch anhand eines konkreten
Beispiels ein Vergleich der schrittweisen Berücksichtigung der einzelnen Matrixsumman-
den aus (4.29) durchgeführt, um deren physikalische Interpretation zu untermauern. Eine
insgesamt sehr gute Übereinstimmung validiert die Methode und rechtfertigt die Anwen-
dung des Verfahrens auf die eigentliche Fragestellung der Kopplung einer elektrisch großen
Apertur. Im Anschluss wird das Verfahren im Abschnitt 4.2 auf das Problem der Streuung
an einem langen Leiter in einem Resonator angewandt, um durch einen erneuten Vergleich
mit numerischen Ergebnissen die Methode auch hier zu validieren.

4.1.5 Validierung für den Strom

Um die MSS für den Draht im Freiraum zu validieren, wurde ein 1 m langer Draht mit
einem Durchmesser von 1 mm betrachtet. Als Anregung diente eine einfallende ebene
Welle, deren elektrische Feldkomponente in der Einfallsebene, die durch die Längsachse
und die Einfallsrichtung der Welle aufgespannt wird, liegt. Der Einfallswinkel betrug θ =
25°. Die Amplitude des elektrischen Feldes war Ei = 1 V/m. In den Abbildungen 4.5 wird
der berechnete Strom in der Mitte und nah einem Drahtende bis zu einer Frequenz von
5 GHz verglichen mit einer MoM-Lösung, die mit Hilfe von FEKO bestimmt wurde. In

89



4 Elektrisch große Aperturen

beiden Fällen wurde der Draht in N = 201 Elemente diskretisiert. Da die MSS elektrische
Dipolmomente bestimmt, müssen diese Ergebnisse noch mit

jωεp̄ = J̄δl (4.30)

in ein Satz von elementweise konstanten Strömen J̄ umgerechnet werden, um beide Me-
thoden vergleichen zu können. Eine sehr gute Übereinstimmung beider Methoden kann
festgehalten werden. Weiterhin wurde eine Anregung durch eine diskrete ideale Span-
nungsquelle untersucht. Dabei wurde der untersuchte Frequenzbereich und damit auch
die Diskretisierung beibehalten. Als Ort der Anregung wurde willkürlich das 145. Element
ausgewählt, was z = 72,5 cm entspricht. Für die Modellierung der Spannungsquelle wurde
der Ansatz, der in (4.45) zusammengefasst ist, verwendet. Die Amplitude der Quellspan-
nung betrug U0 = 1 V über alle Frequenzen. In den Abbildungen 4.6 ist der Strom an
verschiedenen Orten des Leiters zusammen mit Ergebnissen der MoM dargestellt. Es ist
eine sehr gute Übereinstimmung festzuhalten.

Zusätzlich sind in Abb. 4.7 die Ergebnisse für den Strom an einem weiteren Ort des Drah-
tes unter Vernachlässigung der verschiedenen Matrizen in (4.29) dargestellt. Der Einfluss
der Berücksichtigung der Feldkopplung durch

[
GEe

f,=
]
und

[
GEe

f,<r

]
ist deutlich zu erkennen.

Bleiben die Feldkopplungen unberücksichtigt, treten Singularitäten an den Leitungsreso-
nanzen auf. Eine Berücksichtigung der Abstrahlung durch

[
GEe

f,=
]
führt zu endlichen Strö-

men an den Leitungsresonanzen und nähert die MSS-Ergebnisse den MoM-Ergebnissen
an. Doch es treten noch Verschiebungen an den Resonanzstellen auf. Eine weitere Be-
rücksichtigung der Matrix

[
GEe

f,<r

]
führt schließlich zu einer sehr guten Übereinstimmung.

4.1.6 Konvergenz

Die MSS beruht auf zwei grundsätzlichen Approximationen. Zum Einen muss der Draht
bezogen auf die Wellenlänge und auf die Drahtlänge dünn sein, d. h. ka� 1 und a� L,
so dass

L∫

0

GAe
f,<s(z, z

′)Jz(z′) dz′ ≈ Jz(z)
L∫

0

GAe
f,<s(z, z

′) dz′ . (4.31)

Die so ermöglichte analytische Lösung von (4.12a) kann dann durch die anschließende
Diskretisierung des Drahtes in elektrisch kleine Elemente durch die weitere Approximati-
on

zn+ δl
2∫

zn− δl2

GAe
f,=(z, z′)Jz(z′) dz′ ≈ GAe

f,=(z, zn)
zn+ δl

2∫

zn− δl2

Jz(z′) dz′ (4.32)
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(a) Elektrischer Strom in der Mitte des Drahtes.
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(b) Elektrischer Strom bei z = 10 cm.

Abbildung 4.5: Real- und Imaginärteile des elektrischen Stroms in (a) der Mitte und bei
(b) z = 10 cm eines dünnen elektrisch langen Drahtes, erzeugt durch eine einfallende
ebene Welle, berechnet mit (4.29) (MSS) und FEKO (MoM).
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(a) Elektrischer Strom in der Spannungsquelle.
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(b) Elektrischer Strom bei z = 10 cm.

Abbildung 4.6: Real- und Imaginärteile des elektrischen Stroms erzeugt durch eine ideale
Spannungsquelle bei z = 72,5 cm, in (a) der Spannungsquelle und bei (b) z = 10 cm
eines dünnen elektrisch langen Drahtes, berechnet mit (4.29) (MSS) und FEKO (MoM).
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Abbildung 4.7: Real- und Imaginärteile des elektrischen Stroms erzeugt durch eine ideale
Spannungsquelle bei z = 95 cm eines dünnen elektrisch langen Drahtes, unter schritt-
weiser Berücksichtigung der einzelnen Summanden der Gleichung (4.29) und verglichen
mit der MoM.

vervollständigt werden. Die Gleichung (4.32) beschreibt die Repräsentation der verblei-
benden regulären Funktion GAe

f,= durch eine abschnittsweise konstante Treppenfunktion
mit der Abschnittslänge δl. Für solche Diskretisierungsverfahren sind Untersuchungen
der Konvergenzeigenschaften obligatorisch. Konvergenz bedeutet in diesem Zusammen-
hang die Verringerung einer Fehlernorm durch Verkleinerung der Diskretisierungslänge.
Zu diesem Zweck wurde auf Basis des im Abschnitt 4.1.5 untersuchten Beispiels eine nu-
merische Konvergenzuntersuchung durchgeführt. Als Fehlernorm wurde die L2-Norm

∆ =

√√√√
∑N
n=1 ‖Jn − Jn,max‖2

∑N
n=1 ‖Jn,max‖2 (4.33)

gewählt, wie sie in der Literatur häufig verwendet wird [WW04]. Die Ergebnisse sind in
Abb. 4.8 dargestellt und lassen klar ein konvergentes Verhalten erkennen.

93



4 Elektrisch große Aperturen

100 101 102 10310−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

N

∆

f = 10 MHz
f = 1,26 GHz
f = 5 GHz

Abbildung 4.8: Relativer Fehler der mit der MSS berechneten Ströme bei schrittweiser
Erhöhung der Anzahl der Unbekannten durch Verkleinerung der Diskretisierungslänge.
Die vertikalen Linien markieren die Erfüllung der Bedingung (4.14).

4.1.7 Gestreute Nahfelder

Sind die Momente mit (4.29) bestimmt, lassen sich die Streufelder des Leiter prinzipiell als
Summe der bekannten Felder der elektrischen Dipole im Freiraum (vgl. Abschnitt 3.3.7)
beschreiben. Da diese jedoch häufig in einem sphärischen Koordinatensystem dargestellt
werden, in dem der jeweilige Dipol im Ursprung positioniert ist, ist diese Darstellung
ungünstig für die Bestimmung der Nahfelder. Alternativ dazu können mit Hilfe des For-
malismus der dyadischen Greenschen Funktionen, die Felder eines elektrisch kleinen Dipols
an jedem Ort auch in kartesischen Koordinaten angegeben werden. Für die Komponenten
des elektrischen Feldes eines beliebig im Raum positionierten Dipols gilt dann analog zu
(3.86)

E = jωεG
Ee

f p (4.34a)

H = jωεG
He

f p (4.34b)

mit G
Ee

f = 1
jωε
∇∇ ·GAe

f − jωµG
Ae

f (4.34c)

und G
He

f = ∇×GAe

f . (4.34d)

Explizit ergeben sich nach Abschnitt 2.5.3 die einzelnen Komponenten der Greenschen
Funktionen der Felder mit der Nomenklatur (x, y, z) = (x1, x2, x3) für das elektrische Feld
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als
(
G

Ee

f

)

uu
= e−jkR
jωε4π

(
jk

R2 −
jk3(xu − x′u)

R4 + k2(xu − x′u)2 + 1
R3 + k2

R
− 3(xu − x′u)2

R5

)

(4.35a)
(
G

Ee

f

)

uv
= 3 e−jkR

jωε4π (xu − x′u)(xv − x′v)
(
jk

R4 −
k2

3R3 + 1
R5

)
, u 6= v (4.35b)

und für das magnetische Feld als
(
G

He

f

)

uu
= 0 (4.35c)

(
G

He

f

)

uv
= e−jkR

4π

(
jk

R2 + 1
R3

)

− (xw − x′w) für u+ v + 1 mod 3 = 1

(xw − x′w) für u+ v + 1 mod 3 = 2
(4.35d)

mit

u, v ∈ {1, 2, 3} und w = ¬{{1, 2, 3} ∩ {u, v}} , sowie

R =

√√√√
3∑

u=1
(xu − x′u)2 . (4.35e)

Dabei ist xu die jeweilige Koordinate des Feldes und x′u die jeweilige Koordinate der
Position des Dipols. Das gesamte Feld eines Sets von Dipolelementen, wie die MSS es
liefert, wird dann aus der Summe der sich durch (4.35) ergebenen Einzelfelder bestimmt.

4.1.8 Validierung für die Nahfelder

Mit Hilfe von (4.35) können alle Felder und ihre Richtungen beliebig angeordneter elek-
trischer Dipole im kartesischen Raum berechnet werden. In den Abb. 4.9 sind exempla-
risch das elektrische und magnetische Feld in unterschiedlichen Raumrichtungen und an
unterschiedlichen Orten in unmittelbarer Umgebung des Drahtes dargestellt und mit Er-
gebnissen der MoM validiert. Die geometrischen Parameter des Drahtes entsprechen dem
Setup aus Abschnitt 4.1.5 mit der Anregung durch die ideale Spannungsquelle. Die Über-
einstimmung ist gut bis sehr gut, auch bis hin zu hohen Frequenzen. Lediglich bei sehr
kleinen Beträgen sind Abweichungen zu erkennen, die durch die logarithmische Achsenska-
lierung überexprimiert sind. Die MSS erlaubt so auch eine semi-analytische Bestimmung
der Nahfelder.
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Abbildung 4.9: Nahfelder an beliebigen Punkten im Raum eines elektrisch langen Drahtes,
angeregt durch eine ideale Spannungsquelle.
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4.1 Elektrisch langer dünner Draht

4.1.9 Gestreute Fernfelder

Um die Wechselwirkung eines Streuers mit elektromagnetischen Feldern effizient zu be-
schreiben, werden häufig die Fernfelder und deren Frequenz- und Winkelabhängigkeiten
untersucht. Um eine vergleichbare Größe verschiedener Streuer unter Fernfeldbedingun-
gen zu erhalten wird dabei häufig der Wirkungsquerschnitt (engl. Radar Cross Section
(RCS))

σ = 4πr2 |Es|2
|Ei|2 (4.36)

eingeführt (z. B. in [WP92]). Das gestreute Fernfeld des Drahtes Es ist allgemein beschrie-
ben durch (2.97). Ei ist das einfallende Feld und wird häufig als eine ebene Welle mit der
für die gewählte Geometrie relevanten tangentialen Komponente

Ei
z = −E0 e−jkz cos θi sin θi (4.37)

angenommen. Dabei ist θi der Einfallswinkel. Mit der MSS wird der Draht als eine Menge
elektrisch kleiner Dipole repräsentiert. Die Fernfelder eines kleinen elektrischen Dipols im
Koordinatenursprung sind analog zu (3.85)

Eθ =jk
3pz

4π e−jkr0
j sin θ
kr0

(4.38a)

Hφ =jk
3pz

4πη0
e−jkr0

j sin θ
kr0

. (4.38b)

Da das gesteute Fernfeld des Drahtes die Summe der Fernfelder der Dipole ist, lässt sich
dieses für die MSS für die in Abb. 4.3 dargestellte Geometrie schreiben als

Es
θ = k2 sin θs

4πr

N∑

n

pz,ne−jkzn cos θs (4.39a)

Hs
φ = Es

θ

η0
. (4.39b)

Die Gleichungen (4.39) beschreiben die Parallel-Strahlen-Approximation, bei der der rela-
tive Abstand r′ der einzelnen Dipole zueinander gegenüber dem Abstand r zwischen dem
Beobachtungspunkt und dem Drahtmittelpunkt vernachlässigt wird, da |r − r′| ≈ r. Da
die relative Lage der Dipole unter dem Polarwinkel θs der gestreuten Felder zueinander
einen großen Einfluss auf die Phasenlage bei der Summation haben kann, wird diese durch
den Exponentialterm in (4.39) berücksichtigt (vgl. [TIK97, S. 124]). Setzt man (4.39a) in
(4.36) ein, erhält man eine vom Abstand unabhängige Größe, die die Wechselwirkung des
Drahtes unter Abhängigkeit des Einfallswinkels θi, des Ausfallwinkels θs und der Frequenz
beschreibt.
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4 Elektrisch große Aperturen

4.1.10 Validierung für die Fernfelder

Anhand des Beispiels aus Abschnitt 4.1.5 wird mit (4.36) bis (4.39a) die Winkel- und
Frequenzabhängigkeit der Rückstreuung, also bei θi = θs bei einer ebenen Welle an einem
Draht mit der MSS berechnet und mit Ergebnissen der MoM verglichen. In den Abb. 4.10
ist die RCS über der Frequenz für verschiedene Streuwinkel dargestellt. Während bei
θ = 10° und 50° eine sehr gute Übereinstimmung für alle Frequenzen vorliegt, sind bei
θ = 90° größere Abweichungen jenseits der ersten Leiterresonanz zu erkennen. Dies ist
insofern unerwartet, da alle Ergebnisse in Abb. 4.10 mit Hilfe der selben Systemmatrix
bestimmt wurden. Lediglich der Anregungsvektor variiert mit dem Einfallswinkel. Die
Ursache dieser Abweichungen sollte Gegenstand zukünftiger Forschungsarbeiten sein.
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Abbildung 4.10: Monostatische RCS des Drahtes für verschiedene Streu- und Einfallswin-
kel θ.
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4 Elektrisch große Aperturen

4.2 Elektrisch langer Draht im Resonator

b a

h
L

xy

z

Abbildung 4.11: geometrisches Modell eines mit einem elektrisch langen Leiter beladenen
Hohlraumresonators.

Ausgehend von den Ergebnissen im Abschnitt 4.1 kann nun der Draht in vom Frei-
raum abweichenden Umgebungen betrachtet werden. Ähnliche Fragestellungen wurden
in [War+03] und [TNV] behandelt. Hier werden die davon unabhängigen Ergebnisse aus
[PV18] noch einmal erläutert und vertieft dargestellt. Für eine beispielhafte Konfiguration,
wie sie in der Abb. 4.11 zu sehen ist, kann eine Integralgleichung

(
∂2

∂y2 + k2
) ∫

Draht

(
G

Ae

c,D

)

yy
(y, y′)Je,y(y′) dy′ = −jωεEi

y(y) (4.40)

für den Strom auf dem Leiter aufgestellt werden, die bis auf die veränderte Greensche
Funktion, der Gleichung (4.2) entspricht.

(
G

Ae

c,D

)

yy
ist dabei die yy-Komponente der dyadi-

schen Greenschen Funktion des Vektorpotentials elektrischer Quellen. Sie lässt sich nahezu
identisch zu den Ausführungen in Abschnitt 3.3.1 zum Vektorpotential für magnetische
Quellen im Hohlraumresonator ableiten. Lediglich die abweichenden Randbedingungen
an den Resonatorwänden für elektrische Quellen (siehe Abschnitt 2.4.5) führen zu

(
G

Ae

c,D

)

yy
= 1
ha

∞∑

nz ,nx=0
εnzεnx sin kνz z sin kνz z′

× sin kνxx sin kνxx′
1

γν sinh(γνb)

×





cosh(γνy) cosh(γν(b− y′)) für y ≥ y′

cosh(γνy′) cosh(γν(b− y)) für y′≥ y
,

wobei γν =
√

(kνz )2 + (kνx)2 − k2
c .

(4.41)
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4.2 Elektrisch langer Draht im Resonator

Wie zuvor im Abschnitt 3.3.3, kann auch diese unendliche Summe in zwei Teile

(
G

Ae

c,D

)

yy
= 1
ha




γmax∑

nz ,nx=0
. . .+

∞∑

γmax

. . .


 (4.42)

zerlegt werden. Die zweite Summe auf der rechten Seite von (4.42) kann wie zuvor durch
ein Integral approximiert werden und ergibt

(
G

Ae

c,D

)

yy
≈ 1
ha

γmax∑

nz ,nx=0
. . .+ 1

4π
e−γmaxR

R
. (4.43)

Der Exponentialausdruck in (4.43) repräsentiert die Wechselwirkung zwischen Quelle und
Feld nahe des Leiters und entspricht bis auf den rein reellen Zähler der Greenschen Funkti-
on für den Freiraum. Entsprechend kann die Methode nahezu analog zu den Betrachtungen
aus Abschnitt 4.1 auf (4.43) angewandt werden. Nach der Anwendung der Schritte

1. Einsetzen von (4.43) in (4.40),

2. Separierung der Anregung (vgl. (4.11)),

3. Übergang von (4.40) in eine Differentialgleichung (vgl. (4.5)),

4. anschließenden Diskretisierung,

5. Erstellung der separaten Matrix-Gleichungen für die Momente und

6. Einsetzen der separaten Lösungen aus Schritt 2

ergibt sich als Lösung eine neue Matrixgleichung

[
[g]−1 +

[
GEe

c,r

]
+
[
GEe

c,<r

]]−1
Ēi = p̄ , (4.44)

deren Struktur jener von (4.29) entspricht. Dabei repräsentiert [g]−1 die quasi-statische
Wechselwirkung der Leiterelemente und ist im Resonator und im Freiraum identisch.[
GEe

c,r

]
ist an die Stelle der rein imaginären und damit vollständig verlustbehafteten feld-

gebundenen Wechselwirkung im Freiraum getreten. Der neue Abstrahlungsterm besitzt
einen großen reelen Anteil, was die verlustarme Abstrahlung im Resonator widerspiegelt.
Wie zuvor ist pn ein Satz von Dipolmomenten, der den Streuquellen an einem elektrisch
langen, dünnen Leiter entspricht. Im Abschnitt 4.2.1 wird ein Vergleich zwischen der MSS
und MoM anhand eines konkreten Beispiels getroffen und ausführlich diskutiert.

Für den hier beschriebenen Fall wird die Rolle der Anregung Ei
n diskutiert. Während

im Freiraum häufig ein Bezug auf eine ebenen Welle aus dem Unendlichen, deren Quelle
als völlig entkoppelt betrachtet werden kann, als beispielhafte Anregung hergestellt wird,
führen die Gegebenheiten im Inneren eines Resonators zu einer besonderen Betrachtung.
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4 Elektrisch große Aperturen

Ein völlig quellenfreies Feld ist hier nicht denkbar, da das Feld einer Quelle hier immer
auf seinen Ursprung zurückgeworfen wird. Konkret bedeutet dies, dass (4.44) in dieser
Form nur für den Fall, dass der Leiter selbst die Quelle aller Felder darstellt, Anwendung
finden kann.1 In diesem Fall kann die Anregung am m-ten Element des Leiters als

Ēi =





0 für n 6= m

U0
∆l für n = m

(4.45)

angesetzt werden. Dabei ist U0 die Ausgangsspannung der Quelle und ∆l die Länge eines
Leitersegments. Im Abschnitt 4.2.1 wird dazu auf den Fall einer idealen Spannungsquelle
in der Mitte des Leiters eingegangen. Alternativ kann die Anregung durch eine Apertur
oder eine zweite Quelle im Inneren des Resonators betrachtet werden. Dazu kann die Sys-
tematik aus dem Abschnitt 3.4.2 herangezogen und mit (4.44) kombiniert werden. Dazu
ist die Matrix-Summe in den eckigen Klammern von (4.44) um eine entsprechende An-
zahl Zeilen und Spalten zu erweitern. Im Abschnitt 3.4.3 wird ein entsprechendes Beispiel
erläutert und validiert.

4.2.1 Validierung des eingekoppelten Stromes und der Felder

Als nächster Schritt der Validierung der MSS wird in diesem Abschnitt der eingekoppelte
Strom in einem Draht in einem Resonator betrachtet, nachdem im Abschnitt 4.1.5 die
Methode für den Freiraum validiert wurde. Wie im Abschnitt 4.2 erläutert, werden zwei
verschiedene Anregungen betrachtet. Die Abbildung 4.12 definiert zusammen mit Tab. 4.1
die untersuchte Geometrie.

Tabelle 4.1: Geometrische Parameter des Resonators mit langem Draht in Abb.4.12
Parameter Werte in cm

(a, b, h) (30 20 40)

PA (0 8 7)

d 2

PD,1 (13 2,5 17)

PD,2 (13 13,5 17)

LD 11

aD 0, 05

1Prinzipiell kann auch eine weitere Antenne, z. B. ein elektrisch kleiner Dipol, als Quelle dienen. Dies
erfordert eine Erweiterung der Matrix-Gleichung, wie sie in Abschnitt 3.4.2 beschrieben wird.
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Abbildung 4.12: Geometrie des berechneten Beispiels der Einkopplung des Stroms in einen
elektrisch langen Draht im Inneren eines Resonators. Die willkürlich gewählten Wer-
te der geometrischen Parameter sind in Tab. 4.1 zusammengefasst. Dargestellt ist die
Anregung mittels einer elektrisch kleinen Apertur. Außerdem wurde eine ideale Span-
nungsquelle in der Mitte des Drahtes als Anregung betrachtet.

4.2.1.1 Anregung mittels Apertur

In Abb. 4.12 wird die Anregung mittels elektrisch kleiner Apertur, die mit einer ebe-
nen Welle aus der äußeren Region beaufschlagt wird, dargestellt. Die ebene Welle ist
in y-Richtung polarisiert und trifft senkrecht auf die Aperturebene. Die Amplitude der
einfallenden elektrischen Feldstärke beträgt 1 V/m. Die Apertur selbst wird mittels der
Ausführungen im Abschnitt 3.4 modelliert. Die Ergebnisse für den eingekoppelten Strom
im Leiter, die mittels der MSS nach (3.94) und (4.44) ermittelt wurden, sind in der
Abb. 4.13 dargestellt. Trotz der geringen Beträge stimmen die Ergebnisse sehr gut über-
ein. Die Phasenlage weist geringe Abweichungen auf, die sich in der Abbildung durch
2π-Phasensprünge übertrieben stark niederschlagen.

Zusätzlich wurden an zwei beliebig festgelegten Orten im Inneren des Resonators die
elektrischen und magnetischen Felder mit jeweiles der MoM und MSS berechnet und sind
in den Abb. 4.14 verglichen. Um den Einfluss des Leiters auf die innere Feldverteilung und
dessen korrekte Berücksichtigung mit der MSS zu demonstrieren, sind dort zusätzlich die
Felder dargestellt, die sich ohne den Einfluss des Drahtes ergeben. Es wird deutlich, dass
der Leiter einen klaren Einfluss auf die Feldverteilung im Inneren des Resonators und deren
Frequenzgänge aufweist und dass dieser Einfluss durch die MSS korrekt abgebildet wird.
Wie im Abschnitt 3.3.7 bereits gezeigt wurde, können die Hohlraumresonanzen auch im
äußeren rückgestreuten Feld gefunden werden. Da die äquivalenten Aperturmomente bei
der MSS auch von den Dipolmomenten des Drahtes abhängen, kann so auch der Einfluss
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Abbildung 4.13: Eingekoppelter Strom in der Mitte eines elektrisch langen Leiters im
Inneren eines Resonators (vgl. Abb. 4.12 und Tab. 4.1) bei einer Anregung mittels
elektrisch kleiner Apertur.

des Drahtes auf die rückgestreuten Felder untersucht werden. In den Abb. 4.15 ist das
dominierende Aperturmomentmz für die beiden Fälle mit und ohne zusätzlichen Leiter im
Resonator gegenübergestellt. In der Abb. 4.15 ist ein klarer Unterschied zu erkennen. Da
sich die äquivalenten Momente der Apertur nur sehr umständlich numerisch bestimmen
lassen, ist es sinnvoll, stattdessen die äußeren Felder zu untersuchen.

Hier tritt das im Abschnitt 3.3.7 bereits geschilderte Problem der geringen Feldstärken,
die zurückgestreut werden, auf. Die in der Simulation und Realität auftretenden Streufel-
der werden vor allem durch Streuung der ebenen Welle an den Außenseiten des Resonators
erzeugt. Diese überlagern das Aperturfeld. Betrachtet man allerdings das äußere Feld ent-
lang einer symmetrischen Achse des Resonators und in einer Polarisation, die senkrecht
zur einfallenden Welle steht, kann der Einfluss der äußeren Streuung in der Simulation
reduziert werden, um das Modell zu validieren. In den Abb. 4.16 sind die x-Komponente
des elektrischen Feldes und die y-Komponente des magnetischen Feldes außerhalb des
Resonators nahe der vorderen Resonatorwand dargestellt. Auch wenn es eine grobe Über-
einstimmung zwischen beiden Methoden gibt, wird erneut klar, dass die Rückwirkung
durch elektrisch kleine Aperturen auf das äußere Feld zu gering ist, um verlässliche Aus-
sagen zur Validität der MSS für dieses Szenario zu treffen, was die Motivation für dieses
Kapitel der Arbeit noch einmal herausstellt.
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(a) Normalisiertes elektrisches Feld bei Pi,1
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(b) Normalisiertes magnetisches Feld bei Pi,2

Abbildung 4.14: Normalisierte Felder im Inneren eines mit einem offenen, elektrisch langen
Draht beladenen Resonators, erzeugt durch eine auf eine elektrisch kleine kreisförmige
Apertur einfallende ebene Welle. (a) x-Komponente des elektrischen Feldes bei Pi,1 und
(b) z-Komponete des magnetischen Feldes bei Pi,2.
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Abbildung 4.15: z-Komponente des magnetischen Dipolmoments der Apertur mit und
ohne Berücksichtigung des elektrisch langen Leiters im Resonator.

4.2.1.2 Anregung mittels Spannungsquelle

Das Setup bei einer Anregung durch eine ideale Spannungsquelle in der Mitte des Leiters
im Resonator ohne Apertur stellt ein verlustloses System dar. Dies führt insbesondere an
den Resonanzfrequenzen zu Konvergenzproblemen der MoM und der MSS. Um dennoch
mit geringem Aufwand eine Validierung durchführen zu können, wurde ein fiktives gering
verlustbehaftetes dielektrisches Medium angenommen mit ε = (1− j10−3)ε0. Bei beiden
Methoden kann dies schnell und einfach implementiert werden. Durch die auftretenden
Verluste bleibt die Lösung bei beiden Methoden konvergent und es kann ein Vergleich,
wie in der Abb. 4.17 zu sehen, angestellt werden.
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(a) Normalisiertes elektrisches Feld bei Po,2
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Abbildung 4.16: Normalisierte Felder außerhalb des Resonators, erzeugt durch eine auf ei-
ne elektrisch kleine Apertur einfallende ebene Welle. (a) x-Komponente des elektrischen
Feldes bei Po,2 und (b) y-Komponete des magnetischen Feldes bei Po,2.
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Abbildung 4.17: Eingekoppelter Strom in der Mitte eines elektrisch langen Leiters im
Inneren eines Resonators (vgl. Abb. 4.12 und Tab. 4.1) bei einer Anregung mittels
idealer Spannungsquelle in der Mitte des Drahtes.

4.3 Elektrisch langer Schlitz in der Resonatorwand

An dieser Stelle soll für den Fall des elektrisch langen Schlitzes noch einmal näher erläutert
werden, warum der Ansatz der Dualität (vgl. Abschnitt 2.4.4) mit dem elektrischen Leiter
gerechtfertigt ist. Am Anfang dieses Kapitels wurde die Möglichkeit der Repräsentation
einer Apertur durch Dipolmomente als Grundlage und Ausgangspunkt der Betrachtungen
festgehalten. Im Abschnitt 3.1.4 wurde diese Annahme auf ein theoretisches Fundament
gestellt. Dabei wurde klar, dass die Momente ihre Ursache in den Freiheitsgraden der
äquivalenten magnetischen Ströme (vgl. Abschnitt 2.4.1) haben.

Analog zu der in der Literatur üblichen Näherung eines dünnen Drahtes, kann im Fall eines
dünnen Schlitzes dann von einer auf der Symmetrie-Achse konzentrierten magnetischen
Stromdichte ausgegangen werden. Die Abb. 4.18 stellt das MSS Modell des elektrischen
Leiters dem des Schlitzes gegenüber, um die Dualität der Problemstellung zu veranschau-
lichen. Die dort dargestellten magnetischen Ströme, die den Schlitz in einer geschlossenen
Ebene repräsentieren, sind so zu bestimmen, dass sie die Randbedingungen (3.3b) erfül-
len. Ausgehend von der Geometrie, wie sie in der Abb. 4.19 zu sehen ist, können die am
Schlitz herrschenden Randbedingungen und die dazugehörige Integralgleichung dargestellt
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Abbildung 4.19: Beispielhafte Geometrie eines elektrisch langen Schlitzes in einer Reso-
natorwand.

werden als

H0
z +Hh

z = Hc
z (4.46)

2jωµH i
z +

(
∂2

∂z2 + k2
) Ls∫

0

GAm
h (z, z′)Jm

z (z′) dz′

= −
(
∂2

∂z2 + k2
) Ls∫

0

GAm
c (z, z′)Jm

z (z′) dz′ .

(4.47)

Für das Integral auf der linken Seite von (4.47) können mit (3.15) die selben Betrachtungen
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wie im Abschnitt 4.1 herangezogen werden, da hier die Wechselwirkungen zwischen der
Quelle und den Feldern im Halbraum, bzw. im Freiraum gelten. Auf der rechten Seite steht
die aus Abschnitt 3.3.1 bekannte Komponente der Greenschen Funktion für magnetische
Quellen im Resonator, die sich analog zu den Ausführungen aus Abschnitt 4.2 behandeln
lässt. Nach dem Übergang auf das diskrete Modell ergibt sich so

m̄ =
[[
GHm

h

]
+
[
GHm

c

]]−1
2H̄ i (4.48)

mit

1
2
[
GHm

h

]
= [g]−1 +

[
GHm

f,=
]

+
[
GHm

f,<r

]
(4.49)

für die Wechselwirkung mit dem Halbraum und den zusätzlichen Termen

[
GHm

c

]
= [g]−1 +

[
GHm

c,r

]
+
[
GHm

c,<r

]
, (4.50)

für die Wechselwirkung der Aperturquellen mit dem Resonator. Das Ergebnis (4.48) wird
im Abschnitt 4.3.1 am Beispiel einer konkreten Geometrie mit der Momenten-Methode
validiert. Es ist eine sehr gute Übereinstimmung zu erkennen. Hervorzuheben ist hier das
Potential der erheblichen Reduktion der Anzahl der Unbekannten. Während bei rein nu-
merischen Verfahren die gesamte Geometrie diskretisiert werden muss, was insbesondere
bei elektrisch großen und hochresonanten Systemen zu einer hohen Anzahl der nötigen
Unbekannten führt, liefert die MSS ein Verfahren, bei der nur die Aperturen diskretisiert
werden müssen. Zusätzlich kann durch die analytische Regularisierung auf jegliche nume-
rische Integration verzichtet werden, die bei üblichen Verfahren nötig ist, um die Elemente
der Systemmatrix zu bestimmen.

4.3.1 Validierung für die Felder

Für die Validierung der MSS für den elektrisch langen Schlitz in einem Resonatorgehäuse,
wurde eine Konfiguration gewählt, wie sie in Abb. 4.20 dargestellt ist. Dabei wurden
die Streufelder, die durch eine von außen einfallende ebene Welle durch den Schlitz in
der inneren und äußeren Region des Resonators erzeugt werden, über (4.48) berechnet
und mit Hilfe einer MoM-Simulation validiert. Die spezifischen Parameter der Berechung
können der Tabelle 4.2 entnommen werden. Die Wände des Resonators sind als perfekt
leitfähig angenommen und sind unendlich dünn. Das einfallende Feld ist in y-Richtung
polarisiert und breitet sich in x-Richtung aus. Die Amplitude des elektrischen Feldes ist
Ei
y.
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4.3 Elektrisch langer Schlitz in der Resonatorwand

Tabelle 4.2: Geometrische Parameter des geschlitzten Resonators
Parameter Werte in cm

(a, b, h) (30, 20, 40)

Pi,1 (9, 14, 32)

Pi,2 (23, 14, 22)

Po,1 (−50, 10, 20)

Po,2 (−5, 10, 20)

Ps (0, 8, 20.5)

L, a 11, 0.05

Ps

b a

h

kEi
Hi

Pi,1

Pi,2Pi,2

Po,1

Po,2

xyy

z

Abbildung 4.20: Geometrie des Resonatormodells für die MoM-Simulation. Die MSS
nimmt einen unendlich ausgedehnten Schirm in der yz-Ebene an. Die Werte der Para-
meter sind in Tab. 4.2 aufgeführt.

4.3.1.1 Felder im Inneren des Resonators

Für die Konfiguration aus Abb. 4.20 und den in Tabelle 4.2 zusammengefassten Werten
und den betrachteten Frequenzbereich von 0,4 GHz bis 2 GHz, wurde der Schlitz inN = 10
Elemente unterteilt. Die Abb. 4.21a zeigt die aus den ermittelten Streuquellen bestimmte
y-Komponente des elektrischen Feldes am Ort Pi,1, während die Abb. 4.21b die Ergebnisse
für die z-Komponente des magnetischen Feldes darstellt. In beiden Fällen demonstriert
ein Vergleich sowohl der Amplitude als auch der Phase der ermittelten Größen mit den
MoM-Ergebnissen die Validität der MSS für die Vorwärtsstreuung des Schlitzes.
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(b) Normalisiertes magnetisches Feld bei Pi,2

Abbildung 4.21: Normalisierte Felder im Inneren des Resonators, erzeugt durch eine auf
einen elektrisch langen Schlitz einfallende ebene Welle. (a) y-Komponente des elektri-
schen Feldes bei Pi,1 und (b) z-Komponete des magnetischen Feldes bei Pi,2.
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4.3 Elektrisch langer Schlitz in der Resonatorwand

4.3.1.2 Felder außerhalb des Resonators

Da die äußere Streuung der ebenen Welle am Resonator, insbesondere an den Resonator-
kanten, durch die MSS nicht berücksichtig werden kann, gleichzeitig aber zwangsläufig in
den MoM-Simulationsergebnissen enthalten ist, ist ein direkter Vergleich schwierig. Eine
Möglichkeit, die externe Streuung des Resonators zu unterdrücken, ist, einen Observa-
tionspunkt für die gestreuten Felder entlang einer Symmetrie-Achse des Resonators zu
wählen. Die beiden Raumpunkte für das äußere gestreute Feld sind durch die Tabelle 4.2
und die Abb. 4.20 gegeben. Die Felder der MSS-Ergebnisse wurden aus den mit (4.48)
bestimmten Quellen mit Hilfe der Gleichungen (3.86) bestimmt.

Da das einfallende Feld in y-Richtung polarisiert ist, kann angenommen werden, dass die
x-Komponente des gestreuten Feldes an diesen Punkten nur durch die Streuung am Schlitz
erzeugt werden. Die Ergebnisse sind in den Abb. 4.22 dargestellt. Die Abbildung 4.22a
zeigt einige Abweichungen zwischen den Ergebnissen der MSS und MoM. Hier wurden die
Felder am Punkt Po,1 ausgewertet, was einer Entfernung von 0,5 m von der geschlitzten
Frontseite entspricht. Ein Vergleich mit der Abb. 4.22b zeigt wesentlich weniger Abwei-
chungen. Dies führt zu dem Schluss, dass die externe Streuung an den Kanten des Resona-
tors, die bei größerer Entfernung von der Frontseite einen ausgeprägteren Einfluss auf das
Gesamtfeld haben, als Ursache für die Abweichungen in Abb. 4.22a identifiziert werden
kann. Die Annahme eines unendlich ausgedehnten Schirmes, wie sie bei der MSS vorge-
nommen wird, ist bei Abständen, die klein gegenüber der Abmessungen der Frontseite
sind, eher zutreffend als bei in diesem Maßstab großen Entfernungen.

4.3.1.3 Fernfelder des Schlitzes

Da das gesamte gestreute Feld die Summe des Fernfelds des Schlitzes

Es
φ = η0H

s
θ = η0k

2 sin θs

2πr

N∑

n

mz,ne−jkzn cos θs (4.51)

und des Resonators ist (vgl. (4.39a)), ist eine Validierung für dieses Scenario nicht trivial,
da die MSS die äußere Streuung nicht abbilden kann, während diese in der MoM zwangs-
läufig enthalten ist. Um dennoch einen Vergleich zu ermöglichen, wird zusätzlich zur
Geometrie aus Abb. 4.20 ein Resonator ohne Apertur simuliert. Anschließend können die
jeweiligen Fernfelder verglichen werden, wie in den Abb. 4.23 für verschiedene Streuwinkel
dargestellt ist. Unter Vernachlässigung der Kopplung des Schlitzes und des Resonators in
der äußeren Region kann die Differenz der jeweiligen mit der MoM bestimmten Fern-
felder zur Validierung der durch die MSS bestimmten Fernfelder des Schlitzes genutzt
werden. Dazu ist in den Abb. 4.24 die monostatische RCS des Schlitzes für verschiedene
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(a) Normalisiertes elektrisches Feld weit entfernt von der Frontseite bei Po,1
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(b) Normalisiertes elektrisches Feld nah der Frontseite bei Po,2

Abbildung 4.22: x-Komponente des normalisierten elektrischen Feldes außerhalb des Reso-
nators, erzeugt durch eine auf einen langen Schlitz in y-Richtung polarisierte einfallende
ebene Welle. (a) zeigt das Feld bei Po,1 weit entfernt von der geschlitzten Frontseite.
(b) zeigt das Feld bei Po,2 nahe der Frontseite.
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Abbildung 4.23: Fernfelder eines geschlitzten und ungeschlitzten Resonators für verschie-
dene Streuwinkel, berechnet mit der MoM. Die Differenz beider Felder approximiert
das Fernfeld des Schlitzes und dient als Validierung der MSS in Abb. 4.24.
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Abbildung 4.24: Monostatische RCS des Schlitzes in einem Resonator. Es wurden nur
die Streufelder des Schlitzes berücksichtigt und validiert durch die Differenz der in
Abb. 4.23 gezeigten Fernfelder für den geschlitzten und ungeschlitzten Fall.

Streuwinkel dargestellt. Die Ergebnisse zeigen eine annehmbare Übereinstimmung, wobei
die Abweichung auf die Approximation der MoM-Referenz zurückzuführen sind. Um die
Abhängigkeit vom Streuwinkel deutlicher darzustellen, wurde an dieser Stelle der unter-
suchte Frequenzbereich auf 4 GHz erweitert, so dass auch die zweite Eigenresonanz des
Schlitzes angeregt wird. Bei der MSS wird dies einfach durch eine Erhöhung der Anzahl
der Unbekannten auf N = 20 erreicht. Beachtenswert ist, dass die RCS bei θi = 50° und
f = 2,5 GHz größer ist als bei θi = 90° bei der selben Frequenz. Diese Beobachtung führt
zu der These, dass bei Frequenzen jenseits der ersten Resonanzfrequenz die Annahme
eines worst-case-Szenarios durch eine zur Apertur normalen Einfallsrichtung nicht immer
berechtigt ist.
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LS
PSPS

LD

b a

h

kEi
Hi

xyy

z

Abbildung 4.25: Beispielhafte Geometrie eines elektrisch langen Schlitzes in einem Reso-
nator in dessen Inneren ein elektrisch langer Draht mit offenen Enden vorliegt.

4.4 Elektrisch langer Schlitz mit elektrisch langem Draht im
Resonator

Nun soll die MSS genutzt werden, um den Einfluss elektrisch großer Strukturen im Inne-
ren des Resonators auf das externe Streufeld der Apertur zu berechnen. In den Abschnit-
ten 3.3.7 und 4.2.1.1 wurden bereits ähnliche Untersuchungen angestellt. Die Ergebnisse
dort haben gezeigt, dass der Einfluss durch die Einschränkung auf elektrisch kleine Aper-
turen sehr gering ist und durch einen Vergleich mit entsprechenden MoM-Ergebnissen nur
begrenzt validiert werden konnte. Die Verallgemeinerung auf elektrisch große Aperturen
lässt nicht nur eine stärke Kopplung der internen und externen Felder, sondern auch einen
stärkeren Einfluss einer Beladung erwarten. In der Abb. 4.25 ist eine beispielhafte Geo-
metrie dargestellt. Um das dort dargestellte Streu-Problem zu lösen, kann wie zuvor im
Abschnitt 3.4.2 für elektrisch kleine Streuer, die Erfüllung der Randbedingungen

am Schlitz H0
z +Hh,S

z = Hc,S
z +Hc,D

z (4.52)
und am Draht Ey = 0 = Ec,S

y + Ec,D
y . (4.53)

für die elektrisch großen Streuer gefordert werden. So ergeben sich die beiden gekoppelten
Integral-Differenzialgleichungen

2jωµH i
z(z)+

(
∂2

∂z2 + k2
) ∫

Schlitz

GAm
h (z, z′)Jm

z (z′) dz′

= −
(
∂2

∂z2 + k2
) ∫

Schlitz

GAm
c (z, z′)Jm

z (z′) dz′ + jωµHc,D
z (z)

(4.54a)
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und
(
∂2

∂y2 + k2
) ∫

Draht

GAe
c (y, y′)Je,y(y′) dy′ = −jωεEc,S

y (y) (4.54b)

mit

Hc,D
z (z) =

∫

Draht

(
G

He

c

)

zy
Je,y(y′) dy′ , (4.54c)

Ec,S
y (y) =

∫

Schlitz

(
G

Em

c

)

yz
Jm,z(z′) dz′ . (4.54d)

Mit den Ausführungen in den Abschnitten 3.4.2, 4.2 und 4.3 lässt sich aus (4.54) eine
Matrixgleichung mit der Struktur


−H̄

i
z

0


 =


 [GS] [GS,D]

[GD,S] [GD]




m̄z

p̄y


 (4.55)

konstruieren, deren Lösung die äquivalenten Quellen des Schlitzes und des Drahtes liefert.
Dabei ist [GS] eine Untermatrix, die die Wechselwirkung des Schlitzes mit sich selbst bein-
haltet und der Gesamtmatrix aus (4.48) entspricht, während [GD] durch (4.44) bestimmt
wird. Die antidiagonalen Untermatrizen stellen die Kopplung beider Strukturen über die
Felder dar, die mit (4.54c) und (4.54d) bestimmt werden.

4.4.1 Validierung und Einfluss der Beladung auf die inneren und äußeren Felder

Um die MSS auch für dieses komplizierter gestellte Problem zu validieren, wird die Geo-
metrie aus Abb. 4.25 mit den Parametern aus Tab. 4.3 in [Hyp17] erstellt und simuliert.
Als Anregung dient wie zuvor eine senkrecht zum Schlitz einfallende Welle, deren magne-
tisches Feld tangential zum Schlitz polarisiert ist und die Amplitude η−1

0 V/m aufweist.
Zuerst wird der im Leiter eingekoppelte Strom mit den Ergebnissen der MoM vergli-
chen. In Abb. 4.26 ist der Betrag und die Phase dargestellt. Es ist eine insgesamt gute
Übereinstimmung festzustellen. Lediglich bei der Schlitz- bzw. Leiterresonanz bei etwa
1,3 GHz sind Abweichungen zu erkennen, die vermutlich auf geringe Phasenabweichungen
zurückzuführen sind.

Da mit der Lösung von (4.55) alle gesuchten Quellen bekannt sind, können mit (3.83)
die Felder im Inneren des Resonators bestimmt werden. In der Abbildung 4.27 ist die
y-Komponente des elektrischen Feldes am Ort Pi,1 und die z-Komponente des magneti-
schen Feldes am Ort Pi,2 dargestellt. Auch hier ist eine insgesamt gute Übereinstimmung
zwischen der MSS und der MoM zu erkennen. Zusätzlich ist das Feld dargestellt, dass
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Tabelle 4.3: Geometrische Parameter des geschlitzten Resonators mit Beladung (vgl.
Abb. 4.25).

Parameter Werte in cm

(a, b, h) (30, 20, 40)

Pi,1 (9, 14, 32)

Pi,2 (23, 14, 22)

Po (−5, 10, 20)

Ps (0, 8, 20.5)

Parameter Werte in cm

Ls, as 11, 0.05

PD,1 (17 2,5 11)

PD,2 (17 13,5 11)

LD 11

aD 0, 01
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Abbildung 4.26: Eingekoppelter Strom in der Mitte eines elektrisch langen Leiters im
Inneren eines Resonators bei einer Anregung mittels eines elektrisch langen Schlitzes in
der Resonatorwand (vgl. Abb. 4.25 und Tab. 4.3).

sich ohne den Draht ergibt, um dessen Einfluss auf Feldverteilung exemplarisch heraus-
zustellen.Um den Einfluss auf die äußeren Nahfelder zu untersuchen, kann (3.86) genutzt
werden. Es gelten weiterhin die Einschränkungen bezüglich der externen Streuung des
Resonators, wie sie in den Abschnitten 4.3.1.2 und 4.3.1.3 beschrieben sind. Auf Basis
der dort diskutierten Methoden der Separierung der äußeren Streuung des Schlitzes und
des Resonators ist in der Abb. 4.28 die x-Komponente des elektrischen Feldes am Ort Po

(vgl. Tab. 4.3) dargestellt. Als Gegenüberstellung ist zusätzlich das elektrische Feld nahe
des Schlitzes dargestellt, falls sich kein Leiter im Inneren des Resonators befindet. Die
Übereinstimmung ist gut. Gegenüber den Ergebnissen der MSS ohne Beladung sind z. B.
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(a) Normalisiertes elektrisches Feld bei Pi,1
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(b) Normalisiertes magnetisches Feld bei Pi,2

Abbildung 4.27: Normalisierte Felder im Inneren eines mit einem elektrisch langen Draht
beladenen Resonators, erzeugt durch eine auf einen elektrisch langen Schlitz einfallende
ebene Welle. (a) y-Komponente des elektrischen Feldes bei Pi,1 und (b) z-Komponete
des magnetischen Feldes bei Pi,2.
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Abbildung 4.28: x-Komponente des normalisierten elektrischen Feldes außerhalb eines
beladenen Resonators, erzeugt durch eine auf einen langen Schlitz in y-Richtung pola-
risierte einfallende ebene Welle.

bei 1,2 GHz und 1,55 GHz neue Resonanzen und Resonanzverschiebungen zu erkennen,
die durch den inneren Leiter hervorgerufen werden. Um diesen Einfluss auch im Fernfeld
nachzuweisen, können die mit (4.55) bestimmten äquivalenten Quellen des Schlitzes ge-
nutzt werden, um das Fernfeld nach (4.51) zu bestimmen. Die Ergebnisse dazu und ein
Vergleich mit der Momentenmethode, sowie einer Darstellung der Ergebnisse ohne den
inneren Leiter sind in den Abb. 4.29 zu sehen. Dort wurden die Darstellungen aufgrund
der Winkelabhängigkeit der Schlitzstreuung bei hohen Frequenzen, der Frequenzbereiche
bis 4 GHz in mehrere Abbildungen aufgeteilt, um den Einfluss der Beladung noch erken-
nen zu können. Es wird an vielen Stellen deutlich, dass dieser durch die MSS korrekt
dargestellt wird.
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Abbildung 4.29: Monostatische RCS des Schlitzes in einem beladenen Resonator bei ver-
schiedenen Streuwinkeln und verschiedenen Frequenzbereichen. Der Einfluss der Bela-
dung auf die Rückstreuung ist insbesondere nahe 1,2 GHz durch neu auftretende Reso-
nanzen gut zu erkennen.
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4.5 Vergleich des Berechnungsaufwandes

Für die einzelnen Validierungen der MSS mit der MoM in diesem Kapitel wurden zwei
Geometrien untersucht. In einem ersten Schritt wurde der Draht im Freiraum untersucht.
Die genauen Parameter des Beispiels sind im Abschnitt 4.1.5 dargestellt. In der Tabelle 4.4
wird die gemessene Zeit, die für das Aufstellen und Lösen des Gleichungssystems nötig
war, zusammen mit der notwendigen Anzahl der Unbekannten dargestellt. Dabei wurden
die untersuchten Frequenzbereiche stets an 500 Einzelfrequenzen berechnet. Die Berech-
nungen für beide Methoden wurden auf einer Intel®Core™i7-4790 CPU mit 4 Kernen,
taktend mit 3,6 GHz und einem Arbeitsspeicher von 16 GB RAM durchgeführt. Die MSS
benötigt circa ein Fünftel der Zeit bei einer gleichen Anzahl von Unbekannten. Die Haupt-
ursache dieser Zeitdifferenz liegt in den unterschiedlichen Verfahren zur Bestimmung der
Matrixelemente.

Ein weiterer Aspekt ist die relativ einfache Implementation von vom Freiraum abwei-
chender Abstrahlungsumgebungen in der MSS. Die Repräsentation durch die Greensche
Funktion führt zu einer extremen Verringerung der nötigen Unbekannten für Betrachtun-
gen in kanonischen Geometrien wie dem Hohlquader.

Zusätzlich zu den Vergleichen unter realistischen Anwendungsbedingungen wurde eine
Studie zum Vergleich der numerischen Komplexität der MSS und der MoM-Implemen-
tation auf Basis der benötigten Rechenzeiten bei einer veränderlichen Anzahl der Unbe-
kannten für das Szenario des Drahtes im Freiraum durchgeführt. Die Ergebnisse sind in
Abb. 4.30 dargestellt. Es wurde die Zeit gemessen, die für das einmalige Aufstellen und Lö-
sen des Gleichungssystems nötig war, d. h. für lediglich einen Frequenzpunkt. Bei kleinen
Zeiten und wenigen Unbekannten treten einige Schwankungen auf, die auf Hintergrund-
prozesse des genutzten Computersystems zurückzuführen sind. Ab etwa 30 Unbekannten
können verlässliche Daten interpretiert werden. Es zeigt sich, dass die MSS wesentlich
weniger Zeit benötigt. Gleichzeitig wird mit zunehmender Anzahl der Unbekannten der
Abstand zur MoM geringer. Dies ist durch die vergleichsweise einfache Implementation der
MSS in der Softwareumgebung MATLAB [TM15] bedingt. Hier ist ein großes Potential
zur numerischen Optimierung der MSS zu erwarten.
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4 Elektrisch große Aperturen

Tabelle 4.4: Vergleich des Berechnungsaufwandes zwischen MoM und MSS für die unter-
suchten Geometrien

Geometrie Methode Anzahl Unbekannter Dauer

Freiraum MSS 200 8 s
FEKO 200 37 s

Resonator MSS 10 6 s
FEKO 13 419 10,3 h

101 102 103 104

10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

Anzahl Unkannter, N

Ze
it,

t
[s]

MSS
MoM

Abbildung 4.30: Der Berechnungsaufwand der MSS gegenüber der MoM-Implementation
[Hyp17].
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5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit noch einmal zusammen-
hängend dargestellt, um anschließend eine Einschätzung abzugeben, ob und in welchem
Umfang die beiden Fragestellungen aus dem Abschnitt 1.3 beantwortet werden konnten.
Neben einer ausführlichen Darstellung der schrittweisen Entwicklung eines möglichst all-
gemeinen Modells wird ein Ausblick auf vielversprechende Möglichkeiten der Anwendung
der entwickelten Methode gegeben. Abschließend werden eine Reihe von Thesen formu-
liert, die auf den Erkenntnissen dieser Arbeit beruhen und den wissenschaftlichen Diskurs
anregen sollen.

5.1 Ergebnisse

Im Kapitel 3 werden die in der Literatur verfügbaren Modelle zur Aperturkopplung ana-
lysiert und für die Anwendung auf die Fragestellungen in dieser Arbeit umformuliert.
Ausgangspunkt ist dabei die Bethe-Theorie, die in dem Abschnitt 3.1 und den unterge-
ordneten Abschnitten erläutert und mit den im Kapitel 2 gegeben Mitteln nachvollzogen
wird. Übernommen wird insbesondere die Repräsentation der elektrisch kleinen Apertur
durch ein Set von Dipolmomenten. Dabei wird auch die Verletzung der Energieerhaltung,
die sich als Folge einer strikten Anwendung der Bethe-Theorie ergibt, untersucht. Im Ab-
schnitt 3.2 wird gezeigt, dass die Methode der analytischen Regularisierung als Alternative
zur Methode der Reaktionsfelder aus der Literatur dienen kann, um die Verletzung dieses
physikalischen Grundprinzips zu verhindern.

Als nächster konsequenter Schritt wird die Regularisierung für die Greensche Funktion des
quaderförmigen Hohlraumresonators erläutert, um so eine Erweiterung der Bethe-Theo-
rie für die Kopplung unterschiedlicher Abstrahlungsumgebungen zu entwickeln. Sobald
das erste analytische Modell der Aperturkopplung vorliegt, wird es mit Hilfe numerischer
Verfahren verifiziert. Dabei wird Software zur Vollwellensimulation nach dem FDTD-Ver-
fahren im Zeitbereich und nach der MoM im Frequenzbereich eingesetzt. Es werden die
durch die Apertur erzeugten inneren und äußeren Felder bestimmt und verglichen. Wäh-
rend für die Felder im Inneren eine gute bis sehr gute Übereinstimmung gefunden wird, ist
eine Validierung der äußeren Felder aufwendiger, da das entwickelte analytische Modell
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5 Zusammenfassung

die äußere Streuung elektromagnetischer Wellen an dem Resonator nicht berücksichtigen
kann.

Die analytischen Apertur-Modelle in dieser Arbeit nehmen stets eine unendlich ausge-
dehnte Ebene in der Apertur-Front an. Die numerischen Simulationen enthalten diese
äußere Wechselwirkung jedoch, so dass die Felder der Apertur erst extrahiert werden
müssen. Hinzu kommt, dass die Abstrahlung der elektrisch kleinen Apertur in der äu-
ßeren Region aufgrund der geringen Güte in dieser Region äußerst gering ist und von
der um mehrere Größenordnungen größeren äußeren Streuung der Anregung überlagert
wird. Entsprechender Weise wäre auch die Messung des rückgestreuten Feldes der Apertur
sehr schwierig. Anderseits konnte nachgewiesen werden, dass das entwickelte, analytische
Modell die inneren Hohlraumresonanzen im äußeren Feld korrekt darstellt.

Dies motiviert die Verallgemeinerung des Modells auf elektrisch große Aperturen. Das
Ergebnis der in Kap. 4 dargestellten Überlegungen ist ein neues Verfahren zur approxima-
tiven Lösung der Feldintegralgleichungen eines dünnen, geraden und endlichen Schlitzes
oder elektrischen Leiters in verschiedenen Abstrahlungsumgebungen. Das Verfahren, das
in der Arbeit mit der Methode der kleinen Streuer (engl. Method of the Small Scatterer
(MSS)) bezeichnet wird, repräsentiert in Anknüpfung an das analytische Modell für die
kleine Apertur die elektrisch großen Strukturen als ein Satz von Dipolmomenten.

Die Überwindung der Einschränkung des analytischen Modells auf elektrisch kleine Struk-
turen ermöglicht auch eine weniger eingeschränkte Validierung mit Hilfe der MoM, da die
Kopplung stärker ist und so die Simulationsergebnisse nicht am Rand des numerischen
Rauschens liegen. Die Vergleiche zeigen, dass die MSS für die untersuchten Geometrien
der MoM nahezu äquivalente Ergebnisse liefert. Die MSS ist insofern ein numerisches
Verfahren, als dass sie eine zu invertierende Systemmatrix mit der Größe der Anzahl
der Unbekannten liefert. Sie nutzt dabei ein ähnliches Diskretisierungsverfahren wie die
MoM. Der entscheidende Unterschied ist, dass alle Matrixelemente der MSS analytisch
bestimmt werden. Für den Fall eines Drahtes im Freiraum reduziert sich damit der nötige
Rechenaufwand im Vergleich zur MoM circa um den Faktor 5, wie anhand eines Beispiels
gezeigt wurde.

Für den Fall eines Schlitzes in einer Resonatorwand beträgt der Faktor sogar 6000, da
bei der MSS nur die Apertur diskretisiert werden muss, während bei der MoM die gesam-
te Geometrie berücksichtigt werden muss. Auf diese Weise kann mit stark reduziertem
Berechnungsaufwand der Einfluss der inneren Beladung eines Resonators auf das äuße-
re Feld bestimmt werden, wie in Kapitel 4 detailliert erläutert und demonstriert wurde.
Damit stellt die MSS zusammen mit dem Modell für elektrisch kleine Aperturen aus Kapi-
tel 3 das Erreichen des 1. Zieles dieser Arbeit dar, nämlich das Auffinden einer kompakten
analytischen Beschreibung der Aperturkopplung zwischen verschiedenen Umgebungen.
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5.2 Ausblick

Das Erreichen des 2. Ziels, nämlich das Ziehen von Rückschlüssen auf die innere Beladung
des Resonators durch die Messung des rückgestreuten Feldes, ist insbesondere durch die
Ausführungen und beispielhaften Ergebnisse in den Abschnitten 4.3 und 4.4 erreichbar,
denn dort wird gezeigt, dass und wie sich das gestreute Feld durch eine Beladung ver-
ändert, z. B. durch zusätzliche Resonanzen. Es ist somit gezeigt, dass das äußere Feld
Informationen über die innere Struktur des Resonators enthält. Diese Informationen kön-
nen durch eine Messung des Fernfeldes der angeregten Struktur und eine anschließende
Extraktion der Resonanzstellen extrahiert werden.

5.2 Ausblick

Insbesondere die MSS zeigt vielversprechende Ergebnisse. In ihrem Rahmen wird das Ver-
fahren der Regularisierung zur Extraktion der Singularität für kleine Abstände verwendet.
Anschließend kann eine analytische Lösung des extrahierten Anteils gefunden werden, die
dann durch eine Diskretisierung an die tatsächliche Lösung approximiert werden kann.
Es sollte untersucht werden, ob und in wieweit das Verfahren auch für beliebig geformte
Schlitze oder Leiter Anwendung finden kann.

In die analytische Lösung des extrahierten Anteils fließen die Randbedingungen an den
Enden des Schlitzes oder der Leitung ein. Bisher ist diese Randbedingung, dass der ma-
gnetische oder elektrische Strom dort verschwinden muss. Die Lösung kann auch für be-
liebige Randbedingungen verallgemeinert werden, so dass z. B. auch Kombinationen von
Schlitzen und Leitern betrachtet werden können.

Weiterhin ist eine Verallgemeinerung für zweidimensionale Strukturen denkbar. Voraus-
setzung dafür ist die Existenz einer analytischen Lösung des extrahierten Anteils einer
solchen Geometrie. Bisher wurde ausschließlich der quaderförmige Hohlraumresonator be-
trachtet. Sofern eine Regularisierung erreicht werden kann, können auch andere relevante
Abstrahlungsumgebungen, wie z. B. ein Hohlzylinder mit Aperturen, leicht berücksichtigt
werden.

Die Fernfelder, die mittels der MSS oder durch Messung gewonnen werden, können mit-
hilfe der Singularity Expansion Method (SEM) hinsichtlich der komplexen Polstellen des
inneren und äußeren Systems untersucht werden [BGT12; CBS10]. Die Position dieser
Polstellen in der komplexen Ebene hängen bekannterweise von der Geometrie des Sys-
tems, jedoch nicht von der Anregung ab. Auf diese Weise könnte eine Verbindung der
MSS und der SEM eindeutige Fingerabdrücke in Form von Gruppen an Polstellen liefern,
die weitere Einsichten zur gegebenen Fragestellung erlauben.
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5 Zusammenfassung

5.3 Thesen

1. Existiert eine analytische Lösung für die Verteilung der Stromdichte eines beliebi-
gen Objektes unter quasistatischen Bedingungen, können auch die Abstrahlung und
rückwirkende Feldeffekte ohne numerische Integration zur Bestimmung der Matrix-
elemente untersucht werden.

2. Der Formalismus der dyadischen Greenschen Funktionen ist die einfachste Darstel-
lung der Wechselwirkung zwischen elektromagnetischen Quellen und Feldern.

3. Die quasistatische Betrachtung eines elektromagnetischen Problems kann auch als
Nächster-Nachbar-Approximation verstanden werden. Unter dieser Voraussetzung
ist eine Verallgemeinerung der MSS auf beliebig geformte dünne Leiter möglich.
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