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Kurzfassung

Kabel und Leitungen spielen eine wichtige Rolle bei der Beurteilung der EMV und Signal-
integritdt von technischen Systemen. Betrachtet man dabei reale technische Systeme, so stellt
man fest, dass die dort verwendeten Kabelbdume aus ungleichférmigen Leitungsstrukturen
bestehen. Diese Ungleichférmigkeiten fithren zu Unterschieden des Ubertragungsverhaltens
im Vergleich zum Fall gleichférmiger Leitungen. Bei der Behandlung solcher ungleichférmi-
gen Leitungen entstehen Leitungsgleichungen, die nicht mehr mit den klassischen Verfahren
gelost werden konnen.

In dieser Arbeit werden Methoden vorgestellt, mit denen die Leitungsgleichungen fiir un-
gleichformige Mehrfachleitungen gelost werden konnen. Dabei werden neben analytischen
Verfahren, wie Reihenentwicklungen und Diagonalisierungsverfahren, auch numerische Ver-
fahren behandelt. Fiir die verschiedenen Verfahren werden geschlossene Formeln fiir den
Matrizanten (Fundamentallosung) und die dquivalenten Quellen angegeben. Zur Verwen-
dung der Ergebnisse in Netzwerkdarstellungen sind Transformationsvorschriften zu Streu-,
Propagations- und Admittanzmatrizen beigefiigt.

Fiir die Anwendung der deterministischen Verfahren miissen die exakten geometrischen Posi-
tionen der einzelnen Adern entlang des Kabelbaumes bekannt sein. In der Mehrzahl der Fille
sind diese Daten aber nicht bekannt und unterliegen groften Fertigungstoleranzen. Dies fiihrt
zu stochastischen Schwankungen tiber einer Produktionsserie. Hier wird ein Markov-Modell
fiir eine zufallig gefiihrte, ungleichférmige Mehrfachleitung entwickelt, welches es ermdoglicht,
die ersten und zweiten stochastischen Momente analytisch zu berechnen. Auf deren Basis
konnen die Mittelwerte und (Ko)-Varianzen abgeleiteter Grofen, wie Spannungen, Stréme
oder Streuparameter, angegeben werden.

Schlagworte ungleichformige Leitung, zuféllig gefiihrte Mehrfachleitung, elektromagneti-
sche Topologie, Leitungsnetzwerke
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Abstract

Multiconductor transmission lines have an important influence on the electromagnetic com-
patibility (EMC) and signal integrity of complex technical systems. In real life systems most
of these cables are nonuniform. These nonuniformities lead to differences if compared to
the properties of a uniform transmission line. This thesis describes numerical and semi-
analytical methods to solve the transmission line equation for nonuniform lines which is a
non-homogeneous system of first order differential equations with non-constant parameters.
Formulas are given to obtain the matrizant (product integral) and the equivalent source
vector. Transformations to scattering, propagation and admittance matrices are formulated
to use the results in network descriptions of complex cable harnesses. But for the application
of these deterministic methods the geometric positions of all wires along the cable tube must
be known. In the majority of cases these data are not available and may significantly vary
along the cable tube and between samples of a production series. These variations lead to
deviation of transmission and EMC characteristics if compared to an ideal, deterministic
situation. In this thesis a Markov-model for a random multiconductor transmission line is
presented. For this model the first and second stochastic moments of voltages and currents
can be analytically calculated. On the basis of these moments the expected values, standard
deviations and covariances of (interference) voltages and currents or scattering parameters
can be computed.

Keywords nonuniform transmission line, random transmission line, electromagnetic topo-
logy, transmission line network
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Symbole und Formelzeichen

Matrix
Supermatrix 1. Ordnung — Matrix bestehend aus Blockmatrizen

Supermatrix 2. Ordnung — Matrix bestehend aus blockweise angeor-
deneten Supermatrizen 1. Ordnung

Vektor

Supervektor 1. Ordnung

Supervektor 2. Ordnung

Element (i,j) der Matrix oder Supermatrix

Spannungsvektor

Stromvektor

hin- bzw. riicklaufender Wellenvektor auf einer Leitungsstruktur
ein- bzw. auslaufender Wellenvektor zur Definition der Streuparame-
ter

hin- bzw. riicklaufender Wellenvektor eines tubes im Sinne der elektro-
magnetischen Topologie — Im Gegensatz zur herkommlichen Definiti-
on der Wellengrofen auf Leitungstrukturen ist die Laufrichtung des
riicklaufenden Wellenvektors positiv festgelegt.

Normalisierungsimpedanzmatrix,
Wellenwiderstandsmatrix einer Mehrfachleitung
Admittanzsupermatrix einer Leitungsstruktur
Propagationssupermatrix einer Leitungsstruktur
Streusupermatrix einer Leitungsstruktur

lingenbezogene Liangsimpedanzmatrix Z' = R’ + jwL’
lingenbezogene Queradmittanzmatrix Y' = G’ + jwC’
Matrix des Widerstandsbelages einer Mehrfachleitung
Matrix des Induktivitiatsbelages einer Mehrfachleitung
Matrix des Leitwertbelages einer Mehrfachleitung
Matrix des Kapazitéitsbelages einer Mehrfachleitung

Parameter fiir den Ausbreitungsweg entlang der Leitungsstruktur

11



Symbole und Formelzeichen

20
ZL
nr

Var {z}

Anfang der Leitung

Ende der Leitung

Anzahl der Adern in der Leitungsstruktur (ohne Referenz)
Dimension einer Matrix, eines Problems

Supervektor der unbekannten Gréfsen in der entsprechenden Formu-
lierung der Leitungsgleichungen

Supervektor der verteilten Quellgrofen

Parametersupermatrix in der Formulierung der Leitungsgleichungen
beziiglich der Groken z

Matrizant (Propagator) von Punkt zy bis 2’ in der Formulierung der
Leitungsgleichungen fiir die Grofen x

Matrizant fiir die gesamte Leitung in Wellendarstellung bzw.
Spannungs-Strom-Darstellung

Blockmatrix (Teilmatrix) der Dimension (nz,7n;) von M bzw. M
— erster Zeilenblock in der zweiten Blockspalte
Einheitsmatrix

Matrixexponentialfunktion

Matrix Norm

oo-Norm

2-Norm

Spur der Matrix A

direkte Summe der Matrizen A und B

direkte Summe der Matrizen A; ... Ay
Kronecker-Produkt der Matrizen A und B
transponierter Vektor, transponierte Matrix
Umordnen der Matrix A zu einem Spaltenvektor

absoluter Fehler, Abweichung der Approximation vom wahren Wert
absolutes Genauigkeitsmafs

relative Genauigkeitsmafs

Maximum

Supremum

Realteil einer komplexen skalaren Grofe oder Matrix
Iméginarteil einer komplexen skalaren Groke oder Matrix

zufillige Groke x, der Wert der Variablen 2 unterliegt zufilligen An-
derungen

Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung von x

Erwartungswert von z

Varianz der Grofse x
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Cov{z,y},Cry
Og

Ula, b]

Nlu, 0]

Kovarianz der Grofen z und y

Standardabweichung der Grofe x

Gleichverteilung im Intervall [a,b]

Normalverteilung mit dem Mittelwert g und der Standardabwei-
chung o bzw. Varianz o2

Fehlermatrix des Vektors x
Fehlermatrix der Matrix A, ist identisch mit V (colvec (A))
Jacobi-Matrix

diskreter Markov-Prozess iiber z

moglicher Zustand des Markov-Prozesses

Anzahl der verschiedenen moglichen Zustande e,

Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses e
Ubergangsrate des Markov-Prozesses vom Zustand ¢ zu Zustand p
Matrix der Ubergangsraten

Kurznotation fir P{x =%,z = 2'|m(z) = ¢,}

bedingte Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung iiber den Vektorraum
von x unter der Bedingung, dass an der Stelle z = 2’ das Ereignis ¢,
eintritt

Volumenelement im Vektorraum von x um den Punkt x'(z) unter der
Bedingung, dass m(z) = e,
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Kapitel 1

Motivation und Einleitung

Die Anzahl der elektrischen und elektronischen Komponenten in industriellen Produkten,
Geréten und Anlagen nahm in den letzten Jahrzehnten kontinuierlich zu. Da sich im Um-
feld von technischen Einrichtungen somit immer mehr solcher Komponenten konzentrieren
und Informationen austauschen, kommt der Elektromagnetischen Vertraglichkeit (EMV) als
Produkteigenschaft eine zunehmende Bedeutung zu.

Die Tendenz zu steigenden Arbeitsfrequenzen, zu wachsender Kommunikation — sowohl
drahtgebunden als auch drahtlos — und die zunehmende Verkleinerung elektronischer Struk-
turen tragen zur Verstiarkung dieses Trends bei.

Durch die steigende Anzahl der verbauten Komponenten wird die EMV-Analyse des Ge-
samtsystems erschwert. Zum einen beeinflussen sich immer mehr Teilsysteme gegenseitig,
andererseits ist eine steigende Anzahl von Verbindungsstrukturen fiir die Informations- und
Energieiibertragung notwendig.

So bestand beispielsweise das Bordnetz des VW Kaéfers in den 50er Jahren aus einem Kabel-
baum mit 9 Adern bei einer Gesamtlinge von 4 m (siche Abbildung [1.1)). Heutzutage findet
man in einem Mittelklassewagen in etwa zweitausend Leitungsadern mit einer Gesamtlan-
ge von ca. 4 km. An diesem Kabelbaum — oder besser Netzwerk von Kabelbdumen — sind
bereits heute bis zu 80 elektronische Steuergerite angeschlossen. Einen Eindruck verschafft
die dreidimensionale Darstellung in Abbildung[1.2] Man erwartet einen weiteren Anstieg bis
zum Jahr 2010 um 15 bis 30 Prozent. Dies stellt die EMV und insbesondere deren Analyse
vor neue Anforderungen.

Eine weitere Herausforderung ist die Virtualisierung des klassischen Entwicklungsprozesses.
Bei den heutzutage zur Verfiigung stehenden Produktentwicklungszeiten ist es nicht mog-
lich, mit der Losung der EMV-Problematik bis zur Erstellung eines Prototypen zu warten.
Vielmehr muss auf die EMV im Designprozess eingegangen werden. Dazu ist eine numerische
EMV-Analyse bzw. Simulation nétig.

Fiir die Beurteilung der Elektromagnetischen Vertraglichkeit von Systemen und Anlagen ist
es extrem wichtig zu wissen, wie die Verbindungsstrukturen das elektromagnetische Verhal-
ten beeinflussen, sowohl beziiglich der Storabstrahlung als auch der Stérempfindlichkeit.

Die gewaltigen Fortschritte bei der Entwicklung moderner Rechentechnik in den letzten Jah-
ren spiegeln sich sowohl in der Leistungsfahigkeit moderner Rechenanlagen als auch in der

15
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Abbildung 1.1: Im VW Kéfer der 50er Jahre war das Bordnetz noch tiberschaubar. (Illustra-
tion: Volkswagen [1])

Entwicklung verschiedenster leistungsfahiger Programmpakete zur Simulation elektromagne-
tischer Felder wider. Gerade auf dem Gebiet des Entwurfes von integrierten elektronischen
Schaltungen, insbesondere in der Hochfrequenz-Technik, haben sich extrem leistungsfahige
Programmpakete etabliert, die es ermdglichen, schon im Designstadium Aussagen iiber das
Verhalten des Produktes zu treffen und Optimierungen vorzunehmen. Beispielhaft seien hier
als die bekanntesten Methoden die Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD), die Momen-
tenmethode (MoM), Physikalische Optik (PO), die Methode der Finiten Integrale (FIT) oder
auch die PEEC-Methode erwahnt. Fiir jede dieser Methoden existieren meist mehrere sehr
leistungsfiahige Implementierungen. Dabei hat jede ihre eigenen Vor- und Nachteile fiir eine
spezifische Aufgabenstellung [2], 3], 4, [5, [6] [7], 8, 9].

Trotz des massiven Fortschrittes sind Aussagen zur Elektromagnetischen Vertraglichkeit von
komplexen Systemen aufgrund numerischer Simulationen schwierig. Dies liegt zum einen an
der grofen elektrischen Ausdehnung der zu untersuchenden Objekte. Die Gréfsenordnung
der interessierenden Systeme erstreckt sich bis zum Hundertfachen der Wellenldnge. Zum
anderen unterscheiden sich die charakteristischen Geometrien im System extrem, d.h. das
Verhéltnis der Gesamtgeometrie zu den kleinsten zu beriicksichtigenden Abmessungen im
System kann bis zu einem Hunderttausendstel betragen. Beispielsweise liegen die typischen
Adernquerschnitte bei Verkabelungen in der Gréftenordnung von Millimetern, bei gedruckten
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Abbildung 1.2: Der Kabelbaum im VW Phaeton besteht aus 2110 Einzelleitungen und hat
eine Gesamtldnge von 3860 Metern — bei einem Gewicht von 64 Kilogramm. (Illustration:
Volkswagen [1])

Schaltungen noch eine Grofienordnung kleiner. Die typische Dimension des Gesamtsystems
variiert von mehreren Zentimetern bis zu vielen Metern. So erreicht beispielsweise der Airbus
A 380-800 eine Lange von 73 Metern und eine Spannweite von knapp 80 Metern.

Diese unterschiedlichen Anforderungen an die Diskretisierung des Gesamtproblems erschwe-
ren eine feldnumerische Berechnung komplexer Systeme mit Kabeln und Leitungen und
machen sie fiir diese Aufgabenstellung extrem ineffizient. Hybridmethoden, welche z.B. die
Leitungstheorie mit numerischen Feldberechnungsverfahren koppeln, bringen Erleichterung
bei der Berechnungsfahigkeit [10), 2].

So stellt die Leitungstheorie auch nach ihrer mehr als 130-jahrigen Geschichte ein wichtiges
Instrument zur Untersuchung elektromagnetischer Vorgange dar. Historisch gesehen nahm
diese schon 1747 ihren Anfang, als Sir William Watson die Moglichkeit erkannte, iiber einen
elektrischen Draht mit der Erde als Riickleiter elektrische Signale zu iibertragen. Diese er-
ste Leitung entstand iiber 100 Jahre bevor Mazwell seine Gleichungen formulierte. Wenig
spater, im Jahre 1753, entstand aus diesen Versuchen die Idee, einen Telegraphen aufzu-
bauen, um Nachrichten zu versenden. Es sollte allerdings noch bis ins néchste Jahrhundert
dauern, bis der erste Landtelegraph eine grofiere Strecke iiberbriickte und in Betrieb genom-
men werden konnte. Im Jahre 1851 wurde erstmalig ein Koaxialkabel als Unterwasserkabel
verwendet. Die immer ldnger werdenden Kabel in der Telegraphie machten eine mathema-
tische Beschreibung der Vorgénge auf Leitungen notwendig. Die erste Formulierung einer
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Leitungsgleichung aus dem Jahre 1854 stammt von William Thomson[| und bezog sich auf
Koaxialkabel. Er beriicksichtigte die Querkapazitit und den Langswiderstand. Aufgrund der
geringen auftretenden Frequenzen, die sich in erster Linie aus der Bedienungsgeschwindigkeit
des Telegraphieschalters ergaben, spielte die Langsinduktivitéit in seinen Betrachtungen noch
keine entscheidende Rolle. Oliver Heaviside erweiterte die Gleichungen und beriicksichtigte
1874 die Leitfahigkeit der Isolation und zwei Jahre spéter die Induktivitdt. Er entwickel-
te diese Leitungsgleichungen auf netzwerktheoretischer Basis unabhéngig von den Arbeiten
Mazxwells. Das erste Kabel fiir transatlantische Fernsprechkommunikation wurde 1956 in
Betrieb genommen. Es ermdglichte 36 simultane Fernsprechverbindungen. Im Jahre 1988
erlaubte das erste transatlantische Lichtwellenleiterkabel schon 8000 simultane Gespréche
(8000 x 64kBit).

Trotz der abnehmenden Bedeutung der nichtoptischen leitungsgefiihrten Fernkommunikati-
on, bedingt durch die Verwendung von Lichtwellenleitern und Satellitentechnik zur Ubertra-
gung, stellen Kabel und Leitungen ein wichtiges Problemfeld in der Elektrotechnik, insbe-
sondere der Elektromagnetischen Vertraglichkeit, dar. Zum einen werden die Strukturen mit
zunehmender Arbeitsfrequenz elektrisch lang und Verbindungselemente agieren als Leitun-
gen. Zum anderen stellen Kabel und Leitungen auf kurzen Strecken z.B. in der Fahrzeugin-
dustrie und Automatisierungstechnik noch den Grofsteil der verwendeten Informationsiiber-
tragungsmedien dar, auch wenn hier im zunehmenden Mafse die Funkkommunikation Einzug
halt (z.B. Bluetooth). Ursache hierfiir sind hauptséchlich die verhdltnisméafig geringen Her-
stellungskosten und die einfache und robuste Installationstechnik, insbesondere die Kontak-
tierungstechnologien und Steckerkonfektionierung der drahtgefiihrten Ubertragungstechnik.
Bei der Funkkommunikation stellt sich immer das Problem des begrenzten Funkraumes und
der Sicherstellung der inneren EMV im Gesamtsystem. Gerade im Automobilbau hat sich
die Elektronik zu einer Schliisseltechnologie entwickelt.

Im Rahmen dieser Arbeit soll der Einfluss der konkreten Auslegung der elektrischen Verbin-
dungstrukturen auf die dominanten elektromagnetischen Vorgéange in komplexen Systemen
untersucht werden. Ausgangspunkt ist die topologische Darstellung komplexer Systeme, die
auf [I1] zuriickgehen. Diese Ansétze sollen dahingehend erweitert werden, dass auch Netz-
werke von ungleichférmigen Leitungen in die Betrachtungen eingeschlossen werden. Dabei
werden Leitungsstrukturen und Netzwerke ausschlieflich im Frequenzbereich behandelt. Die
zur Losung der ungleichformigen Leitungsgleichung notwendigen Algorithmen werden her-
geleitet, charakterisiert und verglichen. Aufbauend auf diese Losungsverfahren wird die In-
tegration in verschiedenen Netzwerkdarstellungen verdeutlicht.

In den letzten Jahren wurden verschiedene Versuche unternommen, die klassische Leitungs-
theorie der gleichférmigen Leitungen zu erweitern, um ungleichférmig gefithrte Leitungen
zu berticksichtigen [12), 13], 4], 15] 16], 17, 18, 19, 20]. Dariiber hinaus wurden beachtliche
Fortschritte bei der Untersuchung ungleichférmiger Leitungen errungen [211, 22] 23], 24 25].
Hierbei werden Leitungsgleichungen aufgestellt, bei denen die Parameter im Allgemeinen
ortsabhéingig sind. Damit wird es notwendig, neue Losungsverfahren, vorwiegend numeri-

*Im Jahre 1892 wurde Thomson in den Adelstand erhoben und wurde Baron Kelvin of Largs.
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scher Natur, aufzustellen und zu untersuchen. Dies soll Hauptgegenstand des Kapitels
sein.

Ein weiteres Problem stellt die Tatsache dar, dass die geometrischen und elektrischen Rand-
bedingungen sowie samtliche Materialparameter fiir eine Simulation bekannt sein miissen.
Dies ist in den seltensten Féllen der Fall. Oftmals wird dann nur mit Annahmen oder Schét-
zungen gearbeitet. Betrachtet man beispielsweise das Problem der Verkabelung eines Kraft-
fahrzeuges oder Flugzeuges, so erkennt man schnell, dass es nicht moglich ist, die exakten
Positionen aller verlegten Adern der Kabelbdume zu bestimmen. Selbst wenn dieses geldnge,
ist eine Aussage iiber das elektromagnetische Verhalten des Produktes in der Serienferti-
gung aufgrund von Simulationen mit diesen Daten mehr als fragwiirdig, da das Produkt
Fertigungstoleranzen unterliegt. Einige Aussagen zu Ursachen und Grofenordnung dieser
Toleranzen sind in [26] zu finden.

Gerade im Bereich der Kabelverlegung ist das Produktionsergebnis oftmals von der ,Ta-
gesform* des Monteurs abhédngig. Um trotz dieser ,,Unwissenheit” zu einer Aussage zu ge-
langen, ist zwingend eine statistische Analyse solcher Problemstellungen notwendig. Diese
Notwendigkeit ergibt sich in gleicher Weise auch bei Messungen zur Elektromagnetischen
Vertraglichkeit an Prototypen bzw. Stichproben einer Fertigungsserie.

Aus diesem Grunde wird im Kapitel 4| der Einfluss zufélliger Anderungen der geometrischen
Anordnung der einzelnen Leiter im Kabelbiindel analysiert. Dabei werden diese Anderun-
gen statistisch und wahrscheinlichkeitstheoretisch untersucht und deren Auswirkungen auf
die Leitungsparameter bzw. den Matrizanten angegeben. Dies schlieft auch Verfahren zur
Generierung stochastischer Leitungsfithrungen ein, welche in Monte-Carlo Simulationen ver-
wendet werden. Weitergehend wird eine wahrscheinlichkeitstheoretische Methode abgeleitet,
mit deren Hilfe statistische Momente fiir eine stochastische Mehrfachleitung mit Markov-
Eigenschaften analytisch berechnet werden kénnen.

Aus diesen Ergebnissen lassen sich Toleranzen fiir eingekoppelte Stor- und iibertragene Nutz-
signale ableiten.
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Kapitel 2

Elektromagnetische Topologie

Ausgangspunkt der Uberlegungen dieser Arbeit sind die Beitrige von Baum, Liu und Te-
sche |11, 27], Lee |28] [ Karlsson [29] und Parmantier [30], aber auch Arbeiten iiber die
Theorie der gleichférmigen Mehrfachleitungen [311, 32], 33] [34) 35, 36, 37, B38]. Die folgende
Darstellung des aktuellen Standes der Forschung auf dem Gebiet der Beschreibung von kom-
plexen Systemen mit Leitungsnetzwerken soll als Ausgangspunkt fiir weiterfithrende Uberle-
gungen dienen. Soweit in diesem Kapitel von Leitungen gesprochen wird, sind gleichférmige
Mehrfachleitungen gemeint.

2.1 Darstellung der topologischen Zerlegung

Bei der Untersuchung der EMV komplexer Systeme stéfst man schnell an die Grenzen analyti-
scher Betrachtungen, numerischer Berechnungen und auch experimenteller Untersuchungen.
Die Ursachen liegen in der Komplexitat, die analytische Betrachtungen verhindern oder nur
unter extremen Vereinfachungen erlauben. Die Anzahl der zu beriicksichtigenden Signale ist
schwer iiberschaubar. Die elektrische Grofe der zu untersuchenden Systeme erschwert oder
verhindert zudem eine numerische Komplettsimulation des zu untersuchenden Objektes.

Die Vielzahl der Signale und Grofen lassen Messungen leicht ausufern. Beschriankungen
in der verfiigharen Messzeit fithren zu einer begrenzten Anzahl von Aussagen (z.B. einzel-
ne Transferfunktionen) iiber das System, was eine umfassende Analyse der EMV erschwert.
Auch skalierte Experimente beseitigen dieses konzeptuelle Problem nicht. Sie erméglichen ei-
ne vereinfachte Handhabung der Experimente bzw. des skalierten Systems, die grofse Anzahl
der Messgrofsen bleibt jedoch bestehen. Die Ergebnisse sind auch immer nur fiir die konkre-
te Ausfithrung relevant und erlauben nur in Ausnahmeféllen Riickschliisse auf zukiinftige,
gednderte Ausfithrungen des Systems. Der erhebliche finanzielle und zeitliche Aufwand fiir
die Durchfiihrung der erforderlichen Messkampagnen soll auch nicht unerwéhnt bleiben.

Zudem miissen fiir Messungen die Systeme oder Prototypen gegenstédndlich verfligbar sein.
Dies ist im heutigen Design- und Entwicklungsprozess nicht mehr zu gewahrleisten, da ein
Grofsteil der Entwicklung virtuell ohne Prototypenfertigung durchgefiihrt wird. Eine zu spéte
Beriicksichtigung der EMV im Design verursacht allerdings erhéhte Kosten durch Redesign

*In [IT] wird fiir die Systemgleichung eines Netzwerkes von Mehrfachleitungen der Begriff der BLT Glei-
chung nach den Anfangsbuchstaben der Autoren geprégt.
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und Hartung.

Dies motiviert zur Suche nach neuen Methoden zur Analyse und zum Design komplexer
Systeme. Diese neuen Methoden miissen Hilfsmittel zur Verfligung stellen, mit denen die
signifikanten, leistungsbestimmenden Systemvariablen ermittelt werden kénnen. Die Ursa-
che der begrenzten Anwendbarkeit der numerischen und experimentellen Methoden ist die
Tatsache, dass sie versuchen, das gesamte Problem mit einer einzelnen Methodik zu 16-
sen. Im Gegensatz dazu steht die Elektromagnetische Topologie (EMT). Sie basiert auf
der Zerlegung des Gesamtsystems in gekoppelte, kleinere Teilsysteme auf der Grundlage
von hierarchischen und/oder elektromagnetischen Annahmen (z.B. Schirmung aufgrund des
Gehéuses). Die Wechselwirkungen zwischen diesen Teilsystemen werden mit Hilfe des Inter-
aktionsgraphen und des topologischen Diagramms graphisch dargestellt. Diese rein formale
Darstellung des Gesamtproblems wird anschliefsend in eine Netzwerkbeschreibung iiberfiihrt.
Die Teilsysteme werden dann einzeln mit den dafiir geeignetesten Methoden geldst. Die Ver-
kopplung wird durch die Netzwerkbeschreibung realisiert. Ein Vorteil der EMT ist es, dass
sie die Verkniipfung von Ergebnissen numerischer Simulationen und Messungen erméglicht.
Dabei konnen Resultate verschiedenster Methoden kombiniert und somit fiir das jeweilige
Teilproblem die effizienteste Methode gewahlt werden.

Das Ziel der EMT ist also eine grofstmogliche Modularisierung. Dadurch werden drei neue
Moglichkeiten fiir den Designprozess und die Systemanalyse geschaffen:

e Hybridisierung - Verwendung verschiedener Losungsverfahren fiir die einzelnen Teil-
probleme bis hin zu Messungen,

e Datenbanken - Aufbau topologischer Datenbanken fiir wiederverwendbare Komponen-
ten,

o Parametrisierung - Untersuchung von Systemverinderungen aufgrund der Anderung
von Parametern in Teilsystemen.

Die rasante Entwicklung moderner Rechentechnik und entsprechender 3D-Simulationspro-
gramme fiir die Losung der Mazwell’schen Gleichungen in den letzten Jahren erlaubt es
heutzutage, das dufsere Problem, d.h. die Erregung des Gesamtsystems aufgrund externer
Quellen, bequem zu l6sen. So kénnen bei Quellen, die aulierhalb des Systems angeordnet sind,
die Oberflichenstrombelegung und das gestreute Feld sehr genau berechnet werden. Unvor-
teilhafterweise erfordert die Behandlung des inneren Problems, d.h. die Ausbreitung einge-
koppelter Storungen im System und deren Wirkung, eine sehr detailreiche Beschreibung bzw.
Diskretisierung der Systemgeometrie. Dies stellt alle gingigen 3D-Simulationsprogramme vor
Probleme.

Die Behandlung des inneren Problems mit Hilfe der EMT gestaltet sich dreistufig:

1. Unterteilung des Gesamtsystems in kleinere Teilsysteme,
2. Behandlung der einzelnen entkoppelten Teilsysteme,

3. Losung des Netzwerkes der gekoppelten Teilsysteme.
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Die Unterteilung des Gesamtsystems in Teilsysteme ist in der Regel ein sehr intuitiver Vor-
gang, da diese Zerlegung erst einmal willkiirlich erfolgt. Hierbei ist auch ein signifikanter
Unterschied zu den klassischen 3D Methoden der Feldberechnung zu sehen. Wahrend bei
diesen unter Beachtung von Diskretisierungs- und anderer Rule-of-Thumb-Regeln im All-
gemeinen brauchbare Ergebnisse zu erzielen sind, ist bei fehlerhafter Dekomposition des
Gesamtsystems kein sinnvolles Ergebnis zu erreichen.

Oftmals ist es sinnvoll, als Grenzen eines Teilproblems physikalische Oberflachen (metallische
Wiénde, Schirme, Kabel) zu verwenden. Dadurch vereinfacht sich aufgrund physikalischer Be-
ziehungen (z.B. Schirmdampfung) meist das im Anschluss aufzustellende topolgische Netz-
werk, da einzelne Zweige entfallen oder sogar Teilnetze entkoppelt werden kénnen. Dabei
werden grundsétzlich zwei Arten von topologischen Oberflichen unterschieden.

1. Oberflichen, die als idealer Schirm wirken und Signale auf dem Weg von der einen
zur anderen Seite sehr stark ddmpfen. Bezeichnet werden diese im Englischen als pro-
per surface in dem Sinne, dass sie elektromagnetisch wirklich separierende Oberflachen
darstellen. Beispiele wiren die Aufenhaut eines Flugzeuges, ein Kabelschirm oder auch
eine Schirmbox fiir elektronisches Equipment. Diese Oberflichen ermdglichen eine ge-
trennte Behandlung der Kopplungs- und Ausbreitungsvorgéange auf beiden Seiten und
dienen spéter der Festlegung der Schirmungsebene (shielding level).

2. Oberflachen, die keine ideale elektromagnetische Schirmwirkung besitzen. Sie dienen
der Einteilung der Teilprobleme nach funktionalen und physikalisch-geometrischen
Aspekten. Damit sind die Signale auf beiden Seiten der Oberflaiche miteinander ver-
kniipft. Diese Oberflichen werden im Englischen als elementary surface bezeichnet.
Sie geben mit ihren natiirlichen Grenzen Anhaltspunkte fiir die Dekomposition des Sy-
stems und die Interaktionen der Teilsysteme. Ein Beispiel hierfiir wire ein Schirmblech
mit Loch bzw. mit Kabeldurchfiihrung. Die Schirmblechoberfliche ware eine ideale
Grenze zur Unterteilung in Teilsysteme (Dekomposition). Das Loch bzw. die Kabel-
durchfithrung entspricht dabei einem Propagationsweg, d.h. einer Interaktion zwischen
den Teilsystemen.

Bereiche, die komplett von topologischen Oberflachen umschlossen sind, werden als topolo-
gische Volumina bezeichnet. Auch hier unterscheidet man in Analogie zu den topologischen
Oberflachen zwischen proper volumes und elementary volumes. Dabei ist ein Volumen nur
dann ein proper volume, wenn es komplett und ausschlieklich von proper surfaces begrenzt
wird. Alle verbleibenden Volumina sind automatisch elementary volumes. Diese vorgenom-
mene Einteilung in Teilvolumina wird im Topologischen Diagramm (topological diagram)
graphisch dargestellt. In einem proper volume treten bei der Annahme einer guten Schir-
mung (good shielding approzimation) nur Wechselwirkungen innerhalb dieser Schirmungs-
ebene auf, da durch die duferen Oberflichen keine Wechselwirkungen mit der Umgebung
moglich sind.

Auf Grundlage dieses Diagramms, welches den Darstellungen der Mengentheorie &hnelt,
konnen Interaktionsgraphen aufgestellt werden. Diese beschreiben die Wechselwirkungen zwi-
schen den einzelnen topologischen Volumina. Dabei kann sich ein Interaktionsgraph auf einen
bestimmten Wirkungsmechanismus, wie z.B. die Kopplung und Ausbreitung von Stérungen
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Abbildung 2.1: Verkehrsflugzeug mit Verkabelung als komplexes technisches System

entlang Kabeln und Leitungen, konzentrieren. So konnen fiir eine topologische Zerlegung
eines komplexen Systems mehrere Interaktionsgraphen aufgestellt werden.

Ist die topologische Zerlegung durchgefithrt und ein Interaktionsgraph fiir ein komplexes
System aufgestellt, kann sehr einfach ein Schutz-, EMV- oder Schirmungszonenmodell des
Systems abgeleitet werden. Dabei ergeben sich die Beeinflussungsmatrizen, die beispielsweise
in [39] zur systematischen Beschreibung eingefithrt wurden, als ein qualitatives Ergebnis
der topologischen Zerlegung und der Analyse des Interaktionsgraphen. Die Einhaltung des
Schutzzonen-Konzeptes oder auch dessen Verletzung kann leichter erkannt werden, und eine
nachfolgende Analyse kann Verbesserungsmoglichkeiten aufzeigen.

Die Vorgehensweise der topologischen Zerlegung soll an einem Beispiel verdeutlicht wer-
den. In Abbildung ist als Beispiel fiir ein zu untersuchendes komplexes System ein Ver-
kehrsflugzeug dargestellt. Beispielhaft werden folgende im Flugzeug installierte Subsysteme
betrachtet:

e cin Kommunikationsmodul mit Antenne in der Nihe des Cockpits (R),
e cine zentrale Steuereinheit (C) im Flugzeugrumpf,

e cin Aktor (A) im rechten Tragfliigel und

e cin Sensor (B) im linken Tragfliigel.

Die Subsysteme sind mit Kabeln untereinander verbunden, wie in Abbildung angedeutet
ist. Zur Vereinfachung der entstehenden Graphen sollen im Folgenden nur zwei Einkop-
pelpfade von vielen moglichen untersucht werden. Ein Pfad représentiert die Einkopplung
iiber eine Apertur am Hoéhenruder der rechten Tragfliche. Der zweite stellt die gewiinschte
Einkopplung des Nutzsignales (und die unerwiinschte Stor-Einkopplung) iiber die Empfangs-
antenne des Kommunikationsmodules in der Ndhe des Cockpits dar. Des Weiteren soll die
Wechselwirkung tiber die Kabel und Leitungen beriicksichtigt werden.

Der erste Schritt zur Umsetzung des topologischen Konzeptes ist die Zerlegung des Gesamt-
volumens , Flugzeug” in Teilvolumina. Idealerweise werden dabei metallische Gehdusegrenzen
mit beriicksichtigt. Das topologische Diagramm ist in Abbildung [2.2] dargestellt.
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Vo

(Aussenraum) = =@=_Kabelkopplung
=@=Feldkopplung

Abbildung 2.2: Topologisches Diagramm und Interaktionsgraphen fiir das Beispiel ,,Flugzeug"

Die Flugzeugoberfliche Sp;.1.1 trennt dabei das Flugzeuginnere V;; vom Umgebungsvolu-
men Vp ;1 ab. Dabei stellt der erste Index k der Volumina V}; die Schirmungsebene dar, der
zweite Index ¢ ist eine durchgehende Nummerierung der Volumina dieser Schirmungsebe-
ne. Die konkrete geometrische Gestaltung der Volumenbegrenzungsflaichen wird dabei nicht
nachgebildet, vielmehr wird das Volumen symbolisch als Ellipse dargestellt. Diese Zerle-
gung setzt sich dann nach innen weiter fort. Die Gehéduseoberfldche der zentralen Steuerein-
heit Sj1.01 trennt den Flugzeuginnenraum V;; vom Gerétevolumen V5, der Steuereinheit.
So wird weiter verfahren, bis das System in geniigend kleine Teilvolumina aufgeteilt ist.

Im zweiten Schritt miissen deren Wechselwirkungen mit Hilfe der Interaktionsgraphen be-
schrieben werden. Hierbei konnen fiir verschiedene Wechselwirkungsmechanismen unter-
schiedliche Graphen aufgestellt werden. Denkbar sind auch frequenzvariable Graphen, bei
denen ab einer bestimmten Grenzfrequenz Kanten zum Graphen ergéinzt oder im Graphen
eliminiert werden.

In Abbildung sind zwei Interaktionsgraphen zu sehen, einer fiir die Kabelkopplung und
einer fiir die Feldwechselwirkung. So ist eine Feldwechselwirkung (Kante im entsprechenden
Graphen) zwischen dem &usseren Volumen Vj; und dem Volumen Vj; zu erkennen. Diese
Kante entspricht der Kopplung durch die Apertur. Eine weitere Feldwechselwirkung stellt die
Einkopplung in die Kommunikationsantenne oberhalb des Cockpits dar. Diese koppelt dann
an den Interaktionsgraphen fiir die Kabelkopplung als konzentrierte Quelle im Volumen V; o
an.

Identisch ist der Interaktionsgraph fiir die Kabelkopplung zu interpretieren. Die Steuereinheit
C (Volumen V5 ;) interagiert iiber das Kabelvolumen V54 mit dem Volumen des Aktors A
im rechten Tragfliigel (Volumen V5 3).

So werden alle Wechselwirkungen im Interaktionsgraphen erfasst. Dabei ist es wichtig, ei-
nerseits Vereinfachungen und a priori Wissen iiber das System einfliefen zu lassen, um den
Graphen so einfach wie moglich zu halten und andererseits keine signifikanten Wechselwir-
kungen zu ignorieren. Im Zweifelsfall sollte die Wechselwirkung mit einbezogen werden.
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2.2 Topologische Netzwerke

Zur quantitativen Beschreibung der Interaktionsgraphen ist es notwendig, diese in topologi-
sche Netzwerke zu iiberfiihren. Diese bestehen aus den folgenden zwei Grundelementen:

e tubes - beschreiben die Ausbreitung von elektromagnetischen Grofen entlang eines
Weges

e junctions - beschreiben die Verteilung (Streuung) an den definierten Toren.

Das topologische Netzwerk bildet dabei das elektromagnetische Verhalten des Gesamtsy-
stems als Verkopplung von Teilvolumina ab. Im Netzwerk werden dazu die Volumina als
Junctions modelliert und mit Hilfe der tubes miteinander gekoppelt. Die Erregung des Netz-
werkes erfolgt auf der Basis von dquivalenten Quellen entweder entlang der tubes (BLT1)
oder konzentriert an den Toren der junctions (BLT2).

Betrachtet man reine Leitungsnetzwerke, ergibt sich die abzubildende Topologie auf natiirli-
che Weise. Die Kabel und Leitungen werden dabei als tubes im Netzwerk reprasentiert und
die angeschlossenen Geréte sowie Klemm- und Verteilungsstellen als junctions. Dabei erweist
sich als vorteilhaft, dass die angeschlossenen Geréte meist in metallischen Gehdusen verbaut
sind. Somit kann unter Verwendung der good shielding approrimation eine weitgehende Ent-
kopplung von junction-Volumen und Aufenvolumen angenommen werden. Elektromagneti-
sche Storungen und Signale kénnen dann nur dominierend iiber die Kabel und Leitungen
mit den junctions wechselwirken. Eine Moglichkeit zur Beschreibung des Ausbreitungsver-
haltens entlang der tubes (Kabel und Leitungen) stellt die klassische Mehrfachleitungstheorie
dar. Die Wechselwirkungen des Interaktionsgraphen fiir die Feldeinkopplung werden durch
Einkoppelmodelle im Rahmen der Leitungstheorie mit beriicksichtigt. Aber auch andere
Methoden kénnen zum Einsatz kommen. Das Streuverhalten der angeschlossenen Gerite
ergibt sich aus analytischen Betrachtungen oder numerischen Simulationen. Beispielsweise
kann die Streumatrix einer idealen junction (Klemmstelle zwischen Leitungsabschnitten, di-
rekte Verbindung von Leitungsenden ohne weitere eingebrachte Zweipole) direkt aus den
Wellenwidersténden der angeschlossenen Leitungen bestimmt werden [40]. Zur numerischen
Bestimmung der Streumatrix einer junction in einem metallisch geschlossenen Gehéause bie-
ten sich volumendiskretisierende Verfahren wie z.B. die FDTD- oder TLM-Methode an, da
diese die Randbedingungen fiir geschlossene Rdume besonders einfach und effektiv imple-
mentieren. Aber auch der Einsatz anderer numerischer Methoden oder die messtechnische
Bestimmung der Streuparameter ist moglich.

Dabei ist das topologische Konzept allerdings nicht nur auf Kabel und Leitungen beschrénkt.
Bei Verbindungsnetzwerken ist lediglich die Anwendung desselben besonders vorteilhaft und
die Struktur einfach ins topologische Konzept zu iibertragen. Allerdings kann mit einem
tube auch ein Verhalten beschrieben werden, dass nicht auf der Leitungstheorie basiert. Man
denke hierbei beispielsweise an die Ausbreitung und Ubertragung von Signalen zwischen
zwei Antennen. Die elektromagnetischen Felder zwischen den Antennen sind im Allgemeinen
von sehr komplexer Natur. Trotzdem kann eine solche Strecke in ein topologisches Netzwerk
integriert werden, indem nur die Auswirkungen auf die Grofsen am Speisepunkt der Antennen
betrachtet werden, und diese im topologischen Netzwerk verwendet werden.
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2.2.1 Wellengrofien

Grundsatzlich ist die EMT nicht auf eine bestimmte Wahl der Gréfsen festgeschrieben. Dabei
konnen TE- oder TM-Wellen in Hohlleitern, genauso wie TEM-Wellen, Spannungen und
Strome auf Leitungen oder andere Wellenfestlegungen gewéhlt werden. Entscheidend ist
dabei die Moglichkeit, die Auswirkungen der Felder innerhalb der Mehrtore auf die Torwellen
bzw. -grofsen beschreiben zu koénnen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Wellengrofsen fiir Kabel und Leitungen aus den Stromen
und Spannungen mit

wi(z) =v(z)+ Z.i(2) (2.1)
w_(2) =v(z) — Z.i(2)

berechnet. Dies wurde im Rahmen der EMT fiir komplexe Leitungsnetzwerke in [I1] ein-
gefiihrt. Je nach Wahl der Normierungsimpedanz Z. erhalt man unterschiedliche Zahlen-
werte der Parameter in der Wellendarstellung. So unterscheidet man beispielsweise S50-
Parameter und topologische S-Parameter. Bei den S50-Parametern wird eine Diagonalmatrix
mit 50 Ohm zur Normierung gewéhlt, d.h. die S-Parameter so bestimmt, als wéaren die To-
re mit 50 Ohm Widerstdnden gegen Masse abgeschlossen. Bestimmt man die topologischen
S-Parameter, werden die Tore mit den Wellenwiderstéanden der anzuschliekenden tubes bela-
stet. Diese sind damit von der Netzwerktopologie — eben von den angeschlossenen Leitungen
— abhéngig.

Oft wird in der Literatur [32, [41] von hin- und riicklaufenden Spannungswellen gesprochen

Vi) = 5 v(2) + Zei(z)] = o (2.3
v_() = £ Iv(z) ~ Zei(z)] = - (2.4

Die Werte der Streu- bzw. Propagationsparameter bleiben dabei unverdndert, da die Wel-
lengrofsen aufeinander bezogen werden.

2.2.2 BLT 1 Gleichung

Eine junction i wird durch die Streugleichung

b1 ap
=S, |: (2.5)
b, . an | .
beschrieben. Dabei werden die Blocke geméfs der Zuordnung zu den angeschlossenen tubes
gebildet, d.h. in den Teilvektoren a; und by sind alle Wellen zusammengefasst, die zum
ersten angeschlossenen tube gehoren (siehe dazu Abbildung . Dies wird dquivalent fiir
alle an die junction angeschlossenen tubes fortgesetzt.
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Anfang tube n

e

ws(0)
wl(L)/

Ende tube 1 Anfang tube 2

Abbildung 2.3: Blockbildung in der Streumatrix S; - junction mit n angeschlossenen tubes

Innerhalb der BLT 1 Gleichung arbeitet man fiir gewohnlich mit topologischen Streuparame-
tern. Topologisch bedeutet hierbei, dass die Wellen mit Hilfe der Leitungswellenwiderstdnde
der an den Toren der junction angeschlossenen tubes gebildet werden.

Die Propagationsparameter eines tubes I'; berechnen sich beispielsweise aus der Losung der
Mehrfachleitungstheorie (siehe folgendes Kapitel). Beschrieben wird ein tube ¢ durch die

Gleichung
] - fo ¢ o] o

7

Es gelten die Vereinbarungen wie sie in Abbildung[2.4] dargestellt sind. Dabei ist zu beachten,
dass die Laufrichtung der riicklaufenden Welle wy positiv festgelegt wurde, und damit der
Anfangspunkt 0 dieses Wellenvektors bei z = zp und der Endpunkt L bei z = z liegt.

wi(0) Wi (L)

wa(L) T, wi(L)

— )
Wzs (L)

Abbildung 2.4: Definition der Propagationsmatrix T; fiir ein tube im topologischen Netzwerk

Um ein komplettes Netzwerk aus tubes und junctions zu beschreiben und die zugehdrigen
Netzwerkgleichungen aufzustellen, werden die Streugleichungen der einzelnen junctions (2.5)
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und die Propagationsgleichungen der einzelnen tubes (2.6 jeweils zu einer Supermatrizen-
gleichung zusammengefasst. Man erhélt dann die blockdiagonale Streugleichung fiir das Ge-
samtnetzwerk

b, al
_bnl_ 1 gl 6 _anl_ 1
o= : (2.7)
[ b1 ] 6 gk [ ap 1
| -b”k- k. [ [P ]
b=Sa (2.8)
und die Propagationsgleichung fiir das Netzwerk
_ - _ o - T (s)(L I
wi(L) B w1(0) W% )
wa(L)|, Iy 0 wa(0)], | W2 (L)_ "
: = : : + : (2.9)
{W1(L)} 0 . TI w1(0) wgs)(L)
[ (w2(L)], ] | [w2(0)], wi (L)
L L2 di]
W(L) =T w(0) + W (L). (2.10)

Die Dimension der Matrizen in beiden Gleichungen ist gleich grof und ergibt sich als d =
Zle np, mit k als Anzahl der junctions und n,, als Anzahl der Tore der i-ten junction -
oder als d = Zézl 2Neong; Mit [ als Anzahl der tubes im Netzwerk und n..,4; als Anzahl der

Leiter im i-ten tube ohne Referenz.
Um die beiden Gleichungen (2.7) und (2.9) kombinieren zu kénnen, miissen die Gréfen a

und b durch W(0) und W(L) ausgedriickt werden. Betrachtet man Abbildung , so stellt
man fest, dass an jeder junction dem auslaufenden Wellenvektor einer Torgruppe b; ein ein-
laufender Wellenvektor eines angeschlossenen tubes w,,(0) zugeordnet werden kann. Analog
kann dieses mit a; und w, (L) geschehen. Geméf der Verschaltung des Netzwerkes kénnen
die Supervektoren @ und b ausgedriickt werden als

a=JT, w(L) und b = JT, W(0). (2.11)

Die Supermatrizen J:Ta und J:Tb sind Permutationsmatrizen, die angeben, welche junction
mit welchem tube verbunden ist. Die Eintrége in dieser Supermatrix bestehen aus Nullen



30 2 Elektromagnetische Topologie

und Finsen, die Zeilensummen und Spaltensummen sind eins. Die Inverse ist gleich der
Transponierten. Damit ergibt sich folgende Streusupergleichung

(L) = JTa

T=-1 J—
S JT,w(0), (2.12)

£l

welche in die Propagationssupergleichung eingesetzt werden kann. Als Ergebnis erhélt man
die BLT 1 Gleichung

(

Der Ausdruck J_TbT S JT, stellt dabei eine umgeordnete Streusupermatrix dar. Die Anzahl
der besetzten Elemente ist unverandert geblieben, lediglich der Ort des Auftretens hat sich
durch Zeilen- und Spaltentauschoperationen geédndert.

Durch das Auflésen dieser Gleichung nach W(0) und Einsetzen der Ergebnisse in die Glei-
chung erhélt man alle im Netzwerk laufenden Wellen.

T:: pu— —_ :T:: s
T, SJTGI‘> W(0) =JT, SIT,w"(L). (2.13)

ol]
[
o]

2.2.3 BLT 2 Gleichung

Verwendet man zur Konstruktion des topologischen Netzwerkes ausschlieklich junctions, die
an den Toren direkt miteinander verbunden sind, erhilt man eine zweite Darstellungsmog-
lichkeit. Weil diese Formulierung des Netzwerkes ohne tubes aufgebaut ist, miissen alle Erre-
gungen (z.B. aufgrund konzentrierter oder verteilter Quellen) als zusétzliche Terme zu den
auslaufenden Wellen addiert werden. Die Streuparameter miissen dabei so definiert werden,
dass die verbundenen Tore zweier junctions auf den gleichen Wellenwiderstand normiert sind.
Der Einfachheit halber verwendet man, im Gegensatz zu den BLT 1 Gleichungen, Streupa-
rameter mit einheitlicher Impedanz fiir alle Tore als Bezugssystem. Als Beispiel seien die
Sh0-Parameter genannt, bei denen als Referenz das 50-Ohm Koaxialsystem verwendet wird
(Zo = 50Q E). Da damit die Bezugsimpedanzen nicht von der Verschaltung im Netzwerk
abhéngen, bleiben die Streumatrizen bei Verdnderungen gleich.

Die erweiterte Streugleichung fiir eine junction i lautet dann

b, a b
l=Si || | (2.14)
b, . an | . bgf) .

Wie in Abbildung[2.5] dargestellt, sind jeweils ein Tor bzw. eine Torgruppe von zwei junctions
direkt miteinander verbunden. Es wird dabei keine Mehrfachverbindung oder Aufzweigung
erlaubt. Eine solche wiirde wiederum eine junction darstellen. Diese Struktur des Netzwer-
kes wird durch die Verbindungssupermatrix C beschrieben. Sie gibt an, welche auslaufende
Welle b; der einen junction einer einlaufenden Welle a; der anderen junction entspricht

]
I

Qll
ol

(2.15)
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Abbildung 2.5: Topologisches Netzwerk aus junctions. Auf eine Kennzeichnung der Zugeho-
rigkeit der Wellenvektoren zu einer junction durch einen zusétzlichen Index wurde verzichtet.
Alle Vektoren innerhalb eines Kreises sind der entsprechenden junction zugeordnet und un-
terscheiden sich von den identisch bezeichneten Vektoren anderer junctions.
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Man kann dann damit die einlaufenden Wellen im Netzwerk durch die auslaufenden Wel-
len substituieren. Die Verbindungssupermatrix C ist wieder eine Permutationsmatrix, die
allerdings in diesem Fall symmetrisch ist.

Fasst man die Streugleichung aller junctions zu einer Supermatrizengleichung zusam-
men,

= = _ —(s)
b=Sa+b , (2.16)

wobei S blockdiagonal ist, kann man sie unter Verwendung von Gleichung (2.15)) zur BLT 2

Gleichung
—= == —(s)
(E—sc) b=b (2.17)

umformen. Es ist zu bemerken, dass das Matrizenprodukt S C im Allgemeinen nicht mehr
blockdiagonal ist. Es handelt sich dabei auch um eine umgeordnete Streusupermatrix, die
allerdings nach einem anderen Ordnungsschema als im Fall der BLT 1 Gleichung sortiert ist.
Trotz der Tatsache, dass die Darstellung des topologischen Netzwerkes mit Hilfe der BLT 2
Gleichungen ohne tubes aufgebaut ist, kann man einen tube als eine dquivalente junction im
Netzwerk modellieren. Dazu wird ein tube in eine dquivalente junction (siehe dazu Kapi-

tel 2.3.2) umgerechnet und in das Streuknotennetzwerk geméf Abbildung eingebaut.

§1 ) tube T §2

Seq

aquivalente
junction

Abbildung 2.6: Umwandlung eines tubes in eine dquivalente junction

Werden in einem Netzwerk in der Darstellung geméaf der BLT 1 Gleichungen alle tubes
nach diesem Schema durch dquivalente junctions ersetzt, entsteht ein BLT 2 Netzwerk mit
doppelter Dimension im Vergleich zur BLT 1 Darstellung.

Der Vorteil der BLT 2 Gleichung liegt in der Moglichkeit der einfachen Implementierung.
Die Multiplikation mittels der Permutationsmatrix C von rechts steht fiir mehrfache Spal-
tentauschoperationen. Dies und der Vorzeichenwechsel sowie die Addition der Eins auf der
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Diagonalen ist leicht zu implementieren. Neben der Inversion der Systemmatrix ist keine
weitere Matrixoperation in der Systemgleichung nétig.

Ein weiterer Zusammenhang zwischen der Darstellung geméaf BLT 1 und BLT 2 Gleichung
entsteht beim Ubergang von allgemeinen tubes im BLT 1 Netzwerk zu zero-length-tubes. Die
Propagationssupermatrix I' wird dann zu einer Einheitsmatrix. Damit sind die junctions
wie bei der BLT 2 Darstellung direkt miteinander gekoppelt. Die BLT 1 Gleichung liest sich
dann

pr— p— T e — R p— T = s
<E—J by SJ ) W(0) =JT, SIT,w(L). (2.18)
Mit den Beziehungen (2.11]) ergibt sich dann
= —— — —(s)
(E— SJT,JT, ) b=b . (2.19)
Es folgt weiterhin die Beziehung
_— T pu—
JT,JT, =C, (2.20)

welche die Ordnungsschemata der BLT 1 und BLT 2 Darstellungen ineinander iiberfiihrt.
Man bemerke, dass die Supervektoren der BLT 1 Gleichung nach den tubes geordnet sind,
wohingegen bei der BLT 2 Gleichung die Ordnung nach den junctions erfolgt.

2.2.4 Admittanzdarstellung

Die beiden vorherigen Darstellungen des topologischen Netzwerkes basieren auf Wellengro-
fsen. Abschlieftend soll noch eine Darstellung mit Hilfe von Spannungen und Stromen darge-
legt werden. Hierbei erfolgt die Beschreibung von junctions und tubes durch Admittanzma-
trizen — die Y-Parameter.
Dazu wird die tube-Gleichung wie folgt formuliert

()

I V2 15
~—~ N~

A v N———

it Vi <(s)
Iy

i

, (2.21)

wobei die beiden Torgruppen (Eingang — 1 und Ausgang — 2) torzahlsymmetrisch sind. Siehe
dazu die Abbildung [2.7]
Die junctions konnen dagegen eine beliebige Aufteilung in Torgruppen aufweisen (siche Ab-
bildung [2.8)), so dass folgende Gleichung fiir eine junction entsteht

il Vi igs)
=Y; |:|+]: (2.22)
iy Vo igs)

ij \Z} 355)
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Vi

-

Abbildung 2.7: Darstellung eines tubes mittels Admittanzparametern — Aufteilung in zwei
Torgruppen gleicher Dimension

Vi

Abbildung 2.8: Darstellung einer junction mittels Admittanzparametern. Die Stromrichtung
ist im Vergleich zu den tubes in gegengesetzter Richtung definiert.
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Fiir eine ideale junctionm kann keine Gleichung der Art (2.22) aufgestellt werden, da eine
Admittanzmatrix fiir diese nicht existiert. Es ist aber moglich, mit Hilfe der Knoten- und
Maschensétze eine Beziehung zwischen den Stréomen und Spannungen zu formulieren

<Jiy= [9] o)

Dabei beinhaltet K die £ — 1 Gleichungen der k£ Knoten in der idealen junction und M
die n — k + 1 Maschengleichungen. Man erkennt, dass die Matrizen {I(ﬂ und {13[] singulér

sind, und somit die Gleichung weder nach den Strémen noch nach den Spannungen
umgestellt werden kann.

Die Gleichungen fiir die drei Grundelemente im Netzwerk werden wieder zu Supermatrizen-
gleichungen zusammengefasst. Fiir die n; tubes erhélt man

i) [ e 0] [

—
—
o @ |
o~~~

n
N
—_
—

: = : : : + : (2.24)
[ic],,, o ... [Y],] |[¥], [;f)]
ig - §t %t -+ iES) (225)
und alle junctions — ideale junctions eingeschlossen —
E ... 0 0 o] Ll ]|
s sae s ||EL]
0..0 K o || [, |~
0.0 0 .. K, |,
I —_ —_ B [ [+s)] T
Y, . 0 0 ..o [EL] [,
9 Wi]nj _0 9 [‘:J}nj + [igs)}n_ (2.26)
0 0 M, 0 Vi, 5"
| 0 0 0 - M, [vj]nij- i 6 i
Ki, = Y;|IM¥, +1 (2.27)

dann entsprechende Supermatrizengleichungen fiir das gesamte Netzwerk.

"Eine ideale junction enthilt weder Quellen noch Bauelemente, sondern nur Knoten und stellt lediglich
ideale elektrische Verbindungen zwischen den Toren her.
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Die topologische Struktur des Netzwerkes wird wieder durch eine Verbindungssuperma-
trix JTy ausgedriickt

die angibt, welche Tore der tubes und junctions miteinander verbunden sind. Diese ist eine
symmetrische Permutationsmatrix.

Kombiniert man Gleichung (2.25)), (2.27)) und (2.28)), erhélt man eine Darstellung des Netz-

werkes mit Hilfe von Admittanzmatrizen

— = = _— _ =(s) — = =(s)
<K ITy Y, - Y;|[M JTy)v: i, —KJITyi, . (2.29)

Bei bekannten Spannungen konnen die Strome anschliefend mit der Gleichung (2.25)) be-
rechnet werden. .
Sind im Netzwerk keine idealen junctions enthalten, wird die Matrix K zur Einheitsmatrix

und Y;||M enthélt nur die direkte Summe der Y-Matrizen der einzelnen junctions.

Die Dimension der Systemgleichung entspricht der der BLT 1 Gleichung. Die Admittanzdar-
stellung hat gegeniiber der BLT 2 Gleichung damit den Vorteil einer halbierten Dimension
der Systemmatrix.

Desweiteren miissen keine Streuparameter fiir junctions berechnet werden. Bei einer Ande-
rung der Wellenwiderstande der angeschlossenen tubes miissen in der BLT 1 Darstellung die
Streumatrizen der betroffenen junctions neu berechnet werden [40)].

Die Admittanzmatrix einer gegebenen Schaltung mit konzentrierten Elementen lédsst sich
einfach mit Methoden der Netzwerkanalyse berechnen. Sie kann fiir eine junction, bei der
alle Knoten auch von aufsen zugéngliche Tore darstellen, direkt mit Hilfe der Strukturregel
der Knotenanalyse aufgestellt werden. Die sich ergebende Matrix ist quadratisch und sym-
metrisch zur Hauptdiagonalen. Die Dimension entspricht der Anzahl der Knoten bzw. Tore
(ohne Referenz). Auf der Haupdiagonalen befindet sich die Summe aller am jeweiligen Kno-
ten angeschlossenen Admittanzen, und die Elemente auferhalb der Hauptdiagonalen sind
die negativen Admittanzen zwischen den beiden zugehorigen Knoten.

Oft sind jedoch innerhalb einer junction Knoten angeordnet, die von aufen nicht zugénglich
sind und damit keine Tore darstellen. Somit miissen die Y-Parameter der reduzierten Schal-
tung aus der Admittanzmatrix der kompletten, unreduzierten Schaltung ermittelt werden.
Dazu werden die Knoten in zwei Torgruppen unterteilt —

e Torgruppe 1 — die von aufen zugénglichen Tore
e Torgruppe 2 — die unzugénglichen, internen Knoten.
Beschrieben wird die komplette Schaltung der junction inklusive der internen Knoten durch
A - A (2.30)

wobei Y, mit Hilfe der Strukturregel aufgestellt wird. Der Vektor i,(:) beinhaltet die am
jeweiligen Knoten ab- bzw. zufliekenden Quellenstrome.
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Unterteilt man die Gleichung in die beiden Torgruppen und beriicksichtigt, dass an den
unzugénglichen, internen Knoten die Strome verschwinden, erhélt man

. «(s)
5] Yiir Yo Vi I

= . 2.31
[0] |:Yk21 YkQQ} {Vz} + [i,(f)2 (2:31)

Multipliziert man die Gleichung aus und eliminiert vy, erhélt man die Bestimmungsgleichung
fiir die gesuchten Grofen der junction

2

TV
i; Y . Vi (s
J Y; J 1;_)

deren Werte fiir den entsprechenden Block in der Supermatrizengleichung ([2.29)) eingesetzt
werden kénnen.

2.3 Leitungstrukturen als tubes oder junctions

Mit den Darstellungsformen fiir topologische Netzwerke im vorangegangenen Abschnitt wer-
den die Elemente der Netzwerke mit Hilfe der Propagations-, Streu- oder Admittanzma-
trizen beschrieben. Dabei ist nur die Struktur des Systems in das Netzwerk eingebettet,
und dieses beinhaltet an sich noch keine dynamischen Eigenschaften. Diese werden erst mit
den konkreten Inhalten der entsprechenden Parametermatrizen [ﬂl, [g]z bzw. [?]Z be-
riicksichtigt. Sie beschreiben das Verhalten der Subsysteme beziiglich der Anschliisse mit
Hilfe frequenzabhéngiger, komplexer Parametermatrizen. Die Wechselwirkungen und Ver-
kopplung der Subsysteme untereinander im Gesamtsystem werden durch die Struktur des
topologischen Netzwerkes représentiert. Fiir eine numerische Analyse miissen die Parame-
termatrizen quantitativ beschrieben werden und wertméfig vorliegen. In Abhéngigkeit von
den darzustellenden Subsystemen kénnen verschiedene Methoden zur Bestimmung eingesetzt
werden.

Bei komplexen Verbindungsstrukturen wére beispielsweise der Einsatz von numerischen Feld-
berechnungsverfahren méglich. Dabei werden an den Strukturgrenzen des Subsystems — d.h.
an den topologischen Oberflichen, welche die topologischen Volumina begrenzen — entspre-
chende Ports plaziert, die auch im topologischen Netzwerk als Anschliisse Verwendung finden.
Meist werden dabei Quasi-TEM-Ports eingesetzt, bei denen die Spannungen und Stréme
eindeutig definiert werden kénnen. Dann ergeben sich die Wellengréfien wie im Abschnitt
dargelegt. In der numerischen Feldsimulation werden dabei ggf. fiir die Bestimmung
der Parametermatrizen Integrationswege vorgegeben.

Bei Verbindungsstrukturen wie Kabel und Leitungen ist es sinnvoll, leitungstheoretische Me-
thoden zur Berechnung der Parametermatrizen zu nutzen. Hierbei werden in einem ersten
Schritt statische Leitungsbeldge berechnet und anschliefend in einem zweiten Schritt die
resultierenden Leitungsdifferentialgleichungen gelost. Aus dieser Losung kann jede gesuch-
te Parametermatrix durch lineare Transformationen und Koeffizientenvergleich bestimmt
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werden. Dadurch wird die zeitaufwendige dreidimensionale numerische Feldsimulation ver-
mieden.

Geht man von einer gleichférmig gefithrten Mehrfachleitung aus [37, 311, [32], lassen sich die
klassischen Leitungsgleichungen in Supermatrizennotation als

d |v(z)| | 0 =Z'| |v(z)

dz {i(z)} - {—Y’ 0 ] {i(z)} *
formulieren. Dabei sind v(z) bzw. i(z) die ortsabhéngigen Vektoren der Leiterspannungen
bzw. -strome. Die langenbezogene Langsimpedanzmatrix Z’ = R’ 4 jwL’ ergibt sich aus der
Widerstandsbelagmatrix R’ und der Matrix des Induktivitatsbelages L’ der Leiteranordnung
im Querschnitt. Aquivalent ermittelt sich die Matrix des Admittanzbelages Y’/ = G’ +
jwC’ aus dem Leitwertbelag G’ und dem Kapazitatsbelag C’. Methoden und Formeln zur
Berechnung der Beldge und der verteilten Quellen aufgrund von Feldeinkopplung, sowie
ausfiihrliche Bemerkungen zu deren Bedeutung und Zusammenhénge untereinander sind in
[311, 32] 37, B8] zu finden und sollen nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.
Die Losung der Gleichung ergibt sich als

v(2) {_(s)w o /}WO) v(z0)
{' }:‘e l{iw}*

!/

v (2
i(s)/((z))] (2.33)

Ygsq)@] (2.34)

A o -7
20 _Y/ 0
mit den dquivalenten Quellen
(5) { 0 _Z,} (¢=20) [(s)/
Ve (2] _ / =Y 0 Yy O qc. (2.35)
leq (’Z) 20 1 (C)

Der Ausdruck M;{K} wird als Matrizant bezeichnet und berechnet sich bei einer konstanten

Matrix A mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion.

Entlang der Leitungsstruktur sind die elektromagnetischen Felder im Allgemeinen &ufserst
komplex. Sie miissen aber nicht bekannt sein, sondern man befasst sich nur mit ihren Aus-
wirkungen an den Enden. Dies entspricht dem topologischen Konzept aus Kapitel [2]

Zur Berechnung der Parametermatrizen fiir das topologische Netzwerk geniigt somit die
Kenntnis der Grofen an den Leitungsenden, wobei folgende Kurznotation verwendet werden
soll

)= L ol

Vgsq) (L)] (236)

-~
v k]
M

Die Vektoren v(L) bzw. i(L) sollen dabei die Leiterspannungen bzw. -strome am Ende der
Leitungsstruktur darstellen, v(0) bzw. i(0) die Grofen am Leitungsanfang. Die Kurzform

M" steht fiir den Matrizanten iiber die ganze Leitung vom Anfang zum Ende.
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Betrachtet wird folglich die Leitungsstruktur im Weiteren als Mehrtor mit zwei Torgruppen.
Die erste Torgruppe entsteht durch die Anschlussklemmen am Anfang der Leitung, die zweite
Torgruppe durch die Klemmen am Ende der Leitung. Die Ordnung der Torgruppen ist dabei
gleich grof.

Aus der Darstellung der Losung nach Gleichung kann leicht die Admittanz- oder
Impedanzmatrix des Mehrtores berechnet werden. Sind jedoch Streu- oder Propagationspa-
rameter gesucht, muss die Losung ins Wellenbild transformiert werden.

Wie im Abschnitt erlautert, wurden im Rahmen der EMT fiir komplexe Leitungsnetz-
werke [I1] die Wellengrofen wie folgt definiert

wi(z)| |E Z.| |v(2)

[W_(Z)} - {E —Z.| |i(z) | - (2.37)
Diese Transformation gilt auch fiir die dquivalenten Quellwellen.
Wendet man diese lineare Transformation auf die Leitungsgleichungen an, erhélt man

- A R A Rl

.

(s)/
wy (2) 2.38
o e

-P 0
0 +P
mtP?=2'Y =Y Z wdZ?=2'Y "' =Y 7.
Man erreicht so eine Entkopplung der Supermatrizenblécke und die Losung ist weniger auf-

wendig zu bestimmen. Die Losung fiir die Wellengréfen am Anfang und Ende der Leitung
in Kurzform ergibt sich als

[&Efﬂ _ [e‘;”L e&L] R*Egﬂ + 3881 . (2.39)
— -2

Ist die Losung dagegen schon in der v-i-Darstellung bekannt, kann sie ins Wellenbild geméf

(A.6]) tibertragen werden

-1
AW E Zc —vi |E ZC
M = [E _ZJM [E —Zc] , (2.40)

bzw. umgekehrt.

Mit diesen beiden Darstellungen der Losung der Leitungsgleichungen konnen alle gesuch-
ten Parametermatrizen mit den zugehorigen Quelltermen zur Darstellung im topologischen
Netzwerk gewonnen werden. Die Transformationsvorschriften werden im Folgenden angege-
ben.
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2.3.1 Transformation zur Propagationsmatrix

Um in ein topologisches Netzwerk geméaf der BLT 1 Gleichung eine Mehrfachleitung einfiih-
ren zu kénnen, muss die Losung der verallgemeinerten Leitungsgleichungen in eine Propaga-

tionsmatrix T'; mit den zugehorigen Quellwellen WES)(L) transformiert werden. Nach einer
Transformation in eine Propagationsmatrix I'; kann diese direkt fiir den jeweiligen tube in

die Supermatrix T eingefiigt werden. L bezeichnet hierbei den Ort z der Leitung an dem die
Leitung endet. Im gleichen Sinne wird der Ausdruck 0 fiir den Anfang der Leitung verwendet.
Da die Propagationsmatrix auf der Basis von Wellengrofsen definiert ist, muss der berechnete
Matrizant — falls nicht schon im Wellenbild berechnet — unter Benutzung der Wellenwider-
standsmatrix in das Wellenbild transformiert werden. Damit ergibt sich als Ergebnis

L e

w

M

Die gesuchte Propagationsmatrix I'; ergibt sich dann aus der Propagationsgleichung fiir den
tube

WI(L) — Fll F12 W1<0) + W§S)(L) (2 42)

wa (L) Lo1 Tz [w2(0) Wgs)(L) '
und der Gleichung (22.41]) durch Koeffizientenvergleich als

o MY — MY MY —le MY MY —1:|

T, — 11 2t Vol 12:V122 9.43

{ L Y M5, ™ (2:43)
und die Quellenterme als
(s) L (s) L) — MY MY -1 (s) L
W%)( ) _ | W+ (L) 12 ()22 w (L) _ (2.44)
wy (L) —Mgw (L)

Zur naheren Erlauterung sind die Grofen in Abbildung dargestellt. Hierbei sei nochmals
auf die umgekehrte Festlegung der Zéhllaufrichtung des riicklaufenden Wellenvektors wo vom
Ende zum Anfang hingewiesen. Dessen logischer Anfangpunkt (Index 0) liegt am geometri-
schen Ende der Leitung, d.h. wo(0) = w_(L) und wo(L) = w_(0). Dieser Sachverhalt ist in
den Transformationsgleichungen berticksichtigt.

Die so gewonnenen Gréken T'; und WES)(L) konnen direkt in die BLT-Gleichung fiir die un-
gleichférmige Leitung eingesetzt und das Netzwerk gelost werden. Dies ermoglicht auch eine
gemeinsame Behandlung von gleichférmigen und ungleichféormigen Leitungen im Rahmen
der BLT 1 Gleichung, wohingegen sich der in [42] vorgestellte Ansatz der NBLT Gleichung
weitaus komplizierter darstellt und eine gemeinsame Behandlung erschwert.
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WS:’)(L) wi(L)

wo) N we W
w-0) | M” wi (L) wa(L) T w1 (L)
\ —S—~w-_(L) ?‘”(\L) D ——— w2(0)

W@(L

~—

Abbildung 2.9: Matrizant und Propagationsmatrix

2.3.2 Aquivalente Streumatrizen

Die Motivation fiir die Darstellung einer Mehrfachleitung als dquivalente Streumatrix liegt
in den Implementierungsdetails der Netzwerkprogrammpakete. Vielfach diirfen die Propa-
gationsmatrizen T; der einzelnen tubes nur in Diagonalform vorliegen und werden intern
entsprechend so verwaltet, dass eine Substitution mit den Werten einer nicht diagonali-
sierbaren Propagationsmatrix in den vorhandenen Algorithmen nur durch tiefgreifende An-
derungen der Programmstruktur zu realisieren ist. In diesen Fillen ist es wiinschenswert,
die Leitungsstruktur als dquivalente junction im topologischen Netzwerk einzubauen. Eine
Transformation zu &dquivalenten Streumatrizen erlaubt es somit, die Leitungsstruktur als
gunction darzustellen und in der BLT 1 oder BLT 2 Gleichung zu verwenden. Dabei ergibt
sich fiir eine Leitung eine dquivalente junction mit zwei gleichgrofen Torgruppen.

Soll die Leitungsstruktur in ein BLT 2 Netzwerk integriert werden, so ist die Berechnung der
S50-Parameter erforderlich (siche dazu Abschnitt [2.2.3|und [2.2.1). Dabei wird als Wellenwi-
derstandsmatrix Z.(z) = 50Q E in Gleichung zur Transformation verwendet.

Eine weitere Moglichkeit wire der Einbau als dquivalente junction unter Verwendung der
topologischen Streuparameter, wobei die Wellengrofsen geméf Gleichung mit den Wel-
lenwiderstdnden am Anfang und am Ende der Leitung gebildet werden. An das Netzwerk
angebunden wird die topologische S-Matrix der dquivalenten junction mit Hilfe von zero-
length-tubes mit eben diesen Wellenwiderstanden.

Die gesuchte dquivalente Streumatrix fiir einen tube ergibt sich — in der gleichen Art und
Weise wie im vorangegangenen Abschnitt die Propagationsmatrix — aus der Gleichung
und der Definition von Streuparametern durch Koeffizientenvergleich

. _[ My, My My, 1
eq —

w wNAW — w wNW — 2.45
Mll - M12M22 1M21 M12M22 ! ( )

Die Darstellung einer ungleichférmigen Leitung als eine junction sieht folgendermafen aus
()
b1 _ [Searr Searp| |21 + b, (2.46)
b, Seaz; Seaz] |22

by’
[bﬁs)] _ [ ~Myw" (L) ] ' (2.47)

mit

bgs) ng) (L) — M?QMEUQAW(—S)(L)
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Die Grofen aus Gleichung (22.41]) und ([2.46)) sind zum besseren Versténdnis in Abbildung

skizziert.

wi (L) b
w+(0) N o N
W_(O) Mw W (L) b, geq bo
(L) ;)m - ap

w (1) 1

Abbildung 2.10: Matrizant und dquivalente Streumatrizen

Eine weitere Bestimmungsmoglichkeit fiihrt als Zwischenschritt iiber die Admittanzdarstel-
lung eines tubes nach Abschnitt [2.3.3] Verwendet man die Y-Matrix geméf Gleichung (2.50))
ergibt sich die Streumatrix als

S=(E+Z.Y)(E-Z.Y) . (2.48)

Man beachte dabei, dass bei der Definition der Admittanzdarstellung vereinbart wurde, dass
die Strome aus den tubes heraus fliefsen. Die Supermatrix Z. beinhaltet die Normierungsim-
pedanzen der Tore

Z. = {ZCSO) ZC((’L)} , (2.49)

deren Werte je nach gewiinschten Parametern — S50- oder topologischen S-Parametern —
gewahlt werden miissen.

2.3.3 Admittanzmatrix

Fiir die Verwendung der Admittanzdarstellung des Netzwerkes miissen die dynamischen
Eigenschaften des tubes als Admittanzmatrizen ausgedriickt werden, welche dann in die

Systemgleichung (2.29) eingesetzt werden.

ve(L)

N Ul Vs

Abbildung 2.11: Matrizant und Admittanzmatrix

Dazu wird der Matrizant in der Strom-Spannungsdarstellung verwendet, und durch Koef-
fizientenvergleich ergibt sich die Umrechnungsvorschrift (siehe dazu Abbildung [2.11]). Man
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beachte dabei, dass geméf Definition in Abschnitt die Strome aus den tubes heraus
flieken. Somit ergibt sich fiir die Y-Matrix

vi—1 vi . vi 1
?t:[ M, - My M, 1] (2.50)

(%3 (% (% (% vl (%

und fiir den Vektor der Quellstrome

i) vi =L (s)
Sl =l My, V(L) . (2.51)
iy i)(L) — Mg My, vO(L)
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Kapitel 3

Ungleichformige Mehrfachleitungen

Obwohl praxisrelevante Systemverkabelungen im Allgemeinen ungleichformig ausgefiihrt
sind, werden sie meist als gleichférmig verlegte Leitungen im Design und in der Analyse
behandelt. Dies fithrt in vielen Féllen zu Unterschieden zwischen Praxis und Analyse. Eini-
ge Beispiele typischer Ungleichférmigkeiten in technischen Leitungen sind in Abbildung

dargestellt.
v _

L S~

% 7

Abbildung 3.1: Beispiele fiir Ungleichférmigkeiten bei Einfachleitungen.

Bei der Betrachtung solcher Leitungsstrukturen stellen sich zwei Probleme. Zum ersten miis-
sen die Leitungsbelédge fiir solche Strukturen bestimmt werden. Diese werden in jedem Falle
ortsabhingig, d.h. eine Funktion des Ausbreitungsweges z sein. Als zweites sind Losungs-
verfahren fiir die entstehenden Leitungsgleichungen mit diesen ortsabhéngigen Parametern
notig. In diesem Kapitel soll auf Losungmethoden der Leitungsgleichungen fiir die ungleich-
formige Leitungsverlegung eingegangen und dabei aufgezeigt werden, wie die Ergebnisse in
Netzwerkmethoden zur Behandlung von Zusammenschaltungen von ungleichférmigen (und
natiirlich auch gleichférmigen) Leitungen genutzt werden kénnen, um zu realistischeren Er-
gebnissen zu gelangen.

45
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3.1 Parameter ungleichformiger Leitungen

Aus Sicht der Realisierung heifft ungleichférmige Leitungsfiilhrung, dass die Absténde der
Adern entlang der Leitungsstruktur variabel sind. Dadurch sind die Annahmen der Lei-
tungstheorie (z.B. TEM-Mode) nicht mehr erfiillt.

Sind die Abweichungen vom TEM-Mode allerdings gering, konnen als eine erste Approxi-
mation die Lingsimpedanz Z’' und die Queradmittanz Y’ als Funktion des Ortes angesehen
werden. Damit ergibt sich das System

N e I I R e

-~

ﬁvi (Z)

Die Parameterfunktion R”(z) wird dabei mit den gleichen Methoden ermittelt, als wire die
Leitung gleichférmig und unendlich ausgedehnt. Dies soll im Folgenden als statische Néhe-
rung bezeichnet werden. Aufgrund der iiber z variierenden Absténde der Einzeladern, ist
auch die Parametermatrix eine Matrizenfunktion iiber z. Diese Methode eignet sich nur fiir
schwach ungleichformige Leitungen mit dominantem TEM-Mode. Diese Vorraussetzung ist
allerdings bei einer grofen Klasse von Verbindungsstrukturen im Nutzfrequenzbereich gege-
ben. Gerade ausgedehnte Verbindungstrukturen in komplexen Systemen weisen aufgrund der
mitgefithrten Referenz oft einen ausgeprigten TEM-Mode auf — trotz eines unstrukturierten
Verlegeweges des tubes.

Wird die Ungleichférmigkeit der Leitungsfiihrung zu grof, miissen weitergehende Methoden
verwendet werden, die diese auch schon bei der Berechnung der Parametermatrix beriick-
sichtigen. Eine Methode zur Berechnung der Leitungsparameter, die transmission line super
theory (TLST), welche direkt auf den Mazwellschen Gleichungen basiert, wird in [43] 21, 25]
vorgestellt. Dabei werden die Mazwellschen Gleichungen in ein Differentialgleichungssystem
1. Ordnung iiberfiihrt und die Parameter iterativ berechnet. Hierbei zeigt sich beispielsweise,
dass sich auch fiir eine endlich ausgedehnte, gleichférmige Leitung ortsabhéngige Parameter
ergeben [23]. Da diese Parameter direkt auf den Mazwellschen Gleichungen basieren, sind sie
nicht auf den Fall des dominanten TEM-Modes beschrénkt und stellen Full-Wave-Parameter
dar, die auch Effekte wie Abstrahlung und hohere Moden mit einschlieffen. Die Parameter-
matrix ist dann voll besetzt und an die Stelle der Spannung tritt ein dquivalentes Potential.
Das System der ungleichformigen Mehrfachleitung wird dann durch die Gleichung

S5 = 0 B0 RO [55)+ [508) a2

-~

R7(2)

beschrieben.

Welches Verfahren zur Bestimmung der Parametermatrix einzusetzen ist, hingt von der
gewiinschten Genauigkeit, der zu untersuchenden Struktur und den einzubeziehenden phy-
sikalischen Effekten ab.
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Exemplarisch soll eine Doppelleitung untersucht werden, die in regelméafigen Absténden
durch Kabelbinder fixiert sein soll, wie im oberen Teil der Abbildung [3.2] dargestellt. Unter
der Annahme der statischen Ndherung kommen die Formeln der klassischen Leitungstheorie
zum Einsatz. Damit ergeben sich fiir die Doppelleitung unter der Annahme eines variierenden
Abstandes mit

dmaac - dmin 3-2m- 2
0 B [y (275 o3

folgende Leitungsbelage [32]

F(z)= % arccosh (%j)) (3.4)
L'(z) = uF(z) 3.5
) = 70 (36)

d(2)

-10
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3 T 1 T

05 \ ! \ ! ! \ ! \ !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

normierter Kapazitatsbelag bzw. ‘J((P;l)
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Abbildung 3.2: Geometrie sowie normierter Induktivitidts- und Kapazitidtsbelag fiir die un-
gleichférmige Doppelleitung. Die Werte sind auf die statischen Beldge bei minimalem Ab-
stand normiert d = d,,,;,, = 5r. Weitere Parameter waren » = 0.7 mm und d,,,, = 50 mm.
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Die Verlaufe des normierten Induktivitits- und Kapazitdtsbelages sind in Abbildung als
Funktion des Ortes z dargestellt. Im Vergleich zur statischen Néherung sind auch die mit
der TLST ermittelten Werte aufgezeigt, und zwar fiir die 0. Iteration (d.h. die Startwerte
der Iteration fiir den Grenzwert f — 0 Hz) und fiir 1. Iteration bei zwei unterschiedlichen
Frequenzen (f; = 1 MHz und f, = 1 GHz). Die mit den verschiedenen Methoden ermit-
telten Belagsgrofsen sind nahezu identisch und Unterschiede kaum festzustellen. In weiten
Bereichen stimmen die statischen Parameter mit denen der TLST iiberein. Unterschiede
ergeben sich hauptséchlich an den Enden aufgrund der endlichen Ausdehnung der Leitungs-
struktur. Bei der statischen Ndherung und der 0. Iteration verschwinden die Diagonalelemen-
te Pj,(2) und Py,(z). Mit zunehmender Frequenz bzw. zunehmender elektrischer Ausdehnung
der Querschnittsgeometrie vergrofern sich die Werte dieser Matrixelemente nach der ersten
Iteration und damit deren Einfluss auf die Losung der Leitungsgleichungen.

0.06 : : 0.005
— %(P,,) bei 1MHz S(P )bel 1MHz
0.04} — S(P,,) bei IMHz 0 —_— S(P )bel IGHz
R(P,,) bei 1GHz J
-0.005
= o002} —_— S(P ) bei 1GHz _
N N
g *I -0.01ft
\I:l/ -~
- 0 N
Z ‘2 -0.015¢
= @
o~ -0.02
-0.02f
-0.04 -0.025}
006, -0.03 :
600 800 1000 0 200 1000
0.025 0.02 . . ‘ :
— 3(P )bel 1MHz — R(P.,) bei IMHz
21 22 i
0.02f — S(P,) bei 1GHz |1 0.015 — S(P},) bei 1MHz
R(P.,) bei 1GHz | |
0.01 22
0.015} 1 - —_ S(P )bel 1GHz
= <5 0.005
O 001t 1 ?
2 s
> o 0
2™ 0.005f 1 =
& . 8 -0.005}
o
0 \ -0.01}
-0.005f 1 _0015}
-0.01 ‘ : ‘ ‘ -0.02 : ‘
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 1000

Abbildung 3.3: Normierter Real- und Imaginérteil der Diagonalelemente P} (z)/+/L'(z)C"(2)
und  Ps,(2)/+/L'(2)C'(z) sowie normierte Imaginérteile der Antidiagonalelemen-
te Pj5(2)/L'(z) und Py (z)/C'(z) als Funktion des Ortes z bei f = 1 MHz und 1 GHz
zugehorig zu der Darstellung und den Parametern aus Abbildung [3.2]

In Abbildung sind die Parameter in normierter Form fiir zwei verschiedene Frequenzen
dargestellt. Die Normierung erfolgte, um den relativen Einfluss auf die Losung beurteilen zu
konnen. Man erkennt deutlich, dass sie bei einer Frequenz von 1MHz nahezu Null sind. Selbst
bei einer Frequenz von 1 GHz ergeben sich nur Abweichungen von weniger als 5 Prozent.
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Erhebliche Abweichungen zwischen der statischen Néherung und den Parametern der TLST
ergeben sich erst bei noch stirkeren Ungleichformigkeiten und abrupten Anderungen der Lei-
tungsgeometrie, beispielsweise an Ecken und Knicken. Auch vergréfiern sich die Unterschiede
mit zunehmender Frequenz.

Bei der Mehrzahl der praxisrelevanten Systemverkabelungen, die in erster Linie dimensio-
niert werden, um einen dominanten TEM-Mode zu iibertragen, stellt die statische Naherung
brauchbare Parameter zur Verfiigung. Eine exakte Darstellung unter Beriicksichtigung von
Effekten wie Abstrahlung und héheren Moden erlauben die Parameter der TLST. Die im
Folgenden vorgestellten Losungsverfahren fiir das entstehende Differentialgleichungssystem
der Leitungsgleichungen sind fiir beide Félle anwendbar.

Allgemein lassen sich alle aufgefiihrten Leitungsdifferentialgleichungen (siehe Anhang |BJ) fiir
ungleichférmige Leitungen durch die Gleichung

did(;) =R (2)X(2) + X*(2) (3.7)

ausdriicken. Dabei stellen der Supervektor X die unbekannten Gréfsen im Rahmen der verwen-
deten Theorie, die Matrizenfunktion R”(z) die Parameter beziiglich der gesuchten Gréfen
in X und X°(z) die verteilte Erregung der Leitungsstruktur dar.

Betrachtet man die Leitungsgleichungen fiir ungleichférmige Leitungen, reduzieren sich alle
im mathematischen Sinne auf ein lineares, inhomogenes Differentialgleichungssystem erster
Ordnung mit variabler Koeffizientenmatrix. Die Dimension des Systems ergibt sich dabei
aus der doppelten Anzahl der vorhandenen Leiter exklusive der Referenz. Dabei stellt R (2)
eine im betrachteten Intervall von zy bis z endliche, komplexwertige Matrizenfunktion dar,
d.h. alle Elemente Rf,(z) der Matrix R"(2) sind in eben diesem Intervall endliche, reelle
oder komplexe Funktionen des reellen Argumentes z.

Grundsatzlich lassen sich Differentialgleichungssysteme ungleichférmiger Leitungen nicht
mehr mit den Losungsmethoden fiir gleichférmige Leitungen 16sen, sondern setzen Metho-
den voraus, welche im Folgenden ausfiihrlich aufgezeigt werden. Dabei werden beziiglich der
untersuchten Methoden keine Annahmen iiber die Besetzung der Matrix R (z) gemacht,
d.h. die Methoden sind anwendbar sowohl fiir Parametermatrizen, die in klassischer Art und
Weise statisch bestimmt wurden (siehe Gleichung (3.1)), als auch fiir voll besetzte Matrizen

nach Gleichung (3.2)).

3.2 Bestimmung des Matrizanten

Um ungleichférmige Leitungen in Netzwerksimulationen einbringen zu kénnen, ist es notwen-
dig, die konkrete Losung der Leitungsdifferentialgleichung fiir die ungleichférmige Leitung
zu bestimmen. Unvorteilhafterweise existiert fiir den allgemeinen Fall keine auswertbare ge-
schlossen analytische Form zur Berechnung der Losung. Im folgenden Kapitel sollen nun
verschiedene sowohl numerische als auch semi-analytische Verfahren zur Berechnung der
Fundamentallosung vorgestellt werden.



50 3 Ungleichformige Mehrfachleitungen

Die Berechnungsverfahren zur Losung des inhomogenen linearen Differenzialgleichungssy-
stems mit variablen Koeffizienten kénnen in vier verschiedene Klassen unterteilt werden,

Iterationsverfahren und sukzessive Approximation,

Analytische Berechnungsverfahren, basierend auf Reihenentwicklungen und auf dem
allgemeinen Matrizenkalkiil,

Diagonalisierungs- bzw. Eigenwertverfahren,

e Numerische Integrationsverfahren.

Beispielsweise wendet Schelkunoff in [44] eine sukzessive Approximation an, um die Lo-
sung einer ungleichférmigen Einfachleitung zu berechnen. Fiir eine Einfachleitung mit linear
variierendem Wellenwiderstand gibt Ke Lu in [18] ein analytisches Verfahren an, welches
allerdings nur bei einer Einfachleitung benutzt und nicht auf den allgemeinen Fall einer
Mehrfachleitung iibertragen werden kann. Zur Behandlung ungleichférmiger Mehrfachlei-
tungen wird in [45] das Runge-Kutta-Verfahren eingesetzt. Allerdings werden dort keine
geschlossenen Formeln fiir den Matrizanten hergeleitet, vielmehr wird auf klassische Art und
Weise mehrfach hintereinander das System mit verschiedenen Eingangsvektoren gelost. Die-
se Verfahrensweise erfordert je nach Implementierung bestenfalls den gleichen numerischen
Aufwand im Vergleich zur Matrix-Formel nach Kapitel [3.2.6.3] Fiir eine konkrete Implemen-
tierung gilt es, entweder bei jedem Erregungsvektor die zur Berechnung der Funktionswerte
notwendigen Matrizen neu zu berechnen oder nach der ersten Berechnung abzuspeichern,
wodurch der Speicherbedarf drastisch erhoht wird. Aus diesen Erwdgungen heraus sollten
die Matrix-Formeln fiir die numerische Integration der mehrfachen Berechnung mit verschie-
denen Eingangsvektoren vorgezogen werden.

3.2.1 Iteration nach Picard

Die Losung des in Gleichung angegebenen Systems mit Hilfe einer Iteration wird bei-
spielsweise in [46] behandelt. Zur Berechnung der homogenen normierten Losung kann die
Methode der sukzessiven Approximation eingesetzt werden. Dabei erhélt man eine Ndherung
fiir die Fundamentallésung mit Hilfe der Rekursionsformel

< (k+1)
dX ey —
T(Z):R XY() k=012, (3.8)

wobei X(O)(z) die Einheitsmatrix E darstellt. Wird des weiteren X(k)(zo) = E fiir alle k
gesetzt, erhélt man die Darstellungsform

X" B+ [ ROXV©de k=012 (3.9

Fasst man nun alle Terme zu einer Matrizenreihe zusammen, erhalt man die Iterationsformel
nach Picard

z z C
X2 =B+ [ RO+ [ KO [ Rdpdc = MR} @10
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Das Ergebnis dieser Iterationsformel wird in der Literatur mit Propagator, Matrizant oder
auch als Produktintegral bezeichnet. Ein Beweis fiir absolute und gleichméfige Konvergenz
der Losung nach Gleichung ist in [46] zu finden.

Zur numerischen Berechnung des Matrizanten wird das Berechnungsintervall [z, z] in ein
Grid mit den Stiitzstellen z, unterteilt. Dieses muss nicht zwingend &quidistant geschehen,
sondern kann an den Verlauf der Matrizenfunktion 1:_{35(2) im Sinne einer geeigneten Norm
angepasst werden. Der Matrizant iiber das Berechnungsintervall ergibt sich dann als

MR}=E+X")+ X" )+ X" () + - (3.11)

mit den Zwischenergebnissen an allen Punkten des Grids

X092, / XM s R 0X ) (2
X (2,) = T )(O ¢ N X (2,) = R (200X (2) (3.12)
Xy = [TX® () ac — X)) =R(2)X ™ ()

20

und so weiter. Die Reihe wird abgebrochen, wenn der Term K(m)(z) keinen signifikanten
Beitrag mehr liefert. Die Reihe liefert fiir konstante R*(z) = R" als Ergebnis die
Taylor-Reihe fiir eR"(:=20) Die numerische Durchfiithrung der Iteration nach Picard ist rech-
nerisch sehr aufwendig und stellt hohe Anforderungen an die Performance der verwendeten
Rechner. Zum einen miissen fiir jede Stiitzstelle des Grids Matrixwerte abgelegt und gespei-
chert werden, und zum anderen sind neben der eigentlichen Integration auch noch Matrix-
multiplikationen an jedem Punkt des Grids notwendig. Das Verfahren eignet sich daher nur
bei sehr schneller Konvergenz der Iteration.

Wenn die homogene Losung (Bestimmung des Matrizanten mit der Iterationsvorschrift) be-
stimmt wurde, kann ein korrespondierendes inhomogenes Problem durch Anwendung
von

X(2) = M_{R"} X(z) + / /\/(z{f_{x}is(g) d¢ (3.13)
und (sieche Anhang
Z (=T — I -1
MR} = M (R} (M (R)) (314)
auf dem definiertem Grid gelost werden [46].

3.2.2 Kalkiil nach Volterra und das Produktintegral

Zerlegt man das Grundintervall [z, z] in n Teilintervalle, so ergibt sich der Matrizant {iber
das Gesamtintervall nach der Regel (A.1]) als das geordnete Matrizenprodukt des Matrizanten
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der Teilintervalle

‘/\/Co{ﬁx} zn 1{ } T MZ{EI} ‘/\/C(l){ﬁx} ’ <315)

Unter der Annahme kleiner Az; = 2;,7 — 2; kann zur Berechnung des Matrizanten das
Argument R"(z; < 2z < z41) = R, im Teilintervall i als konstant angenommen werden. Es
gilt dann

MR} mefids (3.16)

Dies entspricht einer Stufenapproximation der Matrizenfunktion R . Bildet man den Grenz-
iibergang Az; — 0, so erhéilt man

MR} = Jim [oR8% .. oRabneRina] - TR O, (3.17)

Az;—0

Dieser Grenzwert ist das Analogon zur Approximation eines gewthnlichen Riemannschen
Integrales durch eine unendliche Summe infinitesimaler Flachensegmente. Daher bezeichnet
man diesen Grenzwert auch als Produktintegral. Es wurde zuerst von Volterra eingefiihrt
[47].

Wenn alle Werte der Matrizenfunktion R(z) vertauschbar sind, d.h.

Ex<21>ﬁz(22> = Ex<22)ﬁx<21) (318)
fiir beliebige 21 und 29 aus dem Intervall (2o, z) gilt, vereinfacht sich der Grenzwert zu
M (R} = el ™ @0 (3.19)

wie leicht aus der Gleichung und der Bezichung e®eB = eA*+B fiir kommutative Ma-
trizen A und B zu ersehen ist. Im Fall einer allgemeinen ungleichférmigen Leitung ist das
aber nicht gegeben.
Die in Gleichung und auftretenden Matrixexponentialfunktionen kénnen zur nu-
merischen Auswertung mit unterschiedlicher Genauigkeit approximiert werden. Bricht man
zum Beispiel eine Taylor-Approximation nach dem linearen Glied ab, erhédlt man folgende
Néaherung

M {R"} = lim [(B+RiAz) - (E+RyA)(E+RjAz)]. (3.20)

Az;—0

Weitere mogliche Approximationen und der sich daraus fiir ein Teilsegment ergebende Ma-
trizant M:“{f_{f} sind in der Tabelle aufgefiihrt.

Generell ist aber bei dieser Vorgehensweise zwischen zwei Approximationsschritten zu un-
terscheiden. Erstens der Schritt der Stufenapproximation der Matrizenfunktion R”(¢) und
zweitens der Schritt der Approximation der Matrixexponentialfunktion fiir das konstante
Argument Ef. Die numerische Durchfiihrung des zweiten Schrittes, d.h. der Approximation
der Matrixexponentialfunktion, entspricht einer numerischen Integration iiber eine (segment-
weise) konstante Matrizenfunktion. Nachteilig ist bei dieser Methode die kiinstliche Konzen-
tration der kontinuierlichen Streuung entlang der Leitung an den Segmentiibergéngen. Diese
entsteht aufgrund der Stufenapproximation und verschwindet erst beim Ubergang Az, — 0.



3.2 Bestimmung des Matrizanten

93

Tabelle 3.1: Verschiedene Approximationsansétze fiir die Matrixexponentialfunktion im Pro-

duktintegral
Approximation Matrizant fiir ein aquivalentes
Teilsegment Integrationsverfahren
Taylor-Approximation, E + I_{;BAzi FEuler, explizit

Abbruch nach dem linearen Glied

Pade-Approximation

der Ordnung (g)

(E — E?Azi) - FEuler, implizit

Pade-Approximation

der Ordnung (D

(E-1RjAz) -
(E+ 1R Az)

Crank-Nicolson,

implizit

Taylor-Approximation,
Abbruch nach dem dritten Glied

E+R Az + %I_{ZﬂAzf modifiziertes Euler,

explizit

Taylor-Approximation,
Abbruch nach dem fiinften Glied

E+R Az + %EzﬁAzz Runge-Kutta, explizit,

+%Ef3Az;3 - 2—14Ef4Azf 4. Ordnung

3.2.3 Rekursionformel bei linearer Interpolation

Im Folgenden soll aus der Taylor-Reihenentwicklung der Losung um die Stelle z ein Be-
rechnungsverfahren fiir den Matrizanten hergeleitet werden. Geht man bei der Darstellung
der Matrizenfunktion R”(z) und der Vektorfunktion X°(z) von einer linearen Interpolation
innerhalb eines Segments im Intervall [z, 2] aus, d.h. es gilt

T

und
=S =S AX®
X (z) =X + A, (z — 20) (3.22)

mit Ry = R (2), AR = R"(2z1) — R" (%), X5 = X°(20), A%® = X°(21) — X°(2) und Az =

21 — 29, so gilt im Intervall [z, 2] fiir die erste Ableitung der Matrizenfunktion

dR"(z) AR"
= 2
dz Az’ (3:23)
sowie fiir die erste Ableitung des inhomogenen Terms
dx*(z) AX®
= : .24
dz Az (3:24)

Hohere Ableitungen verschwinden und brauchen somit auch nicht beriicksichtigt werden.



54 3 Ungleichformige Mehrfachleitungen

Ausgangspunkt fiir die weiteren Uberlegungen ist eine Taylor-Approximation des Matrizan-
ten um die Stelle zg
Az? 4% Az" d"

d
i(zl) = f(Zo) + AZ@K(Z()) + T@X(Zo) +-- + ol @X(Zo) . (325)

Um die Ableitungen des Matrizanten in der Taylor-Reihenentwicklung zu eliminieren, wird
die Ausgangsdifferentialgleichung (3.7) mehrmalig differenziert und die Ergebnisse in (3.25))
eingesetzt. Man erhélt unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.21]) und (3.23))

d_ nt = =S 0D < =S
L X(20) = R (20)X(20) +X(20) = QiX(20) + % (3.26)
a2 _ dR"(2) _ — dX(z)  dX*(2)
@x(zo) = X(z0) + R (20) o + s (3.27)
AR" .- \_ AR o
- <E + ROQ1> X(ZQ) + A + R0x1
. Y
Q i
a? _ d’R"(z) _ dR"(20) dX(20) e, d*X(z9) = d*%(20)
@X(ZO) - TX<ZO) 2 dz dz TR () dz? * dz? (3:28)
dR"(2) dX(20) =2, d*X(20)
pr— 2 —
dz dz + R (z0) dz?
Aﬁ$ — —z— _ Aﬁx —s DY=s
= <2A—ZQ1 + ROQQ) X(Z()) +?A—ZX1 + ROX%
h ~ <5
Q;
dnf(ZO) Aﬁm — —r— _ Aﬁx _ S5T_g
O <(” - 1)A—2Qn—2 + Ran—1> X(20) +E” - 1)A—an—2 + ROXn—lla (3.29)

n

Q,
und das Ergebnis der Taylor-Reihenentwicklung (3.25]) lasst sich als folgende Formel angeben

I AN N A WIS TERph
X(Z)_<E+; o ) (0)+; o (3.30)
X(z) = Mzo{ﬁx} X(20) +X,(2) -

Die Elemente Q,, und X; lassen sich dabei rekursiv aus den jeweiligen zwei Vorgangern nach

Gleichung (3.29) bestimmen.

Zur numerischen Implementierung ist es giinstiger, nicht die Terme Q,, bzw. X}, zu berechnen,
sondern die Ausdriicke

én = an bzw. fsn = iiw (3.31)
n. n:
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auszuwerten. Substituiert man die Terme in (3.26) bis (3.29)) erhédlt man die Ausdriicke
fiir Q,,

Q=E (3.32)

Q, =R, A» (3.33)
—x2

= Az —r= —r Az —x RO

Q=5 [AR Q, + ROQl] =57 |AR + (3.34)

= Az —r —

Q.= |AR'Q,, +RiQ, | . (3.35)

welche numerisch einfacher und stabiler zu berechnen sind. Damit reduziert sich der numeri-
sche Aufwand auf zwei Matrizenmultiplikationen, eine Matrizenaddition und die Skalierung
einer Matrix pro Reihenterm und man vermeidet die Division durch grofte Zahlen aufgrund
der Operation Fakultét. Identisch kann mit den inhomogenen Anteilen %%, verfahren wer-
den. Die Terme Q, und %°,, werden solange berechnet und aufsummiert, bis ein vorgegebener

Toleranzwert fiir die Genauigkeit der Berechnung unterschritten wird. Darauthin wird die
Reihe abgebrochen.

3.2.4 Approximation durch Potenzreihen

Weitere analytische Losungsformeln gewinnt man durch die Approximation der Matrizen-
funktionen R"(z) und X°(z) durch Potenzreihen. Ohne Verlust der Allgemeinheit kann
man zp = 0 annehmen. Eine Variablensubstitution Z = z — 2y ermoglicht dies immer. Mit
dieser Annahme kann man R”(z) und X*(z) ausdriicken durch

R'(z) = f: A2t (3.36)

x°(2) = ngzk : (3.37)
k=0

Geht man davon aus, dass die Reihen (3.36)) und (3.37)) fir z < Ry, konvergieren, so léasst
sich die Losung fiir einen Anfangswert X(0) auch als Potenzreihe
X(2) =Y @zf =C+Ciz+ 2"+ +Cp2" (3.38)
k=0
approximieren. Dies soll im Folgenden bewiesen und die Bestimmungsgleichungen fiir die ¢

angegeben werden.
Ausgehend von (3.38)) ergibt sich die Ableitung von X(z) als

d o
X(2) = D (k+1)Chd =€ +22+3627 + -+ (n+ 1),z (3.39)
k=0
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Setzt man (3.36)) bis (3.39) in die Ausgangsdifferentialgleichung ({3.7)) ein, erhdlt man

f:(k‘ + 1) Cpy1 2t = (ixkzk> (i Ekzk> + igkzk . (3.40)
k=0 k=0 k=0

k=0

Multipliziert man die Summen aus und vergleicht die Koeffizienten gleicher Potenzen, erge-
ben sich die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten ¢,

o = %(0) (3.41)

El - KQEO + Bo (342)

2Cy = AT+ Age, + by (3.43)

3¢3 = Aycy + A€, + Ay, + by (3.44)

(n —+ 1) En—i—l = an_kék + Bk . (345)

k=0

Es stellt sich die Frage nach der Konvergenz der Losungsreihe. Geht man davon aus, dass
die Approximationsreihen (3.36) und (3.37)) konvergent sind fiir 0 < p < Ry, dann gilt

mit einer konstanten, endlichen Schranke S > 0
P || A < S und P[P <5, (3.46)

und aus Gleichung ((3.45)) folgt

(n+ D[l <D Sp" " [kl +Sp (3.47)

k=0

Definiert man des weiteren obere Schranken fiir die Normen |c,|| < s, so folgt aus (3.47))

S
(n+1)sp11 < p_" (so + 51" + 59p% 4+ - s p" + 1) (3.48)
1 2 n—1
< Ss, + e (1+s0+s1p4 s2p> 4 -+ -+ Sp_1p™ ) (3.49)
S n 1
1l < — | Sn - 3.50
S+1_<n+1+n+1p)s ( )

Die Konvergenz der Reihe (3.38) ist gewéhrleistet, wenn ) ° ; s,2" konvergiert. Das Quoti-
entenkriterium nach d’Alembert

n+1 S 1
lim |2n1% < lim y || (3.51)
n—00 Sp 2™ n—oo \ 1+ 1 n+1p

n+1
lim | Znte < 2] (3.52)
n—o00 Sp2™ P
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bestétigt die Konvergenz der Losungsreihe fiir |z| < p. Da laut Voraussetzung p beliebig im

Intervall 0 < p < Ry liegt, konvergiert die Losungsreihe fiir alle |z| < Reon-

Um von Gleichung (3.45) zu einer Darstellung mit Hilfe des Matrizanten zu kommen, wird
aus den Koeffizienten ¢,, der Supervektor X(0) separiert

Fiir den Matrizanten bzw. den dquivalenten Quellenvektor ergibt sich dann

Z
el
+
>

~

J/

-~ 1 /— =~ —_ _
AoC2 ) X(0) + 5 <A1b0 + Agby + b2>

-~

b,

./\/l;{f_{w} = Zékzk bzw. X (2) = Zﬁkzk .
k=0 k=0

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Fiir den einfachsten Fall einer konstanten Matrixfunktion R”(z) = Ay ergibt sich gemaR der

Gleichungen ([3.53)) bis (3.57)) und (3.58)

éOIE

61 :KO_OIKO

- 1— =~ 1—o
= —A = —A

C, 5 0C1 540
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und damit fiir den Matrizanten die exakte analytische Losung der Reihendarstellung der
Matrixexponentialfunktion

R'} = Z (Ape" = et (3.63)

Nutzt man eine lineare Funktion zur Approximation von ﬁw(z) = A+ Az, berechnen sich

die Terme C,, zu

Cy=E 3.64
él == Kgéo = K(] (3 65)
= 1 — —92

C: =3 <A1 + AO> (3.66)
- 1 /— =~ —_

Co=— (Aocn,1 v Ach) , (3.67)

und damit der Matrizant als

2 3
MR} =E+ Ko+ o (A +K) + o Ko (Bi + A7) + 2K+ (368)
Dieses Ergebnis ist identisch mit den Formeln nach Kapitel [3.2.3] fiir den Fall zy = 0.

Als drittes Beispiel soll eine quadratische Approximation von R’ (2) = Ag + Az + Ayz?
untersucht werden. Die Koeflizienten berechnen sich dann als

Cy=E (3.69)
C, = A,Cy = A, (3.70)
- 1 /— __
C.—5 (A YA ) (3.71)
2 3 _

= B (B + A7) + 28,40 + 24, (3.72)
- 1 /— = __ o~
Co=— (Aocn_1 + A, G+ AQCH) . (3.73)

Der Vorteil des Potenzreihenverfahrens ist, dass man eine allgemeine Vorschrift erhélt, nach
der Formeln fir den Matrizanten und den dquivalenten Erregungsvektor fiir eine beliebi-
ge Approximationsordnung von R (z) bzw. X°(2) einfach konstruiert werden konnen. Die

Anzahl der Terme in der rekursiven Berechnungsformel fiir C,, ist dabei identisch mit der
héchsten Potenz von z in der Approximation.
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3.2.5 Interpolationsansatze mit Diagonalisierung

In der Literatur sind verschiedene Losungsansétze zu finden, bei denen Diagonaltransforma-
tionen mit Hilfe von Eigenwerten und Eigenvektoren zum Einsatz kommen, um eine exakte
Losung fiir spezielle Félle von ungleichférmigen Leitungen (z.B. zyklische Leitungen) zu er-
halten [48, 13, 12]. Hier soll jetzt ein Interpolationsschema vorgestellt werden, welches auf
allgemeine ungleichférmige Mehrfachleitungen anwendbar ist.
Dazu wird die Matrizenfunktion R (z) in einem Intervall [z, z1] der Lénge Az in zwei Terme
zerlegt,

R'(2) =R,, + Ry(2). (3.74)

Der erste Term, der Referenzterm, f_{; ist unabhangig von der Koordinate z, die sich im
Folgenden immer im Intervall [z, z1] bewegt. Dieser Referenzterm konnte beispielsweise als
Mittelwert iiber das betrachtete Intervall gewéhlt werden. Der zweite Wert stellt die Abwei-
chung von diesem Referenzwert dar und variiert innerhalb des Intervalls. Mit dieser Zerlegung

ergibt sich das Produktintegral nach Summenregel (A.3)) als

MR} =G (20) MI{H} = GV (21) G (1) (3.75)

mit
H(z) = {G”(2)} ' RA(2) G (2) (3.76)

und
G”(z) = M_{R},} = Rnl0). (3.77)

Uberfithrt man den Referenzterm R, mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformatio in die
Diagonalform

N
R,=UAV=UAU =Y \aum], (3.78)
n=1
so erhalt man
N
G(O)(Z) _ eAn(z—Zo)ﬁnﬁl (3.79)
n=1
und
N
{E(O)(z)}fl _ Z e*An(Z*ZO)ﬁnEI ) (3.80)
n=1

Der Summenterm in der Gleichung ist eine Darstellung der Diagonaltransformation
mit Hilfe von Dyadischen Produkten. Dabei stellen die Vektoren @] und u,, die Zeilen- bzw.
Spaltenvektoren der Transformationsmatrix U bzw. der zugehérigen inversen Transformati-
onsmatrix V der Ahnlichkeitstransformation zu einer Diagonalmatrix A . Selbstverstindlich

darf die Transformationsmatrix U nicht singuldr sein. Der Wert N ist die Dimension des
Problems, d.h. der Matrizenfunktion R"(z).

*Da der Referenzterm willkiirlich festgelegt wird, kann er immer so gewahlt werden, dass die M6glichkeit
der Transformation zur Diagonalform besteht.
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Wihlt man nun fiir den Referenzterm R, aus der Gleichung (3.74)) als den Mittelwert iiber
das Segment des Intervalls (2, z1)

R = % (R"(20) + R (21)) , (3.81)

so ergibt sich der variable Term Rx(z) als konstante Differenzmatrix C multipliziert mit
einer Variationsfunktion f(z)

=T j Qp— =T =

Ra(2) = () (R (1) - R () = (). (3.82)
Dabei ist f(z) als eine monoton ansteigende Funktion so zu wéhlen, dass fiir den Wert an der
unteren Intervallgrenze f(z9) = —1 und an der oberen Intervallgrenze f(z1) = +1 gilt. Damit
ist gewéhrleistet, dass die Matrizenfunktion Rx(z) an den Segmentgrenzen exakt abgebildet
wird. Die einfachste Wahl fiir die Variationsfunktion f(z) wére eine lineare Funktion geméf

22—z -2 22—-2x%—-A0z 2
f(z) = = A, =% (z — zm) (3.83)

21 — 20

mit A

zm:%:zﬁ{. (3.84)
Dieser Ansatz dhnelt der nach dem linearen Glied abgebrochenen Taylor-Reihenentwicklung
von P_{m(z) Der Referenzterm I_{fn entspricht dem konstanten Term bei der Entwicklung um
den Mittelwert und es entsteht weiterhin ein lineares Glied mit einer konstanten Matrix
multipliziert mit der Variablen z. Allerdings gewéahrleistet diese Taylor-Reihenentwicklung
nicht, dass die Matrizenfunktion R"(z) an den Segmentenden exakt abgebildet wird. Es
wiirden Spriinge an den Segmentgrenzen entstehen.
Wahlt man Varianzfunktionen f(z) héherer Ordnung, so kann erreicht werden, dass auch

die Ableitungen der Matrizenfunktion I_{x(z) an den Segmentgrenzen stetig verlaufen.

Sind die Terme G (z) und {G(O) (2)}~" mit Hilfe der Diagonaltransformation nach Gleichun-
gen (3.79) und (3.80) bestimmt, gilt es, die Matrizenfunktion H(z) bzw. den Matrizanten
dieser zu berechnen. Die Matrizenfunktion H(z) ergibt sich als

H(z) = f(:){G”(2)} '€ G (2) (3.85)

N N
= f(2) )Y {e g, m] Cuywf} (3.86)

k=1 n=1

N N
=f(2) > {eM A0, 5o, (3.87)

k=1 n=1

mit dem Skalar o

i =T, C .. (3.88)

Die Matrizenfunktion H(z) ist eine Ahnlichkeitstransformatign der Varianzmatrix f(2)C und
hat deshalb die gleichen Eigenwerte wie diese. Wenn nun C klein ist im Vergleich zu Rxm,
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kann der Matrizant {iber H(2) mit relativ grofen Schritten im Vergleich zur #quivalenten
Berechnung des Matrizanten iiber R"(z) numerisch berechnet werden. Mit Hilfe der Glei-
chung (3 und der Diagonalisierung von R, kann der Matrizant iiber H(z) mit anderen,
in diesem Kapitel vorgestellten, numerischen Verfahren ermittelt werden.

Eine andere Moglichkeit die Matrix a(l)(zl) zu berechnen, vorausgesetzt die Varianzma-

trix C ist ausreichend klein, ist die Auswertung nur der ersten zwei Terme der Picarditera-
tion (3.10)),

G = E+ / H(O)d¢ + O(AO). |A2) (3.89)
21 N N

—E+ / FOY D e == gl ad¢ + O(INS), | AZ%) . (3.90)
20 k=1 n=1

Dabei stellt |)\mm| den Betrag des groﬁten Eigenwertes der Matrix C dar. Bei Verkleine-
rung der Schrittweite Az wird auch |)\max| kleiner, so dass eher ein Fehlerverhalten der
Grofenordnung O(Az?) entsteht. Da die Zeilen- und Spaltenvektoren w,, und ¥} der Trans-
formationsmatrix U, sowie der skalare Koeffizient o, nicht von der Integrationsvariablen ¢
abhéngen, konnen sie vor das Integral gezogen werden

c"() E+ZZunvkank / F(OeM A0 g 1 O(ANC) [AZ2) . (3.91)

k=1 n=1
Setzt man die Interpolatlonsfunktion f(2) nach Gleichung (3.83)) ein, erhélt man fiir das
Integral in Gleichung

Fop = f(C) P=An)(e=20) ¢ (3.92)
20
= [T 2 et g (3.93)
o Az
2 (An—=Ax)z0 21
= [ G met (3.04)
z 0
e()\n—)\k)zo
- m{[(xk — ) Az 4 2] ePem Az [\ YAz — 2] e“kWZl} (3.95)
k— \n z
1
— m{[(xk — M) Az + 2]+ (A — M) Az — 2] e(’\k_’\”)AZ} (3.96)
k=™ \n z
fiir den Fall, dass Ay # \,,. Sind die Eigenwerte gleichgrofs, so ergibt sich das Integral zu
z1
E,. = f(z)e()‘k_)\n)(g_zo)dc (3.97)
Z()Zl 2
= /ZO A—z(g—zm)dC (3.98)
2 |1 =
= — [—(2 — zmg] =0. (3.99)
z |2 =20
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Mit diesen Ergebnissen ergibt sich in der Ndherung der Matrizant des Segmentes im Intervall
[20, 21] Zu

R'}~ (i Ao, T ) (E + Z Z unvkanank) (3.100)

k=1 n=1
N N

~ eRmd® 4 Rt NN B g (3.101)

k=1 n=1

Dieses Ergebnis ldsst sich als die Summe aus dem Matrizanten iiber eine konstante Matri-
zenfunktion, d.h. des Matrizanten einer gleichférmigen Leitung mit den Eigenschaften der
Matrix Rm7 und einem Korrekturterm interpretieren. Fiir eine konstante Matrizenfunktion
verschwindet der Korrekturterm, da die Skalare «,,; immer gleich Null sind.

3.2.6 Numerische Integrationsverfahren

Neben den analytischen und semi-analytischen Losungsverfahren kénnen auch numerische
Integrationsverfahren angewendet werden, um den Matrizanten zu berechnen. Dazu kénnte
die Integration rein numerisch mit verschiedenen Anfangsbedingungen X(zp) n-mal zur Be-
rechnung des Matrizanten durchgefiihrt werden. Im Gegensatz dazu sollen hier entsprechende
allgemeine Endformeln fiir ein Teilintervall hergeleitet werden, indem man die Integrations-
verfahren ins Matrizenkalkiil {ibertrégt.

Eine Moglichkeit der Klassifizierung von Integrationsverfahren ist die Anzahl der fiir einen In-
tegrationsschritt verwendeten Intervalle. Danach unterscheidet man Einschrittverfahren und
Mehrschrittverfahren. Im Rahmen dieser Arbeit soll das Hauptaugenmerk auf Einschrittver-
fahren gelegt werden, da sich diese einfach ins Matrizenkalkiil ibertragen lassen und somit
geschlossene Formeln fiir den Matrizanten herleiten lassen. Prinzipiell ist das auch fiir Mehr-
schrittverfahren moglich, fiihrt aber je nach Stufenzahl des Mehrschrittverfahrens zu einer
Anzahl von Matrixinversionen vom Matrizanten vorheriger (Teil-)Segmente und wird damit
schnell ineffizient.

Fiir die Anwendung von Integrationsverfahren wird die Differntialgleichung durch In-
tegration iiber ein Intervall [z;, z;,1] in eine Integralgleichung umgewandelt,

Zi4+1

x(ain) = x()+ [ ROxOdcH [0 (3.102)

D) T

Durch Anwendung einer numerischen Integrationsmethode wird versucht, diese Integralglei-
chung in die Gestalt

X(zi41) = F (A2, R7(Q)) X(=) + Fs (A2, R7((), x(0)) (3.103)
= MR} R(2) + (3.104)

Xeq i

umzuformen und damit eine geschlossene Formel fiir den Matrizanten und den Quellenvek-
tor am Segmentende anzugeben. Der Quellenvektor X, ; beinhaltet dabei die Wirkung der
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verteilten Erregung iiber das Segment Az; am Segmentende und stellt gleichzeitig eine An-
fangsbedingung fiir das nichste Segment Az;; dar. Der Matrizant fiir die gesamte Leitung
ergibt sich durch die Kettenmultiplikation der Ergebnisse fiir die Segmente in der richtigen
Reihenfolge. Der dquivalente Quellenvektor am Ende der Leitung ergibt sich fiir n Segmente
als

n

X,(2) =Y M {R'}x,;. (3.105)

i=1

Abkiirzend wird im Folgenden der Index i bzw. ¢ 4+ 1 fiir Funktionswerte am Segmentan-
fang bzw. -ende gebraucht. Werden fiir die Berechnung Funktionswerte an Zwischenstellen
innerhalb des Segmentes [z;, z;11] bendtigt, sind diese durch nicht ganzzahlige Indizes gekenn-
zeichnet, z.B. EZ% entspricht R”(z; + 1Az;). Die Angabe Az; entspricht der Schrittweite
des i-ten Segmentes und ergibt sich aus Az, = z;,1 — 2;.

Die Eindeutigkeit und Existenz einer Losung ist fiir die betrachtete Problemstellung der
Leitungsgleichungen immer dann gewéhrleistet, wenn die Lipschitz-Bedingung

|IR(z)w — R(2)v|| < L |[u— || mit L >0 (3.106)

fir alle z erfiillt ist [49]. Daraus folgt, dass eine Losung im Intervall [z;, z;41] existiert und
eindeutig ist, wenn die Lipschitz-Konstante

L= sup |R(2)| (3.107)

2i<2<zit1

endlich ist, d.h. die Parametermatrix R(z) fiir alle z begrenzt ist. Dies sollte bei allen Lei-
tungsgeometrien gegeben sein.

3.2.6.1 Fuler-Cauchy-Verfahren

Am Anfangspunkt des Segmentes z; ldsst sich die Steigung Cf; = Efii + X; exakt angeben.
Mit deren Hilfe wird nun die Losung am Segmentende unter der Annahme einer konstanten

Steigung iiber dem Segment mit

dx;
iiJrl = iz + dz AZ@' (3108)
= (E+RjA%) X + XAz (3.109)
AR}

angenahert. Als Berechnungsformel des Matrizanten fiir ein Segmentintervall [z;, z;41] in
dieser Naherung ergibt sich

MR} =E+RjAz. (3.110)

Da nur die Matrizenfunktion I_{x(zi) am Anfang des Segmentes ausgewertet wird, ist die
Berechnungsvorschrift identisch fiir konstante und variable Matrizenfunktionen (im Bereich
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eines Segmentes). So ist auch verstandlich, dass das Ergebnis sich mit dem fiir das Kalkiil
nach Volterra aus Kapitel deckt.

Die in Gleichung angegebene Formel stellt das explizite Fuler-Verfahren dar. Dabei
erfolgt die Ndherung auf Basis der Steigung am Segmentanfang. Adéquat ergibt sich die
Formel fiir das implizite Fuler-Verfahren, bei dem die Naherung auf der Basis der Steigung
am Segmentende erfolgt,

X % -% —
~ i+l i _ P = =S
—— =R X + X,

ii-ﬁ-l — Aziﬁz_lii—‘rl = iz + Aziifﬂ
%= (B—Ry,Az) %+ (E-R, Az)  Azxl,, . (3.111)

MR

Auch beim impliziten Verfahren wird nur die Matrizenfunktion am Ende des Segmentes
ausgewertet.

Das explizite Fuler-Verfahren kann aber auch anders abgeleitet werden. Setzt man voraus,
dass die Losung X(z) beliebig oft differenzierbar ist, so kann diese auch durch die Taylor-

Reihe
— — —/ =/ AZlZ
Xit1 = X; + XAz + X St (3.112)

dargestellt werden. Bricht man diese nach dem zweiten Glied ab und ersetzt X, = R, X; + X2,
erhélt man direkt das explizite Fuler-Verfahren. So ist auch sofort ersichtlich, dass das
Fehlerverhalten der Grofenordnung O(Az?) entspricht.

3.2.6.2 Integration mit der Trapezregel

Eine wirksame Verbesserung des recht groben Fuler-Verfahrens kann durch die Verwendung
der Trapezregel erreicht werden. Dabei wird eine mittlere ,Steigung aus den Werten am
Segmentanfang und -ende ermittelt und zur Bestimmung des Funktionswertes X am Seg-
mentende genutzt. Damit ergibt sich

—x —x AZZ - _ AZi
Ki—l—l = iz —+ (Rz iz + Ri+1ii+1) T + (X;9 + X§+1) T (3113)
— Az \ = Az (= Az—w \ ', . Az
Xiy1 = (E_ 5 R’i-i—l) <E+ 5 Ri) Xi + (E_ 5 Ri-i—l) (X +%41) 5
AR} <
(3.114)

Da bei der Trapezregel die Steigungen am Anfang und am Ende des Segmentes ausgewertet
werden, wird im Gegensatz zum FEuler-Verfahren eine Variation der Steigung (d.h. der Pa-
rametermatrix R (z)) iiber dem Segment beriicksichtigt. Dies ist auch bei allen folgenden
numerischen Integrationsverfahren der Fall.
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Allerdings erfordert die Trapezregel eine Matrixinversion. Soll diese Operation vermieden
werden, kann der Funktionswert X;,; in einem ersten Schritt geschitzt werden und in ei-
nem zweiten Schritt durch die Trapezregel korrigiert werden. Die einfachste Schétzung ist
X; 11 = X;. Diese Schatzung ist zwar offensichtlich nicht richtig, fiihrt aber trotzdem zu einer
anwendbaren Integrationsformel

_ R, +R; Az
X1 = (E + AZi%) X+ (X +X5,) TZ : (3.115)

MR
welche allerdings nur erster Ordnung und somit dem FEuler-Verfahren gleichzusetzen ist. Eine
bessere Schatzung fiir den Losungswert am Segmentende stellt das explizite Euler-Verfahren
mit X; 11 = X; + Azinii + AzX;] zur Verfiigung. Diese fiihrt zu folgendem modifizierten
Trapez-Integrationsverfahren:

_ R’ +R,, ,+AzR, R, Az;  —o A2
s — <E+Az,- R %R, z)gﬁ (§f+§f+1)TZ+Ri+lif% . (3.116)
M)

Der Fehler des Trapezverfahrens bzw. des modifizierten Trapezverfahrens ist von der Gro-

Renordnung O(Az}).

3.2.6.3 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Die heute wichtigste Klasse von Einschrittverfahren sind die expliziten Runge-Kutta-
Verfahren. Zur Herleitung dieser Klasse von Verfahren mit ihren zu erfiillenden Bedin-
gungsgleichungen sei fiir den skalaren Fall auf entsprechende Lehrbiicher verwiesen (siehe
z.B. [49, 50]). Danach heifst ein Einschrittverfahren der Gestalt

m=1
m—1
K,=Azf (m%,z- +> am,nKn> (3.118)
n=1
m—1
=Az R, (E + Z amﬁnﬁn> + AzXj, . (3.119)
n=1

s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren. Substituiert man K,, = K, X; +XJ , ergibt sich folgende
allgemeine rekursive Formel fiir den Matrizanten

MR =E+ Y b.K, (3.120)
m=1

~

m—1
K,=A%R;,, (E +> am,nKn> (3.121)
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Tabelle 3.2: Butcher-Schema fiir ein s-stufiges und das klassische Runge-Kutta-Verfahren
0
0
Co | Q21
C3 | az;1 32 1/2 1/2
) ) /21 0 1/2
1 0 0 1
Cs | ds1 Usp2 Bss-1 1/6 1/3 1/3 1/6
et G 2 CIRTERRTERRY
und fiir den inhomogenen Term
i = > X (3.122)
m=1
m—1
Ky, = Az X, +Az R, D amaX, - (3.123)
n=1

Die Parameter a,,, b, und c, werden geeignet gewahlt und im so genannten Butcher-
Schema (siehe Tabelle zusammengefasst [49].
Mit dem angegebenen Butcher-Schema fiir das klassische 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren
ergibt sich die Losung am Segmentende aus der Losung am Segmentanfang, wie auch schon

in [51] erwéhnt, als

Die Zwischenwerte lauten:

1— 1— 1— 1—

_ A .
KQ = AZ@' Rz+% (Xi + §K1) + A,Zz‘ XH—% (3126)
_ [ 1 .
K3 = AZZ‘ Rz+% (Xi + §K2) + AZl Xi+% (3127)

Diese Zwischenwerte werden dann in Gleichung ((3.124]) eingesetzt und fithren zur Berech-
nungsformel fiir den Matrizanten

re—nn = A2

2

2

Az Az}
K3 R K3
6 + 24

(3.129)
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mit folgenden Hilfsgrofsen

=(1) 1 /== =T =7

R =~ (Ri+1 AR+ RZ-> (3.130)
=(2) l |2 == = 2 7 =

R = 3 Rin Ri+% + (RH%) + Ri+% R; (3.131)
=(3) I = 2 = pp—

RY = R, (RH%) + <RZ-+%) R (3.132)
=(4) =z = 2 o

Man sieht leicht, dass im Falle einer konstanten Matrizenfunktion R (z) die Hilfsgrofen r"
in die normalen Potenzen der Matrizenfunktion (I_{x)k iibergehen, und die Reihe (3.129)) der

Reihendarstellung fiir eﬁzAzi, abgebrochen nach dem 5. Glied, entspricht.
Die Berechnungsformel fiir den Quellvektor am Segmentende ergibt sich aus Gleichung (3.122)

und (3.123]) bzw. aus den verbliebenen Termen der Gleichung ((3.124))

—S Az’l =S <3S v

Die Berechnung des Wertes der Matrizenfunktion (bzw. des inhomogenen Termes) an der
Stelle z; 1 kann mit Hilfe der Mittelwertsformel I_{Z; 1= i (I_{f + I_{fﬂ) oder durch hohere
Approximationsformeln erfolgen, falls dieser nicht gegeben ist. Der Fehler des klassischen
4-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens ist von der Gréfenordnung O(Az7).

Natiirlich kann mit Hilfe der Gleichungen und neben dem klassischen auch
beliebige andere Runge-Kutta-Verfahren ins Matrizenkalkiil iibertragen werden. Allerdings
zeigen diese dichtere Verfahrensmatrizen A = [a,, 5|, was zu einer bedeutend héheren Anzahl
von Matrizenprodukten in der Bestimmungsgleichung fiir den Matrizanten sorgt und damit
numerisch aufwendiger wird.

3.2.6.4 Hermite-Integrationsverfahren

Die vorhergehenden Integrationsverfahren benutzten zur Berechnung des Matrizanten nur
die Parameter R an verschiedenen Stiitzstellen im Intervall. Bei den Hermite-Integrations-
verfahren werden auch deren Ableitungen verwendet. Erstmals wurde das Verfahren von
G. Duffing [52] eingesetzt. Danach ergibt sich ausgehend von der verallgemeinerten Tay-
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lorschen Formel nach Hermitdl

) A2 5 ), (A (T —
ST G - YT @S i R (3.135)

v

v

fiir den Fall £ = 1 und m = 2 ergibt sich aus (3.135) mit a = z; und b = z;4

2A Az? _
=4¢ )+Tx () + Raga- (3.136)

Kombiniert man (§3.136]) mit der Differntialgleichung ([3.7)), folgt daraus folgende Losungsfor-
mel

X =X Agi <4 R;X + 2R, X + Az {d%f_{x(z)f(z)] _) (3.137)
AZZ’ (2% +X,,) + ATZ?Kf'
Ziss (E )_1 <E+ PR Agiz R’ + (ﬁfﬂ) %t (3.139)
MZ’“{R }
(E Aupe )1 {A;" 2% +%,,) + Ag? (Rix: +§f’)} .

N~
=S
xeq,i

Diese Bestimmungsgleichung ist von der GroRenordnung O(Az}).

In Analogie zum Abschnitt kann auch hier eine Matrixinversion vermieden werden,
indem ein Schatzwert fiir den Funktionswert X;,; auf der rechten Seite in (3.137]) verwendet
wird. Fiir diese Schéitzung kann allerdings nicht das Euler-Verfahren verwendet werden, da
hierbei ein linearer Zusammenhang zwischen dem Schatzwert und der Ableitung besteht.
Dies wiirde zu einer Reduktion der Ordnung des Verfahrens fithren. Um eine Formel ohne
Ordnungsverlust zu erhalten, bietet sich die Verwendung des modifizierten Trapez-Verfahrens

"Die Verallgemeinerung der Taylorschen Formel stellt eine Beziehung zwischen den Ableitungen einer
Funktion f(z) an den Stellen z = a und z = b dar. Die Funktion muss dabei (k+m)-mal stetig differenzierbar
sein. Das Restglied ergibt sich als Ry, = (kl:; fb(z —a)k (z — b)mf(k+m+1)(z)dz. Fiir den Fall & = 0

ergibt sich die Taylorsche Formel als Spezialfall.
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an. Es ergibt sich damit

AZZ'

X1 = (E + =" [2R; + R;,4] (3.139)
2 3
PSR (R R (R R + 50 (R R ) =t
M)
2 (ox 4 xi) ¢ O (R RE) o (RL) R

=5
xeq,i

Unter der Annahme einer linearen Funktion fiir die Matrizenfunktion Em(z) und den inho-
mogenen Term X°(z) im aktuellen Segment vereinfacht sich die Gleichung ({3.139) zu

A;i R +R.,] (3.140)

Az?
6

Xip1 = (E+

Az

5 (R R+ (R)] 52 ()R

-~
.
/\/Q R"}

| > 3
L5 x) + A ROk + RE) + O

-~

xS
xeq,i

3.2.6.5 Die Romberg-Methode zur Verbesserung der Genauigkeit

Die Grundidee der Rombergschen Methode beruht auf der Tatsache, dass die Ordnung des
Restfehlers einer bestimmten Methode bekannt ist. Es gilt dann fiir ein allgemeines Integra-
tionsverfahren (p — 1)-ter Konsistenzordnung

M_{R"} = WM {R"} + C Azl + O(AT) . (3.141)
Der Term (”)M;{f_{x} bezeichnet dabei den Naherungswert fiir den Matrizanten Mio{f_{z}

berechnet auf der Basis von n Stiitzstellen im Intervall (2, z). Verdoppelt man die Stiitz-
stellenanzahl, so ergibt sich

D
L O(A. (3.142)

MR}y = AL (R} +C 22

P

Kombiniert man die Gleichungen (3.141)) und (3.142)), kann das Fehlerglied C A2? eliminiert
werden. Man erhélt eine genauere Approximation mit

MR} = 2 COMC (R} - DL MR o). (314

2r —1
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Tabelle 3.3: Darstellung zur Romberg-Methode

MM {R"} + O(AzD) M (R} + O(A2D) AL (R} +0(AZD)
o s ] /
M_{R"} +0(AL™) M_{R"} +0(AL™)
|

MR +0(A0")

So ist z.B. der Restfehler bei der Berechnung des Matrizanten mit der numerischen Inte-
gration mittels Runge-Kutta-Verfahren 4.0rdnung von der GroRenordnung O(Az?) und es
ergibt sich somit folgende Korrektur fiir das Runge-Kutta-Verfahren
T - 32 e 0 /5 - L oo RS P

M {R"} = o MR} - 2 MR O(AT) (3.144)
Prinzipiell kann das Verfahren auch wiederholt angewendet werden, um so die Terme hoherer
Ordnung sukzessive zu eliminieren. Dazu muss allerdings das Fehlerverhalten sehr genau be-
kannt sein. Des weiteren sind immer mehr Rechnungen mit sich verdoppelnder Schrittanzahl
notig, um die hoheren Korrekturglieder zu bestimmen (siehe Tabelle .
Neben der Verbesserung der Genauigkeit einer konkreten Rechnung kann man mit Hilfe
des Romberg-Verfahrens auch verbesserte Integrationsformeln herleiten. Wendet man die
Romberg-Methode genau einmal auf das Euler-Verfahren im Segment [z;, z;41] an, so erhélt
man ein Integrationsverfahren zweiter Ordnung. Fiir eine verdoppelte Schrittweite ergibt
sich dann ein Zwischenschritt in der Segmentmitte

Xyl =X+ TZRi X; (3.145)
und fiir das Segmentende
Azjea _
§i+1 - KH_% + TRi+%Xi+% . (3146)

Kombiniert man beide Ergebnisse, erhélt man den Matrizanten des Segmentes mit

2
MR} =B+ 50 (R4 RS ) + S5RR] (3.147)
Diese Verfahrensweise zur Konstruktion neuer Integrationsverfahren kann selbstverstandlich
auch mehrmals nacheinander angewendet werden. So lassen sich beliebig genaue (damit leider
auch beliebig aufwendige) Integrationsverfahren erzeugen.
Dabei kann die Ordnung des Verfahrens auch dynamisch wéihrend der Integration angepasst
werden. Diese Klasse von Berechnungsverfahren wird Extrapolationsverfahren genannt. Die
Extrapolation bezieht sich hierbei auf den Fehler und nicht auf die Losungsfunktion. Bei
diesen Verfahren muss neben der globalen Schrittweite H auch noch die Ordnung der Extra-
polation gesteuert werden. Das ermdglicht eine bessere Anpassung des Integrationsverfahrens
an das konkrete Problem, stellt aber hohere Anforderungen an die Implementierung.
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3.2.6.6 Schrittweitensteuerung und Fehlerkontrolle

Die Effizienz eines numerischen Integrationsverfahrens ist extrem von der notwendigen
Schrittweite und deren Steuerung im Integrationsprozess abhédngig. In Bereichen starker
Anderung des Matrizanten sind verhiltnisméRig kleine Schrittweiten Az nétig, um den Inte-
grationsfehler klein zu halten. Bei schwacher Anderung sind dagegen groRere Schritte moglich
und sollten auch verwendet werden, um iiberfliissige Rechenschritte zu vermeiden. Optima-
lerweise ist die Schrittweite dem Verlauf des Matrizanten anzupassen. Eine solche automati-
sche Schrittweitensteuerung beruht oft auf der Schétzung des Integrationsfehlers. Sollte diese
Schétzung die vorzugebenden Grenzwerte iiber- oder unterschreiten, wird die Schrittweite
geandert.

Fehlerschitzung nach Richardson Im Abschnitt wurde in der Romberg-
Methode ein bekanntes Fehlerverhalten genutzt, um die Genauigkeit zu verbessern bzw. um
genauere Integrationsverfahren zu erhalten. Man kann aber auch das bekannte Fehlerverhal-
ten zur Schatzung des Integrationsfehlers nutzen und eine automatische Schrittweitensteue-
rung implementieren, wie es Richardson [53] vorgeschlagen hat. Zur Fehlerschatzung bzw.
Schrittweitensteuerung aufgrund des geschétzten Fehlers wird dabei konkret folgendermafen
vorgegangen. Es werden zwei Rechnungen fiir das aktuelle Segment durchgefiihrt,

e mit der Schrittweite Az;, festgelegt durch den vorherigen Schritt oder die Startschritt-
weite,

e und mit der doppelten Schrittweite 2 Az;.

Bei der Berechnung mit der doppelten Schrittweite hat der Fehler annéhernd den 2P-fachen
Wert des Fehlers mit normaler Schrittweite Azf] Beim Runge-Kutta-Verfahren aus Kapi-
tel[3.2.6.3| wichst der Fehler also um das 32-fache. Da zum Durchlaufen der Distanz 2Az; zwei
Schritte mit normaler Schrittweite notig sind, und der Fehler sich dabei ungefahr verdoppelt,
ergibt sich ein Faktor von 2P~!, d.h. ein Faktor von 16 fiir das Runge-Kutta-Verfahren. Damit
betragt der Fehler angenéhert

TR = o (S9N} = PO Ry (3.148)

was auch ergénzend zur Korrektur der Feinrechnung

MRy = 2 ey pey - L eseue gy (3.149)

benutzt werden kann. Aufgrund des berechneten Fehlers und einer vorgegebenen Fehlerto-
leranz wird dann die Schrittweite gesteuert. Fiir eine gewéahlte Toleranz € werden folgende
Regeln angewendet

e 02¢< HO'(MZM{Rz})H < 10 € - Schrittweite Az; wird beibehalten und das aktuelle,
nach ([3.149) korrigierte Ergebnis akzeptiert,

Die Schrittweite 2 Az; muss dabei noch so klein sein, dass die Fehlerglieder héherer Fehlerpotenzen
gegeniiber dem Fehlerterm der Grofenordnung O(Az?) vernachléssigt werden konnen.
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o HE(/\/C“{R”’})H > 10 € - Schrittweite Az; wird fiir den aktuellen Schritt halbiert und
mit dieser halbierten Schritweite der aktuelle Schritt wiederholt. Berechnete Ergebnisse
fiir den aktuellen Schritt werden verworfen,

o ||E(./\/l?“{Rx})|| < 0.2 € - Schrittweite Az; wird im néchsten Schritt verdoppelt und
das aktuelle, nach (3.149)) korrigierte Ergebnis, akzeptiert.

Dieses recht einfache Verfahren kann noch optimiert werden. Im Allgemeinen wird man eine
absolute (€) und eine relative Fehlertoleranz (k) vorgeben wollen, wobei beide eingehalten
werden sollen. Ist der Fehler nach Formel (3.148)) gegeben, kann die Norm nach

[N RN ~ ap Az (3.150)

approximiert werden und daraus der Wert fir oy, bestimmt werden.

Ist nun ||E(./\/lj“{R$})|| < eund ||E(./\/lj“{R$})|| < f<a||./\/lz+1{Rx} ||, dann wird das Ergebnis
des aktuellen Schrittes angenommen, und die Schrittweite des ndchsten Schrittes ergibt sich
aus

€ K .
Azpey = Azing = Az; min — , — HM?_“{R“C} I
" (/ M D] (/ CEYERUi

(3.151)
Bei der praktischen Durchfithrung wird man den Wert Az,., noch mit einem Sicherheits-
faktor (z.B. 0.9) multiplizieren und die ndchstgelegene Dualzahl wihlen, um unnétige nu-
merische Rundungsfehler zu vermeiden. Durch die Startvorgabe einer Dualzahl und die
Verdopplung bzw. Halbierung der Schrittweite im vorherigen Verfahren war das automa-
tisch gewahrleistet. Die Verwendung einer konkreten Matrizennorm ist nicht vorgeschrie-
ben. Vielmehr kann diese frei gewéhlt werden, und hierbei geht die Wichtung der Fehler-
matrix o(M"'{R*}) ein. Entscheidet man sich fiir die Zeilen-Summen-Norm [[A ||, =
mZaX(Z j|a,~7j|)l, wird der Fehler beziiglich einer maximalen Abweichung eines Elementes des

Lésungsvektors bewertet. Benutzt man hingegen die 2-Norm [|All; = /323" |a; |2, wird der
(]

Fehler im quadratischen Mittel bewertet. Zur Bedeutung und Berechnung der unterschiedli-
chen Normen sei auf [54), 55, 56] verwiesen.

Eingebettete Verfahren Im Unterschied zur Fehlerschatzung mittels Richardson-Extra-
polation kann der Fehler auch durch ein eingebettetes Verfahren mit einem Paar s-stufiger
Runge-Kutta-Verfahren erfolgen, wie es Fehlberg [57, 58] fiir das klassische Runge-Kutta-
Verfahren und Frey [59] fiir entsprechende Hermite Verfahren vorschlugen. Dabei werden
die beiden Verfahren mit gleichem Knotenvektor und der gleichen Verfahrensmatrix gebil-
det, jedoch die Gewichte so gewahlt, dass das Paar unterschiedliche Konsistenzordnungen
hat. Unter diesen Vorausetzungen lafst sich der Fehler mit einem geringeren Aufwand be-
rechnen als mit Hilfe der Richardson-Extrapolation. Fiir eine detailierte Darstellung der
Zusammenhénge sei auch auf [49] verwiesen.
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Globaler Fehler Erfolgt die Schrittweitensteurung nach einem der vorhergehend vorge-
stellten Verfahren, ist sichergestellt, dass die Norm des lokalen Fehlers HE(M?H{R”"})H im

Segment i eine vorzugebende Toleranz nicht iiberschreitet. Ausgehend von dieser Uberlegung
ist es moglich, eine Abschétzung fiir den globalen Fehler abzuleiten, d.h. fiir den Fehler des
Matrizanten am Ende der Leitung MZ{R:”}) Der globale oder Gesamt-Fehler des Matri-

zanten Mzs{Rm}) ergibt sich als
k .
TMARTY) = MR F M (7)), (3.152)
i=1

Schétzt man die Norm des globalen Fehlers ab, erhélt man

z.

[FMAR NI < D2 MR | max (e /M (B} ) (3.153)
<Y eHe ) max <6,I€||/\/l:71{Rx} ||) , (3.154)

mit der Lipschitzkonstante L. Rekursiv ergibt sich der globale Fehler geméfs

MR} =M (R} F(M R + (M {R™}) (3.155)

Zk—1

bzw. die Norm

[FMAR D < IM, {RY le(M{R )] + max (affllMZk {B"} ||> (3.156)

Zk—1 Zk—1

aus den Werten des vorherigen Segmentes.

3.2.7 Vergleich der Effizienz und Auswahl eines geeigneten
Verfahrens

Wie so oft ist es schwer, ein optimales Verfahren fiir alle denkbaren Probleme anzugeben.
Zusammenfassend sollen in diesem Abschnitt jedoch Empfehlungen zur Anwendung gegeben
werden.

Die Picard-Iteration ist sehr aufwendig und eignet sich kaum fiir eine numerische Umsetzung.
Mit Hilfe der stiickweisen konstanten Approximation nach dem Kalkiil von Volterra lasst sich
der Matrizant bei einer effizienten Implementierung der Matrixexponentialfunktion schnell
bestimmen. Allerdings ist die Genauigkeit aufgrund der abschnittsweise konstanten Beschrei-
bung der Parameterfunktion sehr begrenzt. Nachteilig wirkt sich dabei die kiinstliche Kon-
zentration der kontinuierlichen Streuung entlang der Leitung an diskreten Punkten aus. Mit
den konstanten Stufenfunktionen lisst sich die Matrizenfunktion R”(z) nur begrenzt genau
darstellen. Probleme treten besonders bei starken Anderungen in der Parametermatrix auf.
Dieses Verfahren eignet sich demnach nur fiir schwach ungleichférmige Leitungsstrukturen.
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Abbildung 3.4: Norm der Abweichung der Kettenmatrix dividiert durch die Norm des Ma-
trizanten (relativer Fehler der Norm) sowie die Rechenzeit als Funktion der Segmentanzahl
je Wellenlénge einer wellig verlegten Mehrfachleitung iiber leitender Ebene. Die untersuchte
Leitungsanordnung besteht aus 5 Adern mit einem Radius von 0.5mm und einem konstanten
Abstand von 0.1 m der nebeneinander liegenden Adern.
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Gute Ergebnisse lassen sich dadurch aber bei schwach ungleichférmigen, elektrisch langen
Leitungen erreichen.

Das Fuler-Verfahren eignet sich aufgrund des relativ grofen Fehlers und der hohen notwen-
digen Segmentanzahl nur fiir elektrisch kurze Leitungen, fiir die die Ndherung konzentrierter
Elemente aber nicht mehr anwendbar ist. Fiir eine hinreichende Genauigkeit der Losung sind
mehrere tausend Segmente je Wellenldnge notig. Trotzdem ist diese Methode von Interesse,
z.B. bei der Untersuchung elektrisch kurzer Leitungen und damit geringer Anzahl notwen-
diger Segmente, bei statistischen Analysen und zur Abschétzung von Grenzwerten, da der
numerische Aufwand und damit die Rechenzeit je Segment sehr gering sind.

Das Trapezverfahren und andere Verfahren 2. Ordnung sind fiir Probleme mit geringen bis
mittleren Genauigkeitsanforderungen geeignet, wobei Verfahren mit Inversion aus Rechen-
zeitgriinden moglichst vermieden werden sollten, da der Zeitaufwand fiir Verfahren mit Ma-
trizeninversion sich in der Gréfsenordnung des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung bewegt.
Sehr gute Ergebnisse in Hinblick auf die Genauigkeit des Ergebnisses und die Rechenzeiten
konnen mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung und der Rekursionsformel bei linearer
Interpolation bzw. Potenzreihenentwicklung erreicht werden.

Sollen beliebige, ungleichférmig gefiihrte, elektrisch lange Leitungen untersucht werden, stel-
len die Rekursionsformel oder bei hoherer Approximationsordnung der Matrizenfunk-
tion die Potenzreihenentwicklung ein Optimum dar. Ein Vorteil ist die hohe erreich-
bare Genauigkeit. Die Reihe konvergiert sicher, sofern die Segmente kleiner als die doppelte
Wellenlénge bleiben. Ein weiterer Vorteil sind die Kenntnis des Fehlers und die entfallende
Schrittweitensteuerung, da die Reihe bei erreichter Genauigkeit abgebrochen wird. Anderer-
seits kann kein exakter numerischer Aufwand angegeben werden, da nicht feststeht, nach
wie vielen Gliedern die Reihe fiir einen konkreten Fall abgebrochen werden kann. In allen
untersuchten Fallen erwies sich das Runge-Kutta-Verfahren als numerisch aufwendiger und
damit langsamer.

In Abbildung[3.4]sind beispielhaft die benétigte Rechenzeit und der relative Fehler des Matri-
zanten einer Fiinffachleitung dargestellt. Deutlich ist die Verringerung des Fehlers mit zuneh-
mender Anzahl der Segmente geméf der Fehlerordnung des jeweiligen Verfahrens zu sehen.
Das Ansteigen des Fehlers fiir die Integrationsverfahren bei einer extrem grofsen Segmentan-
zahl je Wellenlénge ist mit der endlichen numerischen Genauigkeit der FliefRkommazahlen
zu erklaren. Bei dem Verfahren der Rekursionsformel wird die Segmentanzahl nicht
vergrofert, da hierbei die Diskretisierung fiir die Darstellung der Matrizenfunktion R”(2)
ausreichend genau ist. Fiir dieses konkrete Beispiel ist die Rekursionsformel die ef-
fizienteste und genaueste Methode. Die Abbruchschranke der Reihe war auf einen Wert
von le'? gesetzt, bei grokeren Werten beschleunigt sich die Berechnung. Das Runge-Kutta-
Verfahren liefert im Beispiel auch den exakten Wert, benotigt aber eine langere Rechenzeit
fiir identische Genauigkeiten, die in etwa eine Grofsenordnung iiber der Rechenzeit mit der
Rekursionsformel liegen.



76 3 Ungleichformige Mehrfachleitungen

3.3 Beispiel fiir ein Netzwerk aus ungleichformigen
Leitungen

In den vorhergehenden Abschnitten wurden verschiedenste Losungsverfahren fiir verallgemei-
nerte Leitungsgleichungen mit ortsabhéngigen Parametern, die zur Darstellung ungleichfor-
miger Leitungen noétig sind, vorgestellt. Ziel ist es nun, diese Losung fiir eine ungleichférmige
Leitung in einem Netzwerk aus solchen (und ggf. gleichférmigen) Leitungen zu integrieren,
um die Ausbreitung von Nutz- und Storsignalen in diesem Netzwerk zu beschreiben.

Um die vorgestellte Verfahrensweise zu demonstrieren, wird ein einfaches Netzwerk beste-
hend aus drei ungleichférmigen Leitungen betrachtet. Der erste Leitungsabschnitt (tube 1)
besteht aus einer im Uhrzeigersinn verdrillten Dreifachleitung, der zweite (tube 2) aus ei-
ner wellig verlegten Zweifachleitung und der Dritte (tube 3) aus einer um 45° abgeknickten
Einfachleitung. Alle Leitungen sind iiber einer leitenden Ebene angeordnet, die auch die
Referenz darstellt. Die Koordinaten der Leitungsadern als Funktion von z berechnen sich als

- x1(2) = |-5—=>5"cos (3 ' QWim)} i
Ader Ls (2) = [10 4+ 8 - sin (3- 272 mm

o tube 1 -| Ader 2 : 72(2) = 0 mm

ha(2) = 10 mm
ey = 5320 o
Ader 3 : ha(2) = [1() — 8- sin (3 : Q;ﬁ)] mm
Ader L: (2) = [10+ 8 - sin (4 2722)] mm
o tube 2 -
Ader 2 x9(2z) = 10 mm

e {ube 3 - Hohe des Leiters iiber der Ebene h;(z) = 10 mm.

Alle Leitungen sind iiber einer ideal leitenden Ebene angeordnet und an den Enden mit
50 Ohm Widerstéinden gegen Masse abgeschlossen. Das Netzwerk wird durch eine 1 Volt
Spannungsquelle an der ersten Ader am Anfang des ersten tubes gespeist. Die Geometrie
und das zugehorige topologische Netzwerk sind in Abbildung skizziert.

Zur Losung des gesamten Netzwerkes werden die Parameter der ungleichféormigen Leitungen
in den verschiedenen tubes in der statischen Naherung berechnet. D.h. die Methoden und For-
meln der klassischen Leitungstheorie werden benutzt, um die ortsabhiangigen Leitungsbelége
zu bestimmen, die Aufgrund der variierenden Abstdnde und Hohen entstehen. Zur Losung
der Leitungsgleichungen wird dann fiir die ungleichférmigen Leitungen eine der vorgestellten
Methoden aus den vorherigen Abschnitten verwendet. Die Ergebnisse fiir den Matrizanten
transformiert man im Anschluss zu Propagationparametern, dquivalenten Streuparametern
oder Admittanzparametern mit den jeweiligen Quellgréfien, je nach im Anschluss verwende-
ter Netzwerkdarstellung. Dabei werden die Transformationsvorschriften aus den Abschnitten
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Abbildung 3.5: Ungleichférmiger Kabelbaum und korrespondierendes topologisches Netzwerk

2.3.1,2.3.2lund [2.3.3|benutzt. Bei der Transformation des Matrizanten in das Wellenbild muss

auf die Verwendung der richtigen Transformationsmatrix geachtet werden

wof Bl s e

da bei ungleichféormigen Leitungen die Wellenwiderstdnde am Anfang der Leitung von denen
am Ende der Leitung differieren konnen. Abschlieftend wird die BLT 1, BLT 2 oder die
Gleichung in der Admittanzdarstellung aufgestellt und nach den unbekannten Grofen gelost.
Fiir dieses Beispiel wurde die BLT Gleichung in der Admittanzdarstellung verwendet.

In Abbildung und sind einige Ergebnisse dieser Berechnung im Vergleich mit den Er-
gebnissen der Momentenmethodeﬁ als full wave Methode und den Ergebnissen der herkémm-
lichen Leitungstheorie fiir gleichféormige Leitungen zu sehen. Wichtig ist hier insbesondere
die signifikante Erhéhung des Ferniibersprechens im Vergleich zur Annahme gleichférmiger
Leitungen auch bei verhdltnisméfig tiefen Frequenzen (siehe Abbildung . Auch kann die
Déampfung des Signals im Frequenzbereich von 300 bis 600 MHz ein Problem fiir das Design
des Kabelbaumes darstellen, wenn die Nutzsignalfrequenz in diesem Bereich liegt, anderer-
seits werden EMV-relevante Resonanziiberh6hungen, wie sie bei 200 MHz auftreten, stark
unterschétzt (siehe Abbildung . Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass die Ungleichférmig-
keit der Leitungsfiihrung in komplexen Verbindungsstrukturen beriicksichtigt werden muss,
um die relevanten Effekte in Bezug auf die Ubertragungseigenschaften einzuschliefen.

Die Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Momentenmethode bei héheren Frequenzen
kann noch verbessert werden, indem die Leitungsbelége mit Hilfe der TLST [25, 23] bestimmt

$Hier wurde das Programmpaket CONCEPT des Arbeitsbereiches Theoretische Elektrotechnik der TU
Hamburg-Harburg verwendet.
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Abbildung 3.6: Betrag des Stromes am gespeisten Ende von tube 3 (Signaliibertragung)
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werden. Die Berechnung der Ergebnisse fiir 501 Frequenzpunkte mittels der Momentenme-
thode dauerte ca. 40 Minuten. Der Zeitaufwand fiir die Berechnung der Admittanzmatrizen
der einzelnen tubes und fiir das Losen des topologischen Netzwerkes (Dimension des System-
matrix ng = 12) betrug jeweils unter einer Minute.

An diesem Beispiel zeigt sich deutlich, dass mit der topologischen Methode nicht nur Ergeb-
nisse erreicht werden kénnen, die mit den Ergebnissen numerischer Feldberechnungverfahren
iibereinstimmen. Bei bei der Verwendung des topologischen Ansatzes gewinnt man auch ei-
nige Vorteile:

e Zerlegung eines grofsen Problems in mehrere kleinere Teilprobleme. Diese konnen schnel-
ler und mit den fiir das jeweilige Teilproblem am besten geeigneten feldnumerischen
Verfahren berechnet werden. So gesehen entsteht ein Hybridverfahren, mit dem ver-
schiedene numerische Methoden und auch Messergebnisse im topologischen Netzwerk
verkniipft werden konnen.

e Bei Verdnderung eines Kabelbaumabschnittes miissen nur die Parameter fiir diesen
tube neu berechnet, und das Netzwerk neu geldst werden. Dies ist gerade bei komple-
xen Systemen deutlich schneller durchzufiihren, als eine komplett neue feldnumerische
Simulation des Problems, wie es beispielsweise bei der Momentenmethode notwendig
ware.

e Parameter von Teilsystemen kénnen in Datenbanken gespeichert und spéater wieder-
verwendet werden.

Beachten muss man, dass die Kopplung im Netzwerk nur iiber die definierten Tore reali-
siert wird. Direkte Kopplungen zwischen den tubes und junctions — aufer an den Toren —
werden im Ansatz vernachléssigt. Dies ist aber im Sinne der EMT auch so gewollt. Soll
hingegen eine Wechselwirkung berticksichtigt werden, muss sie in das Netzwerk eingebaut
werden. Darin unterscheidet sich die EMT prinzipiell von feldnumerischen Methoden. Wh-
rend in diesen grundsétzlich alle Wechselwirkungen zwischen den Diskretisierungselementen
gemiss der Mazwellschen Gleichungen berticksichtigt sind, werden bei der EMT bewusst
Wechselwirkungen im Netzwerk beriicksichtigt oder eben auch vernachlassigt.



Kapitel 4

Zufallig gefithrte, ungleichformige
Mehrfachleitungen

In den vorangegangenen Kapiteln wurden deterministische Probleme untersucht. Dabei wird
vorausgesetzt, dass die geometrische Anordnung der einzelnen Adern der Mehrfachleitung
entlang des Parameters z bekannt ist. Untersucht man allerdings Leitungsstrukturen in kom-
plexen Systemen iiber eine Reihe von Einzelobjekten, zum Beispiel aus der Massenfertigung,
so stellt man fest, dass gerade die Anordnung der Einzeladern der Verkabelung starken
Schwankungen unterliegt bzw. génzlich unbekannt ist. Genauer betrachtet, ist die Lage nur
an den Enden, zum Beispiel aufgrund von Steckverbindern, fixiert. Dazwischen ist die kon-
krete Anordnung der Adern der Mehrfachleitungen stark von Fertigungstoleranzen abhéngig.
Auch wenn in komplexen Systemen im zunehmenden Mafe Flachbandkabel o.4. Technologi-
en, bei denen die Absténde der Einzeladern weitestgehend fixiert sind, als Verbindungsstruk-
turen zum Einsatz kommen, existieren Anwendungsfille, bei denen Kabelbdume eingesetzt
werden, die in die Klasse der zufillig assemblierten Leitungsfiihrung fallen. Dies geschieht
aus Kostengriinden und immer dann, wenn unterschiedliche technische Anforderungen (z.B.
Strombelastbarkeit, Ubertragungsbandbreite) an die einzelnen Ubertragungsleitungen ge-
stellt werden. Man stelle sich hier beispielsweise ein Flugzeug oder KFZ vor, bei dem zum
einen Energieversorgungsleitungen und zum anderen Steuer- und Datenleitungen in einem
gemeinsamen Kabelweg verlegt sind. In diesen ,klassischen Kabelbdumen werden die Ein-
zeladern durch Kabelbinder oder -halter fixiert. Meist geschieht dies nur in bestimmten
Abstédnden entlang des Kabelbaumes. Dazwischen kann und wird die relative Position der
Adern untereinander zuféllig variieren und ist zumeist eine unbekannte und unzugéngliche
Grofse. Zwei gefertigte Kabelbdume aus einer Produktionsserie konnen so unterschiedliche
Ubertragungseigenschaften aufweisen, obwohl sie insbesondere bei der Beurteilung der EMV
(z.B. auf der Grundlage von Messungen) als identisch angenommen wurden. Zwei Beispie-
le fiir industriell vorgefertigte Kabelbdume sind in Abbildung zu sehen. Es wird dabei
sicherlich deutlich, dass die Positionen der einzelnen Adern normalerweise nicht bekannt
sind.

Die Vermutung ist nahe liegend, dass dies Ursache fiir Schwankungen von Mess- und Tester-
gebnissen bei EMV-Untersuchungen (insbesondere bei hohen Frequenzen) an Produktserien
sind. Daher stellt sich die Frage, welchen Einfluss hat die konkrete Verkabelung auf die EMV
eines Untersuchungsobjektes und welchen Wert haben EMV-Untersuchungen an einem Ein-

81
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Abbildung 4.1: Zwei Beispiele fiir vorgefertigte Kabelbdume.

zelobjekt?

Berticksichtigt man diese Fragen, kommt man zwangslaufig zu einem statistischen Problem,
welches an die Stelle des exakten, deterministschen Problems der ungleichférmigen Leitung
tritt. In [60] werden die zuféllig ungleichformig verlegten Kabel als Ursache fiir die Ab-
weichungen zwischen Messungen und Simulationsrechnungen vermutet. Erste Uberlegungen
zu Einflussparametern, wie Fertigungstoleranzen und zuféallige Lage von Leitungen, auf die
EMV-Simulation und EMV-Messung in der KFZ-Technik wurden auch in [61] unternommen,
bleiben dabei allerdings auf gleichférmige Leitungsstrukturen beschréankt.

Die direkte Bestimmung der Verteilungsfunktionen der EMV-relevanten Gréfsen wiirde die
statistische Fragestellung erschopfend beantworten. Aufgrund der komplexen mathemati-
schen Zusammenhénge ist deren Ableitung meist nicht mdoglich.

Eine andere Moglichkeit wére die Durchfiihrung einer stochastischen Simulation, um auf
der Basis einer grofsen Anzahl von Realisierungen statistische Ergebnisse zu erlangen. Die
Idee der Methode basiert auf der deterministischen, numerischen Simulation von mehreren
Realisierungen. Diese verschiedenen Realisierungen spiegeln die zufillige Verteilung der zuge-
horigen physikalischen Parameter wider. Die Ergebnisse der deterministischen Berechnungen
iiber die Population werden dann benutzt, um statistische Aussagen wie z.B. Verteilungs-
funktionen zu erlangen. Diese Methode ist eine sehr vielseitige Methode, welche auch dann zu
Ergebnissen fiihrt, wenn andere wahrscheinlichkeitstheoretische Berechnungsverfahren nicht
erfolgreich angewendet werden konnen. Nachteil ist die durchaus langwierige Berechnung der
deterministischen Losungen tiber die Population. Weiterhin erméglicht die stochastische Si-
mulation nur die Untersuchung eines Auszuges aus dem gesamten Wahrscheinlichkeitsraum,
wohingegen wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden diesen stets komplett umfassen. Zwar
kénnen durch eine erweiterte statistische Analyse der Ergebnisse der stochastischen Simula-
tion Fehlertoleranzen angegeben werden, allerdings nur auf Kosten mehrfacher Simulationen
und damit auf Kosten der Rechenzeit.
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Abbildung 4.2: Vergleich von gleichférmiger und ungleichférmiger, zufalliger Leitung. Links
eine gleichférmige Leitung mit zufalligem Querschnitt und rechts eine ungleichférmige, zu-
fallige Leitung.

4.1 Zufallige Parameter bei gleichformiger
Leitungsfiihrung

Zur Abgrenzung der folgenden Kapitel sei an dieser Stelle auf den Unterschied zwischen der
zufilligen ungleichformigen Leitungsfithrung von Kabeln und der gleichférmigen Leitungs-
fiihrung mit zufalligen Querschnitten hingewiesen. Wahrend im ersten Fall die Matrizen-
funktion der Leitungsparameter eine zufillige Funktion des Ortes z ist, ist diese im zweiten
Fall konstant iiber z (siehe Abbildung |4.2)).

Mit einigen vereinfachenden Annahmen koénnen fiir bestimmte gleichférmige Einfach- und
Mehrfachleitungen analytische Berechnungsformeln fiir die Leitungsbelége angegeben werden
(beispielsweise Anhang in [32]). Es existiert damit ein funktionaler Zusammenhang

{L',C} = g1 (p1,- -, 0n) (4.1)

der die Leitungsbelége in Abhéngigkeit von den geometrischen Charakteristika p; ... p, be-
schreibt. Durch die existierende analytische Losung der gleichformigen Leitung kann dieser
Zusammenhang auf die interessierenden Ergebnisgroffen ausgeweitet werden

=g ({L',C'}) = g2 (g1 (P1, - - -, Pn)) - (4.2)

Beispiele fiir die Grofe x sind Wellenwiderstand, Eingangsimpedanz, Reflektionsfaktor, Span-
nungen und Stréme an den Enden der Leitung oder Uberkoppel- und Ubertragungsfaktoren.
Dabei werden komplexe Grofen getrennt nach Real- und Imaginérteil bzw. Betrag und Phase
behandelt.

Entscheidend dabei ist eine analytische Beschreibung der gesuchten Grofe als Funktion der
zufilligen Parameter. Mit dieser und den stochastischen Eigenschaften der geometrischen
Parameter p; ...p,, beschrieben durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, kann daraus
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die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der relevanten Ausgangsgrofie ermittelt werden.

Dabei konnen zwei Falle von Wahrscheinlichkeitstransformationen auftreten. Beim ersten ist
ein funktioneller Zusammenhang

y(v) = g (x(v)) (4.3)

zwischen den zwei zufilligen Variablen x(7) und y(7y) gegeben. Um ausgehend von der Wahr-
scheinlichkeitsdichte der zufélligen Variablen z() die der Variablen y(y) zu berechnen, miis-
sen alle Losungen zy . ..x, der Gleichung bestimmt werden. Die Wahrscheinlichkeits-
dichte der zufilligen Variablen y() ergibt sich dann als

e 4.4
Im zweiten Fall ist die gesuchte zufillige Grofse eine Funktion von zwei zufilligen Groften
2(7) = g (x(),y(7) - (4.5)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der zufélligen Variablen z(y) berechnet sich dann aus

d
f(z)= L / / £y (2, ) da dy (4.6)
dz z,yeD,

wobei D, den Bereich der zy-Ebene darstellt, in dem ¢ (x(7),y(v)) < z gilt. Einige Beispie-
le fiir verschiedene Verkniipfungsfunktionen sind in [62] zu finden. Ist die gesuchte zufillige
Grofse von mehr als zwei zufalligen Grofsen abhéngig, muss das Verfahren mehrfach hinterein-
ander angewendet werden, d.h. erst werden zwei Grofsen zusammengefasst, die Resultierende
wiederum mit einer Weiteren und so fort.

Die Vorgehensweise soll an einem einfachem Beispiel verdeutlicht werden. Betrachtet wird
eine Einfachleitung in Luft iiber einer leitenden Ebene. Fiir diese berechnet sich der Wellen-
widerstand Z,. und der Reflektionsfaktor r an einer angeschlossenen Last Z; wie folgt

7, _\/g \[ —arccosh( ) (4.7)

Z, 7
4.
7,57, (4.8)

Bestimmt werden sollen die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen von Z. und r bei einer
gegebenen Verteilung der zufélligen Hohe h, d.h. der Einfluss einer zufélligen Verédnderung
der Hohe. Unter Verwendung der Gleichung(4.4) ergibt sich

2
d d\/ cosh ( 6OQ
t; = £, [ < cosh 4.
% h(z cos (609)) 120 Q (4.9)

7.1 d\/(COSh(ZLL::))Q 1 7 (141 2
=T 60 Q2 - 4+ ==L
f, =1, <g cosh ( LHT)) L ( 1+r) (4.10)

r =

N 2 60 Q 120 Q 2
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Abbildung 4.3: Die berechneten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (Linie) im Vergleich zu
den Werten der stochastischen Simulation (Histogramm) mit 100000 Werten. Angenommen
wurde eine Gleichverteilung von h mit f, = U[hy, he] mit Ay = 0.55 mm und hy = 2.45 mm.
Weitere Parameter sind d = 1 mm und Z;, = Z,(14"2).
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Fiir ein Beispiel sind die Wahrscheinlichkeitsdichten in Abbildung im Vergleich zu einer
stochastischen Simulation dargestellt. Deutlich ist die Verdnderung der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion zu sehen.

Ist nicht nur die Hohe iiber der leitenden Ebene eine Zufallsgréfse, sondern auch der Draht-

durchmesser, so muss die Beziehung (4.6)) angewendet werden. Dazu substituiert man v = %
und berechnet die Wahrscheinlichkeitsdichte nach [62] als
f, = / d fy,(vd) fa(d) dd . (4.11)
d=0

Unter der Annahme einer Gleichverteilung fiir beide Zufallsgrossen h mit f;, = U[hq, hy) und d
mit fq = Uldy, do] erhdlt man

0 v < Z—;
f, = %h;hl d;dl [min(dQ, %)2 — max(ds, %)2} : Z—; <v< Z—f , (4.12)
0 v > Z—f

und daraus resultierend

ot (o= o (25)) VAeosh (5f))* -1 iy

© 2 60 Q 120 Q
2
1—7r\ Ze(1+ 1)
f.=1, |Z.=2 BT 4.14
Z°< Ll—l—r) 9 (4.14)

In Abbildung ist ein Beispiel unter der Annahme von Gleichverteilungen fiir d und h
dargestellt.

Die fiir dieses einfache Beispiel doch recht umfangreichen Formeln lassen erahnen, wie kom-
plex die Ausdriicke fiir anspruchsvollere Probleme werden. Hinzu kommt das Problem der
Bestimmung der Integrale, welche oft nicht geschlossen gelést werden kénnen.

4.2 Stochastische Simulation

Das Modell fiir eine gleichférmige Leitung mit zufalligem Querschnitt ist nicht ausreichend,
um die statistischen Eigenschaften einer zuféllig verlegten Leitung zu bestimmen. Eine reale
zufillige Leitungsstruktur wird eine verteilte Streuung entlang des Ausbreitungsweges auf-
weisen, wobei dieser Effekt zwangslaufig bei der gleichférmigen Leitung nicht auftritt. Somit
miissen die Matrizen der Leitungsbelédge als eine zufdllige Funktion des Ausbreitungsweges
z betrachtet werden.

Eine mogliche Herangehensweise ist die Durchfiihrung einer stochastischen Simulation der
Leitungsstruktur. Diese beruht auf der wiederholten Berechnung eines deterministischen Pro-
blems, welches zufilligen Anderungen unterworfen wird. Der Begriff Stochastische Simula-
tion wird bewusst zur Abgrenzung zur Monte-Carlo-Methode verwendet. Wahrend bei der
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Abbildung 4.4: Die berechneten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (Linie) im Vergleich zu
den Werten der stochastischen Simulation (Histogramm) mit 100000 Werten. Angenommen
wurde eine Gleichverteilung von h und d mit h; = 0.55mm, hy = 2.45mm, d; = 0.5 mm und

dy = 1.0 mm, sowie Z; = Z,(th2).
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Abbildung 4.5: Ablaufdiagramm zur stochastischen Simulation

Monte-Carlo-Methode ein deterministisches System durch ein stochastisches Modell darge-
stellt und untersucht wird (sieche beispielsweise Monte-Carlo-Integration oder Bestimmung
der Kreiszahl 7 mittels der Monte-Carlo-Methode), wird bei der stochastischen Simulation
ein deterministisches Modell eines Systems — hier der Leitungen — mit einer stochastischen
Komponente analysiert. Die stochastische Komponente entsteht dabei durch die ,,Unwissen-
heit“ iiber die genaue Lage der einzelnen Adern.

Durch geeignete Methoden wird eine konkrete Ausgestaltung einer ungleichférmigen Mehr-
fachleitung erzeugt. Man spricht von einer (moglichen) Realisierung der Leitungsstruktur.
Eine Menge von R Realisierungen bezeichnet man als Population. Uber eine Population
konnen mit statistischen Mitteln Aussagen iiber stochastische Eigenschaften einer Leitungs-
struktur getroffen werden, beispielsweise Mittelwerte, Standardabweichungen oder Appro-
ximationen der Verteilungsfunktionen. Die prinzipielle Vorgehensweise ist in Abbildung
gezeigt. Die erzeugten ungleichféormigen Leitungsstrukturen werden beispielsweise mit den
im Kapitel aufgezeigten Losungsmethoden moglichst effizient behandelt.

Die Erzeugung von einer geeigneten Population ungleichformiger Leitungen stellt dabei den
wichtigsten Schritt fiir die stochastische Simulation dar. Es wird dabei nicht moglich sein,
den kompletten Wahrscheinlichkeitsraum aller moglichen realen Leitungsgeometrien abzu-
decken und in die Populationen einzubeziehen. Entscheidend ist dabei, dass ein reprasenta-
tiver Auszug abgebildet wird, der eine statistische Auswertung ermoglicht. Die Frage, wie
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Tabelle 4.1: einige Beispiele zur Berechnung der aktuellen Segmentlange gemafl einer Vertei-
lungsfunktionen

Verteilung Wahrscheinlichkeitsdichte aktuelle Segmentlinge Mittelwert
0 1a<Az
Gleich fr.=14 7=:a<Az<b Az =U[0,1] (b—a)+a ath
0 :Az>0b
Exponential fa, = Ne 27 Az = —5 In(1-U[0,1]) 3
22
Rayleigh fa, = %eng2 Az; = /=20 In(1 — U0, 1]) Nl
2P I
Weibull fr, = aAz0-1e ™5 Az = {’/—g In(1-U0,1]) (&)°r (1 + %)

dieser beschaffen sein muss, und welche Algorithmen zu einem solchen fithren, ist schwer
zu beantworten, und die Antwort héngt auch von der konkreten zu untersuchenden Verbin-
dungsstruktur ab.

4.2.1 Verfahren zur Populationsgewinnung

Im Folgenden werden Verfahren vorgestellt, mit denen Populationen gewonnen werden kon-
nen. Dabei wird angenommen, dass die erzeugten Sets von Kabelgeometrien einen fiir die
statistische Auswertung giiltigen Auszug aus dem gesamten Wahrscheinlichkeitsraum dar-
stellen.

Zwei grundsatzliche Methoden werden dabei im Folgenden beschrieben. Bei der abschnitts-
weise gleichformigen Approximation einer zufilligen Mehrfachleitung wird diese in gleichfor-
mige Abschnitte unterteilt, in denen die Adern parallel gefiihrt sind. Verschiedene Methoden
zur Anordnung der Adern in einem solchen Abschnitt werden dargelegt.

Bei der zweiten Methode werden zuféllige Kurven im Raum fiir die Adermittelpunkte der
Leitungsstruktur erzeugt. Hierfiir werden fiir jede Ader zwei Koordinaten, x und y, als eine
zufillige Funktion iiber dem Ausbreitungsweg z generiert. Die Position einer Ader im Raum
ist damit eindeutig beschrieben. Die untersuchten Methoden konzentrieren sich daher auf
die Erzeugung von Realisierungen eindimensionaler zufalliger Funktionen.

4.2.1.1 Abschnittsweise gleichféormige Approximation

Eine Moglichkeit der Erzeugung ungleichférmiger Leitungsfiihrungen ist die Zerlegung der
Leitung in gleichférmige Segmente mit zufélliger Querschnittsanordnung der Adern. Dabei
unterscheidet man zwischen Methoden mit konstanter und mit zuféllig variierender Seg-
mentlédnge. Bei konstanter Segmentldnge wird diese vorgegeben, wiahrend bei variierender
Segmentléange fiir diese Verteilungsfunktionen vorgegeben werden, z.B. eine Gleich- oder Ex-
ponentialverteilung. Einige Berechnungsvorschriften fiir die Segmentlange sind in Tabelle
angegeben. Dabei sollten nur Verteilungsfunktionen eingesetzt werden, die sicherstellen, dass
ausschlieklich positive Werte fiir die aktuelle Segmentléange als Ergebnis geliefert werden.



90 4 Zufillig gefithrte, ungleichformige Mehrfachleitungen

o ®
@@ @@

@@ @@

Abbildung 4.6: Vertauschen der Leiterzuordnung bei der Permutationsmethode

Vertauschen der

\/

Ist die aktuelle Lange ermittelt, wird mit Packungsalgorithmen ein Leitungsquerschnitt gene-
riert. An den Segmentenden werden die entsprechenden Leitungsadern elektrisch, aber nicht
geometrisch, miteinander verbunden. Es entstehen dabei Stofsstellen an den Segmentgrenzen.
Der Matrizant fiir ein Segment wird wie fiir eine gleichféormige Leitungsstruktur berechnet.
Durch die Matrizenmultiplikation dieser Ergebnisse in der richtigen Reihenfolge ergibt sich
dann die Losung fiir die gesamte Leitung.

Neben der Bestimmung der aktuellen Segmentlinge sind die Packungsalgorithmen von ent-
scheidender Bedeutung fiir die stochastische Beschreibung der Leitungsstruktur. Im folgen-
den sollen einige Verfahren vorgestellt werden. Ausgangspunkt fiir die Generierung der zu-
falligen Querschnittsanordnung der einzelnen Adern sind dabei die Mittelpunktslagen der
Adern der gleichférmigen Leitung. Auf deren Basis werden neue Mittelpunktslagen berech-
net bzw. die alten modifiziert.

Dabei beschréinken sich die Erlauterungen auf runde Aderquerschnitte. Die Methoden las-
sen sich jedoch leicht auf Begrenzungspolynome ausweiten und somit auch fiir komplexere
Aderquerschnitte und Adergruppierungen verwenden.

Permutationsmethode Bei der Permutationsmethode wird der vorgegebene Querschnitt
immer beibehalten. Lediglich die Zuordnung der Adern zu einer Leiternumerierung wird ver-
tauscht. Die Methode eignet sich folglich nur fiir Leitungstrukturen mit einer Vielzahl identi-
scher oder zumindest &hnlicher Adern, z.B. Adern mit gleichem Leiter- und Isolationsradius.
Ein neuer, zufilliger Querschnitt entsteht durch Vertauschen (Permutieren) der Zuordnung
von zwei Adern und deren Leiternummern. Dieser Vorgang kann auch mehrfach auf einen
Querschnitt angewendet werden, so dass mehr als zwei Adern vertauscht werden. Das Ver-
fahren ist in Abbildung[4.6]dargestellt. Ein ggf. vorhandener Referenzleiter (Nummer 0) wird
dabei nicht getauscht. Beschreiben lasst sich dieser Vorgang mit Hilfe von Permutationsma-
trizen. Sind die zugehorige Permutationsmatrix einer Vertauschung und die Leitungsbeldage
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Yeu 1 ...k l n
alt ) T
1 1 ... 0 0 0
: o 1 :
k— |0 ... 0 1 0
[l— |0 ... 1 ... 0 ... 0
n O ... 0 ... 0 ... 1

Tabelle 4.2: Ermitteln der Permutationsmatrix — Hier werden der Index k£ und [ vertauscht.

des Ausgangsquerschnittes bekannt, konnen die Leitungsbeldge der Permutation direkt mit

Z,=P'Z'P (4.15)
Y,...=P' YP (4.16)

berechnet werden, ohne diese numerisch bestimmen zu miissen. Hierin liegt auch der Haupt-
vorteil der Permutationsmethode. Es miissen nur die Leitungsbeldge von einem Querschnitt
numerisch bestimmt werden, alle anderen konnen daraus abgeleitet werden. Arbeitet man
mit konstanter Segmentlénge Az, ergibt sich der Matrizant fiir ein Segment auch mit Hilfe
der Permutationsmatrix

p+ Az [=vi PT 0 R Az P O
M {R }_ {0 PT] e [0 P] . (4.17)

Damit entfillt das mehrfache Berechnen der Matrixexponentialfunktion. Bei variabler Seg-
mentlange entfillt dieser Vorteil, und fiir jedes Segment muss die Matrixexponentialfunktion
berechnet werden.

Insgesamt lassen sich fiir eine Leitungsstruktur mit ny, Adern (ohne Referenz) ("QL) = W
Permutationen angeben. Daraus folgt, dass die Permutationsmethode nur fiir eine ausrei-
chend grofse Anzahl von Adern im Kabelbaum geeignet ist. Fiir zwei Signaladern (n; = 2)
ergibt sich beispielsweise nur eine Vertauschungsmoglichkeit, wodurch keine ausreichende
Zufalligkeit der ungleichféormigen Leitung moglich wird.

Die Permutationsmatrix fiir das Vertauschen der Zuordnungen k& und [ ergibt sich aus einer
Einheitsmatrix der Dimension nj, bei der die k-te und I-te Zeile bzw. Spalte vertauscht
wurden. Dies ist in Tabelle [4.2] dargestellt.

Methode der dichten Packung Bei der Permutationsmethode wird die Querschnitts-
anordnung der Adern immer beibehalten. Dies entspricht natiirlich nicht der Realitéat. Die
relativen Lagen der Adern sowohl untereinander als auch zur Referenz variieren. Zur Erzeu-
gung eines dicht gepackten Querschnittes aus n Adern wurde daher der folgende Algorithmus
implementiert:
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Abbildung 4.7: Vorgehen bei der dichten Packung von Drahtadern. Im unteren Teil der
Darstellung sind generierte Querschnittsanordnungen mit 8 Adern zu sehen.

1. Eine erste, zuféllig aus den n moglichen ausgewéhlte Ader wird im Ursprung positio-
niert.

2. Eine zweite, zufillig aus dem verbleibenden Rest n —1 ausgewéhlte Ader wird in einem
zufilligen Winkel v aus U[0, 27| tangential an der ersten Ader platziert.

3. Die dritte, zufillig ausgewédhlte Ader wird tangential an den beiden schon platzierten
Adern angeordnet. Eine der beiden moglichen Lagen wird zuféllig ausgewéhlt.

4. Eine weitere der verbleibenden Adern wird zuféllig ausgewéhlt. Fiir alle Kombinatio-
nen von zwei schon platzierten Adern wird die Positioniermoglichkeit der ausgewéhlten
Ader getestet. Schneidet die neue Ader keine der schon Platzierten, wird sie dort an-
geordnet. Dieser Punkt wird solange wiederholt, bis alle Adern platziert worden sind.

In Abbildung ist das Verfahrensprinzip dargestellt und einige generierte Beispielquer-
schnitte sind zu sehen.

Geeignet ist dieses Positionierverfahren vor allen Dingen fiir Kabelbdume in engen Kabel-
wegen mit einem hohen Fiillfaktor der Kabelbaumquerschnittsflache. Beispiel hierfiir sind
eng gepackte, hiaufig mit Kabelbindern fixierte Kabelbdume oder Leitungsstrukturen, die in
Kabelkanéle gepresst werden.

Methode der zufilligen Flachenfiillung Sollen hingegen keine eng gepackten Quer-
schnitte erstellt werden, eignet sich das folgende einfach zu implementierende Verfahren.
Dabei werden in einer vorzugebenden Begrenzungsfléache die Adern zuféllig positioniert. Tritt
dabei ein Uberlapp der zu positionierenden Ader mit schon positionierten Adern auf, wird
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Abbildung 4.8: Mehrere Realisierungen vom Querschnitt einer Doppelleitung iibereinander
gezeichnet. Links sind die Leiteradern mit gleichverteilter Wahrscheinlichkeit in der gesam-
ten Begrenzungsfliche angeordnet worden. Rechts wurde eine Normalverteilung um eine
Mittelwertlage angenommen.

die aktuelle Ader neu zufillig platziert, bis eine Anordnung ohne Uberlapp gefunden ist.

Die Auswahl des Positionierungsortes der Adern kann dabei gleichverteilt in der Begren-
zungsfliache erfolgen oder aber auch mit vorgegebener Positionierungswahrscheinlichkeit bzw.
-dichte. Siehe dazu die Abbildung [£.8] Dadurch kénnen Lagewahrscheinlichkeiten fiir die
Adern berticksichtigt werden.

Da der Algorithmus solange weiterlauft, bis alle Adern erfolgreich positioniert sind, kann
keine maximale Laufzeit garantiert werden. Vielmehr muss die Begrenzungsfliche ausrei-
chend grof sein, um eine Platzierung aller Adern ohne Uberlapp zu ermdglichen. Ansonsten
versucht die Implementierung, endlos eine Anordnung der Adern zu finden. Bewéahrt hat
sich der Algorithmus fiir einen Fiillfaktor F = 2 Aader < () 4. Mit steigendem Fiillfaktor

ABegrenzung
nimmt die Anzahl der misslungenen Positionierungsversuche und damit die Rechenzeit bis

zu einem Punkt zu, an dem eine Positionierung unmoglich wird.

4.2.1.2 Zufillige Mittelpunktsverschiebung

Mit der Methode der zufélligen Mittelpunktsverschiebung werden Geometrien von ungleich-
formigen Verbindungsstrukturen erzeugt, die keine diskreten Stofsstellen aufweisen. Die Rea-
lisierungen kommen damit realen Leitungsstrukturen naher als abschnittsweise gleichférmi-
ge Néherungsformen. Die Methode wurde erstmals von Wiener fiir die Beschreibung der
Brownschen Bewegung verwendet und ergibt sich als Erweiterung der Kochschen Schnee-
flocke [63]. In [64] wurde sie auch schon zur Beschreibung von Leitungsgeometrien angewen-
det.

Zur Beschreibung der Leitergeometrie werden fiir jede Ader zwei fraktale Kurven generiert,
eine fiir die z- und eine fiir die y-Mittelpunktlagen entlang des Ausbreitungsweges z. Um diese
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Methode fiir die Generierung von Leitungsgeometrien zu benutzen, wird der eindimensionale
Algorithmus, wie er in [65] vorgestellt wird, in zwei Dimensionen verwendet. Dazu werden
die Mittelpunktslagen der Einzeladern 1.. .4 des Kabelbaumes am Anfang [z;(0),y;(0)] und
am Ende des tubes [x;(L),y;(L)] als feste Lagen betrachtet. Zwischen diesen beiden festen
Mittelpunktslagen kann die Position als normalverteilte zuféllige Grofe mit dem Mittelwert 0
und den Standardabweichungen o,, bzw. o, variieren. Ohne Verlust der Allgemeinheit kann
man L = 1 annehmen.

Im ersten Schritt n = 1 ermittelt man die Mittelpunktslage der Adern im Punkt z = % als
Summe aus dem Mittelwert der Lagen bei z = 0 sowie z = 1 und einer mittelwertsfreien,
normalverteilten zufélligen Abweichung D,, bzw. D, mit der vorzugebenden Standardab-

weichung o, bzw. 0,,. So ergibt sich die neue Lage aus

1 i(1 i(0 -2

z; (§> - M + D0 mit Dy, o ~ N[O, (gz—H) 0a,"] und (4.18)
) (1) + 4,(0 . 1 — 92H-2

. <§> 80O it Dy~ N0, L2 . (4.19)

Dadurch entstehen zwei neue Segmente [0, 3] und [1, 1]. In diesen Segmenten wird der Vor-

gang mit kleineren Varianzen wiederholt. So setzt sich der Algorithmus rekursiv bis zu einer
gewihlten Tiefe n,,,, fort. Dabei wird bei jedem rekursiven Schritt die Varianz verkleinert,
so dass fiir die zuféllige Abweichung im k-ten Schritt gilt
1— 227—(—2
O,Q ayf] : (4.20)

(1 _ 227-[—2)
&) o

Diese Vorgehensweise ist in Abbildung dargestellt. Der Parameter H ist ein Malfs fiir
die Zufalligkeit bzw. Rauhigkeit der Raumkurve. Er berechnet sich auch aus der fraktalen
Dimension D der Kurve mit ‘H = 2 — D. Dabei entspricht eine fraktale Dimension von
D — 1 bzw. ‘H — 1 einer nahezu geraden Linie. Die Varianz der zufélligen Verschiebung
nimmt im Zuge des Algorithmus stark ab. Bei einer fraktalen Dimension nahe zwei bzw.
‘H — 0 entsteht eine stark zuféllig variierende Raumkurve, da die Varianz fast unverdndert
bleibt. Somit ldsst sich mit einem Parameter die Zufalligkeit der Leitungsstruktur steuern.
Die vorzugebenden Anfangsvarianzen o,,? und o,,% definieren das Zylindervolumen, in dem
sich die Adern des tubes in etwa befinden sollen. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion fraktaler
Algorithmen und der Bedeutung der auftauchenden Parameter siehe [65].

0.’

7

D:ci,k ~ N [O, und Dyi,k ~ N

Durch die Implementierung des Algorithmus muss sichergestellt werden, dass sich die ein-
zelnen Leiteradern entlang der Segmente nicht schneiden oder beriihren. Dies kann zwischen
den Algorithmusschritten oder nach der Generierung der kompletten Leitungsstruktur durch
kleine Korrekturverschiebungen der Adern erfolgen.

4.2.1.3 Zufallsfolgen und stochastische Prozesse

Zum Abschluss soll noch eine Methode vorgestellt werden, mit deren Hilfe aus beliebigen
Folgen von Zufallszahlen Realisierungen von Mehrfachleitungen erzeugt werden kénnen. Aus-
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Abbildung 4.9: Verfahrensweise bei der zufilligen Mittelpunktsverschiebung fiir eine Koor-
dinatenachse

gangspunkt ist dabei die Uberlegung, dass die Anderung der Lage einer Ader — d.h. der z-
bzw. y-Koordinate — entlang des Ausbreitungsweges z

dx

Fi r(z,7) (4.21)

zufillig erfolgen soll. Der Ausdruck r(z,v) kennzeichnet die Realisierung einer zufélligen
Funktion, beispielsweise eines Rauschprozesses. Dabei miissen aber die Randbedingungen
der Steckerbelegung am Anfang und am Ende der Leitung eingehalten werden. Ohne Verlust
der Allgemeinheit lassen sich diese als 2(0) = 2(L) = 0 annehmen.

Diese Randbedingungen lassen sich aber nur einhalten, wenn die realisierte zuféllige Funktion
r(z,7y) mittelwertfrei ist. Somit ergibt sich die neue Position aus

L r(z) — (=) (1.22)

als
o(z) = / P (CAC — 2 (r(z7)) | (4.23)

oder diskret fiir eine Folge von Zufallszahlen r als

%

x(z) = Zm —i(r), (4.24)

k=1
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Da zu Beginn keinerlei Annahmen iiber die Zufallsfolge r(z,7) gemacht wurden, kénnen
hier beliebige, ggf. an das Problem angepasste Folgen zum FEinsatz kommen. Dabei hat
man die Wahl zwischen unkorrelierten oder korrelierten stochastischen Prozessen. Einige
Moglichkeiten sollen im folgenden vorgestellt werden.

Weifses Rauschen: Weifes Rauschen stellt einen mittelwertsfreien, unkorrelierten stocha-
stischen Prozess dar. Prinzipiell legt der Begriff keine Wahrscheinlichkeitsdichte fest, hier ist
jedoch Gaufisches weiftes Rauschen gemeint, d.h. die Zufallsfolge gehorcht einer Normalver-
teilung r(z;,v) = r; ~ N[0, 02].

Gauf-Markov-Prozess: Beim Gaufl-Markov-Prozess berechnet sich die Folge als
ri = prio1 +w; mit w; ~ N[0,0%], (4.25)

mit dem Korrelationsgrad 0 < p < 1. Die Autokorrelationsfunktion R,.(k) = p* nimmt mit
zunehmendem Abstand k ab. Bei p = 0 erhélt man weiftes Rauschen und bei p = 1 einen
Wiener-Prozess. Bei der Erstellung einer Zufallsfolge wird als erster Schritt eine Folge mit
weillem Rauschen w erzeugt. Aus dieser wird dann nach obiger Formel die Gauf$-Markov-
Folge generiert.

Wiener-Prozess: Der Wiener-Prozess dient als Basis fiir die Brownsche Bewegung und
wird héufig zur Beschreibung von zufilligen Bewegungen im Raum benutzt. Daher ist es
nahe liegend, ihn auch fiir die Generierung von zufilligen Leitungsstrukturen zu benutzen.
Eine Folge auf der Basis eines Wiener-Prozesses ergibt sich als

ri=VAz) wy, mit wy ~ N[0,1]. (4.26)
o

Der Wert Az ist dabei die Schrittweite der dquidistanten Unterteilung der Leitungsstruktur
entlang des Ausbreitungsweges.

Gleitender Mittelwert: Bildet man iiber einer Folge mit weifsem Rauschen einen glei-
tenden Mittelwert nach der Formel

Ti =CpWi_g + Br_1Wi—pg1 + ...+ Bow; + ... + Bpo1Wirk—1 + BeWitr (4.27)
mit w; ~ N[0,07],

erhélt man eine neue Folge, bei der die Elemente eine Korrelation gegen die Nachbarelemente
aufweisen. Die Breite der Korrelationsfunktion hangt von der Tiefe k des Mittelwertsfilters
ab.
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Zufallige Fouriersynthese: Realisierungen, die auf Rauschprozessen basieren, zeigen
héaufig abrupte Richtungsédnderungen. Dies ist bei Leitungsstrukturen meist unerwiinscht,
da sich aufgrund der mechanischen Kréfte im Kabelbaum doch mehr oder weniger kon-
tinuierlich zuféllige Verlaufe der Adern ergeben. Abrupte Richtungsénderungen sind in der
Praxis eher selten. Die Rauschprozesse konnten durch Glattungsmethoden oder Interpolatio-
nen in dieser Hinsicht deutlich verbessert werden. Eine andere Methode ware die Erzeugung
von Realisierungen mit kontinuierlichem Verlauf der Richtungsdnderung. Das wird erreicht,
wenn die Zufallsfolge r auf der Basis von einer Funktionensumme mit zufélligen Parametern
erstellt wird, z.B. auf der Basis einer Fourier-Reihe

M Az
r; = ; Wy, COS (QWT + gok) (4.28)
mit wy, ~ N[0, 0”]

und ¢y ~ U[0, 27]

Durch die Wahl der oberen Grenze M wird die maximale Oszillationsfrequenz der Aderkoor-
dinate begrenzt. Ein Gleichanteil kann entfallen, da dieser geméf Gleichung (4.22)) ohnehin
wieder entfernt werden wiirde.

Einige Beispiele fiir aus verschiedenen Folgen berechneten Realisierungen von Variationen
einer Aderkoordinate (z oder y) entlang des Ausbreitungsweges z sind in Abbildung Al
sehen.

Das erste Beispiel erzeugt eine eindimensionale Realisierung aufgrund von weifsem Rauschen.
Dieses ist unkorreliert, was deutlich auch an der zugehorigen Korrelationsfunktion zu erken-
nen ist. Die erzeugte Realisierung weist deshalb auch abrupte Richtungsénderungen auf, was
bei einer Leitungsstruktur meist nicht gewollt ist. Mit deutlich weniger Punkten entlang der
Leitung und der Anwendung von Interpolationsverfahren konnen aber durchaus brauchbare
Realisierungen erzeugt werden.

Im zweiten Beispiel wurde fiir den Gauf$-Markov-Prozess ein Korrelationsgrad von ¢ = 0.9
gewahlt. Zwar verringern sich die abrupten Variationen, aber grundsatzlich gilt das vorher
gesagte.

Sehr realistische, kontinuierliche Verldufe lassen sich mit dem gleitenden Mittelwert (im Bei-
spiel mit der Filtertiefe & von 5% der Leitungslédnge), dem Wiener-Prozess und der zufélligen
Fouriersynthese (M = 10) erreichen.

4.2.2 Vergleich stochastischer Simulationen

Nachdem im vorherigen Abschnitt eine Vielzahl von unterschiedlichen Methoden zur Erzeu-
gung von Realisierungen zufalliger, ungleichformiger Leitungsstrukturen aufgezeigt worden
ist, ist es von Interesse, inwiefern die statistischen Eigenschaften von Ergebnisgrofien der
generierten Populationen differieren oder iibereinstimmen. Insbesondere ist es wichtig zu
wissen, welcher Aufwand bei der Erzeugung von Realisierungen und deren numerischer Lo-
sung notwendig ist, um relevante statistische Aussagen zu gewinnen. Diese Frage lésst sich
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WeiRes Rauschen Gauss—Markov—Prozess Gleitender Mittelwert Wiener-Prozess Fourier—Synthese
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Abbildung 4.10: Beispielrealisierungen fiir verschiedene diskrete Prozesse. In der ersten Reihe
sind die verwendeten Zufallfolgen dargestellt, in der zweiten die zugehorige Autokorrelati-
onsfunktion und schlieflich in der dritten die nach Gleichung berechnete Variation
einer Mittelpunktskoordinate der Ader. (Alle Darstellungen wurden normiert.)
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allerdings nur anhand von Beispielen diskutieren.

Dazu wurde als ein numerisches Experiment eine zuféllig gefithrte Fiinffachleitung iiber einer
leitenden Ebene mit den verschiedenen Methoden berechnet und die statistischen Kenngro-
fsen verglichen. Eine Fiinffachleitung wurde gewéhlt, um bei der Permutationsmethode eine
ausreichende Anzahl von Vertauschungen zu ermoglichen. Bei ny, = 5 sind zehn Permutatio-
nen moglich. Fiir einen Vergleich der Methoden wird diese Anzahl als ausreichend betrachtet.
Folgende Methoden kamen zum Einsatz

e Methode A: stiickweise Approximation mit Permutation der Adern bei zufélliger Seg-
mentlidnge

e Methode B: stiickweise Approximation mit zufélliger Flachenfiillung bei konstanter
Segmentlange

e Methode C: stiickweise Approximation mit zufélliger Flachenfiillung bei zufalliger Seg-
mentlénge bei Exponentialverteilung der Segmentlange

e Methode D: stiickweise Approximation mit zufalliger Flachenfiillung bei zufalliger Seg-
mentlange bei Rayleighverteilung der Segmentlange

e Methode E: Realisierungen generiert durch zufallige Mittelpunktsverschiebung

Dabei wird die Methode E als Referenz betrachtet, da sie realen Strukturen am néchsten
kommt.

Ausgangspunkt fiir die erzeugten Realisierungen ist ein Grundquerschnitt aus 5 Leitungs-
adern iiber einer ideal leitenden Ebene, wie er in Abbildung dargestellt ist. Der Radius
aller Leiterdréahte soll rp = 0.5 mm betragen. Dieser Querschnitt wird am Anfang und Ende
der Leitungsstruktur durch die Steckerbelegung fixiert.

Nutzt man die Permutationsmethode (Methode A), verindert sich der Leitungsquerschnitt
entlang der Struktur nicht. Lediglich die Zuordnung der Adernnummer wird getauscht. Die
Segmentlange wird als eine exponential verteilte Zufallsgrofie festgelegt.

Bei der stiickweisen Approximation mit zufélliger Flachenfiillung (Methode B,C und D)
werden die Leitungsadern innerhalb einer Kreisfliche mit einem maximalen Radius R,,.. =
10 mm um den Mittelpunkt des tubes (x = 0 mm, y = 10 mm) zuféllig platziert.

Dem entsprechend wird fiir die zuféllige Mittelpunktsverschiebung eine Standardabweichung
0y, = 05, = 11 mm gewahlt, was dazu fiihrt, dass die Geometrie der Leitungen in einem Zy-
lindervolumen mit dem festgelegten maximalen Radius verbleibt.

Durch eine mittlere Segmentlénge werden die Parameter der Verteilungen fiir die Segment-
lange bei den Methoden A-D, sowie die fraktale Dimension bei Methode E bestimmt. Diese
mittlere Segmentléange soll bei den Beispielberechnungen 0.3 m betragen. Daraus folgt fiir
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Abbildung 4.11: Ausgangsquerschnitt zur Generierung der Realisierungen einer zuféllig ge-
fithrten 5-fach Leitung.

die Exponentialverteilung A = % und fiir die Rayleigh-Verteilung o = %% Durch eine

fraktale Dimension von 1.75 wird im statistischen Mittel eine Leitungsgeometrie erzeugt,
die einem Wechsel von 10 Leitungsquerschnitten entspricht und somit dquivalent zur vorher
festgelegten mittleren Segmentlange ist.

In der Abbildung ist jeweils eine Beispielrealisierung der Leitungsstruktur fiir die ver-
schiedenen Methoden zu sehen. Als Ergebnisgrofen sollen die topologischen S-Parameter der
Leitungsstruktur betrachtet werden. Da diese auf die Wellenwiderstandsmatrix der Struktur
am Leitungsende und —anfang bezogen sind, sind diese Groéfsen nicht von Resonanzen der
Struktur gekennzeichnet und erlauben so eine bessere Beurteilung der Ubertragungseigen-
schaften.

Zwei Elemente der topologischen S-Matrix sollen ndher untersucht werden
e |Sg1| - als Maf fiir die Signaliibertragung und
e |S71| - als Mak fiir das Ferniibersprechen.

Der Betrag |Sg| einer idealen, gleichférmigen Leitung ist fiir alle Frequenzen gleich eins und
der Betrag [S71| ist null. Somit ist eine resultierende Verringerung von |Sg;| und die Er-
hohung von |S7;| auf die Ungleichférmigkeit der Leitung zuriickzufithren. Als stochastische
Eigenschaften dieser elektrischen Grofe sind in der Abbildung der Mittelwert und die
Standardabweichung als Funktion der Frequenz dargestellt. Durch die Streuung entlang der
Leitungsstruktur nimmt der Anteil des {ibertragenen Signales mit zunehmender Frequenz
ab und das Ferniibersprechen zu. Dies ist deutlich in den Mittelwerten zu sehen. Auch die
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Abbildung 4.12: Realisierungen der 5-fach Leitung iiber leitender Ebene fiir die Methoden
A-E. Dicke Linien kennzeichnen eine Ader im Leitungsabschnitt und ggf. vorhandene diinne
Linien stellen die idealen elektrischen Verbindungen der Leiter in z-y-Ebene an den Seg-
mentstofistellen bei der stiickweisen Approximation dar.
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Abbildung 4.13: Mittelwert und Standardabweichung des Betrages von Elementen der to-
pologischen S-Matrix fiir die verschiedenen Methoden als Funktion der Frequenz. Links das
Element Sg; - ein Maf fiir die Signaliibertragung auf der gespeisten Ader, rechts das Element
S71 - ein Maf fiir das Ferniibersprechen von der gespeisten Ader auf eine weitere.

Streuung der Werte (Standardabweichung) steigt an.

Die mit Hilfe der Permutationsmethode (Methode A) ermittelten Werte bilden das Verhalten
nicht korrekt ab. Die Abweichungen fallen zu gering aus und somit wiirden die stochastischen
Schwankungen unterschétzt. Nur durch das Vertauschen der Leiterzuordnung kann eine zu-
fallig gefithrte Leitung demnach nicht approximiert werden.

Verwendet man eine konstante Segmentlénge wie bei der Methode B, so erzeugt man ei-
ne kiinstliche Periodizitét, die dazu fiihrt, dass der Verlauf beziiglich der %—Frequenz fiir
diese konstante Segmentlénge gespiegelt wird. Anwendbar ist die Methode also nur unter
der Bedingung, dass die konstante Segmentlange klein zur Wellenldnge ist. Leider kann die
Segmentlange in diesem Fall nicht an die Wellenldnge angepasst werden, da sie eine stocha-
stische Eigenschaft der Leitung ist. Soll beispielsweise eine Leitungsstruktur mit einer grofsen
mittleren Segmentlinge (schwach ungleichférmige Leitung) untersucht werden, ist auch die
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obere Frequenzgrenze dadurch festgelegt.

Nahezu identische Ergebnisse und damit die beste Ubereinstimmung wird durch eine stiick-
weise Approximation bei exponentialverteilter Segmentlange erzielt.

Es zeigt sich also, dass mit der stiickweisen Approximation das Streuverhalten einer zuféllig
gefithrten, ungleichférmigen Leitungsstruktur sehr gut abgebildet werden kann. Vorausset-
zung ist es aber, dass die Segmentliange als eine zuféllige Grofe betrachtet wird. Dabei zeigt
sich, das die Annahme einer Exponentialverteilung die beste Ubereinstimmung mit realen
Leitungsfiihrungen liefert. Die Verwendung einer konstanten Segmentlinge ist nur sehr be-
grenzt moglich, solange die Segmente sehr klein beziiglich der Wellenlénge sind.

Diese Ergebnisse motivieren zur Verwendung der stiickweisen Approximation (Methode C)
bei der stochastischen Simulation, da die Rechenzeit dadurch im Vergleich zur Methode
der zufalligen Mittelpunktsverschiebung stark reduziert wird. Des Weiteren sollte auf der
Basis dieses relativ einfachen Modells eine wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung des
Problems méglich sein. Dies soll im folgenden Abschnitt untersucht werden.

4.3 Wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung

Mit Hilfe einer stochastischen Simulation lassen sich brauchbare Ergebnisse erzielen. Aller-
dings ist der numerische Aufwand sehr grofs, da die Ergebnisse iiber eine Population berech-
net werden miissen. Zudem kénnen Aussagen auch nur an konkreten Beispielen angegeben
werden, und der Einflufs von Parametervariationen nur sehr aufwendig untersucht werden.
Hier wére ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell fiir die ungleichférmige, zufallige Lei-
tungsstruktur von Vorteil. Diesbeziiglich ist in der Fachliteratur bisher kein Ansatz zu finden
oder zumindest dem Autor nicht bekannt. Aus diesem Grunde muss hier ein neuer Ansatz
erarbeitet werden.

Allgemein lésst sich das Problem der zuféllig gefiihrten ungleichférmigen Mehrfachleitung
mathematisch ausdriicken als

dX(z,v) == _ s

T R yE(z) + (20 (4.20)
Dabei kennzeichnet « eine zufillige Grofe. Um mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Metho-
den weitergehende Aussagen gewinnen zu konnen, muss die komplexe Gleichung (4.29) in
den reellen Zahlenraum tiberfiihrt werden. Dies gelingt mit der Darstellung

d P‘E{i}} _R{R"} -S{R}] [R{x}] | [R{x}

i i) - 3w R{R) Hi{;_}l* St 0

dz X}

x R

*

wodurch jedoch die Dimension des Problems verdoppelt wird (die Kennzeichnung als zuféllige
Grofe und die Abhéngigkeit von z wurde unterdriickt). Die Dimension N des Systems (4.30)
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ist dann N = 2-2-ny, wobei ny, die Anzahl der Leiter im tube ohne den Referenzleiter zéhlt.
Dabei bleiben die weiteren Ausfithrungen auf den homogenen Teil der Gleichung
beschrankt. Beispielsweise wiirde sich in der wv-i-Darstellung bei statischer Naherung der
Leitungsbelige folgende reelle Gleichung ergeben

R (v} 0 R{Z} o0  -S{zV] [R{v}
A [RGH_[ROYY 0 —S{Y} 0 R {i} (&31)
& |3 {v) 0 S{z} 0  Rm{z) | |3} :
S {i} S{Y) 0 R{Y} 0 S {i}
ol R (o) e

die auch im nédchsten Abschnitt zugrunde gelegt wird.

Fiir eine allgemeine, zuféllig gefithrte Mehrfachleitung stellt schon allein die Beschreibung der
statistischen Variation der Matrizenfunktion R eine Herausforderung dar. Eine Moglichkeit
wiére eine Darstellung mit Hilfe von stochastischen Vektorprozessen (siehe [62]). Leider sind
deren Eigenschaften, wie beispielsweise Art des Prozesses, Autokorrelation und Kreuzkorrela-
tion, weitgehend unbekannt. Diese miissten experimentell an konkreten Aufgabenstellungen
ermittelt oder abgeschéatzt werden.

Um eine analytische Betrachtung zu ermdoglichen, wird im Folgenden die Matrizenfunkti-
on R als eine Funktion eines skalaren stochastischen Prozesses angenommen und fiir die-
sen die speziellen Eigenschaften des Markov-Prozesses festgelegt. Damit ist eine eindeutige
wahrscheinlichkeitstheoretische Lagebeschreibung der Adern entlang der Leitungsstruktur
gewihrleistet. Aufbauend auf dieser Beschreibung konnen stochastische Eigenschaften der
Losung bzw. des Matrizanten bestimmt werden. Dies ist Gegenstand des folgenden Ab-
schnittes.

4.4 Die Markov-Leitung

Die einfachste Moglichkeit, die Variation der Matrixfunktion R iiber dem Ausbreitungsweg z
zu beriicksichtigen, ist eine abschnittsweise gleichformige Approximation der Leitungsstruk-
tur. Dabei motiviert die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der stiickweisen Modelle im
Abschnitt zur Verwendung eines solchen Modells.

Limitiert man weiterhin die Anzahl der moglichen auftretenden Querschnitte auf eine end-
liche Menge und geht davon aus, dass die Auswahl des Querschnittes an einer Stelle z
unabhéngig von den Querschnitten an anderen Orten ist, kann das Problem wahrscheinlich-
keitstheoretisch mit Hilfe der Markov-Theorie bearbeitet werden.

Die Markov-Theorie ist eine in der Wahrscheinlichkeitsrechnung haufig eingesetzte Methode
zur Behandlung von stochastischen Systemen. Sie scheint ein geeigneter Ausgangspunkt fiir
die Betrachtung zufélliger ungleichférmiger Leitungen zu sein. Der skalare Markov-Prozess
ist in der Literatur ausfiihrlich behandelt [62]. Mit den Kolmogorov-Gleichungen lassen sich
die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der verschiedenen Zusténde an einem beliebigen
Ort z angeben. Die grundlegenden Begriffe des Markov-Prozesses sind dabei die moglichen
Zusténde des Systems und der Ubergang von einem Zustand in den nichsten, beschrieben
durch Ubergangswahrscheinlichkeiten bzw. Ubergangsraten.
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Hier soll jetzt versucht werden, dies dahingehend zu erweitern, dass Wahrscheinlichkeitsdich-
ten fiir den Losungsvektor der Leitungsgleichungen, d.h. fiir die gesuchten Grofen wie Strome
und Spannungen, angegeben werden kénnen. Dabei treten zwei Probleme auf. Erstens muss
der Ubergang von diskreten Wahrscheinlichkeiten fiir die endliche Anzahl von @ Zustinden
zu der kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Werte des Losungsvektors in ei-
nem kontinuierlichen Raum vollzogen werden. Zum zweiten spannt der Losungsvektor einen
mehrdimensionalen Raum auf.

Die Eigenschaft, dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand am Ort z nur von den vor-
hergehenden Zustédnden abhéngt, bezeichnet man als Gedéchtnislosigkeit oder auch Mar-
kov-Eigenschaft. Im Folgenden interessieren nur Markov-Prozesse erster Ordnung, d.h. die
Wahrscheinlichkeit héngt nur vom unmittelbar vorhergehenden Zustand ab und nicht von
weiteren vorhergehenden Zustéanden.

Die zufillige Matrixfunktion R(z,7) = R"(z,m(z)) soll sich demnach als Funktion eines
skalaren kontinuierlichen Markov-Prozesses m(z) mit endlicher Anzahl ) von moglichen Zu-
standen darstellen lassen (als Begriff: kontinuierlicher, endlicher Markov-Prozess). Damit
wird mit der Realisierung des Markov-Prozesses m(z) auch die komplette Matrizenfunktion
R'(z,m(z)) festgelegt. Dies bedeutet aber auch, dass in den Realisierungen des Prozes-
ses m(z) nur die Werte e,, ¢ = 1...Q, auftreten konnen. Jedem moglichen Wert e, wird
dabei eine Querschnittsgeometrie der Leitungsanordnung mit der Parametermatrix f_{*(eq)
zugeordnet. Siehe dazu die Abbildung [4.14] in der eine Einfachleitung geméf der Markov-
schen Annahme konstruiert ist.

Es entsteht also eine segmentweise konstante Leiteranordnung, bei der die Segmentlénge
zufillig nach den Eigenschaften des Markov-Prozesses variiert und nur Leitungsquerschnitte
aus einer vorher definierten, endlichen Menge auftreten kénnen.

Die Segmentlénge, d.h. die Lange des Bereiches Az in dem kein Wechsel des diskreten Mar-
kov-Prozesses m(z) auftritt, ist eine exponential verteilte Zufallsgrofe [62]. Dies folgt aus
den Eigenschaften des Markov-Prozesses. Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit eines
Wechsels in einem Intervall Az aus dem aktuellen Zustand m(z) = e, heraus als

P{Az,<(}=1—-eM = )\( )\ >0, (4.32)
und fir das Beibehalten des aktuellen Zustandes
P{Az,>(l=e " ~1-)\C. (4.33)

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen einfachen Wechsel vom Zustand e, bei z zum Zustand e,
innerhalb eines Intervall Az soll

P{m(z+Az) =r|m(z) = ¢} = A\ ,Az (4.34)
(4.35)

betragen und fiir die Beibehaltung des Zustandes e,

P{m(z+Az) =q|m(z) =q} = 1+ N\ ,Az. (4.36)
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z

Abbildung 4.14: Einfachleitung mit Markoveigenschaften und der zugehéorige skalare Markov-
Prozess. An den Segmentenden, deren Linge zuféllig verteilt ist, erfolgt ein Wechsel auf einen
anderen Querschnitt e,.

Diese Néherung gilt zwar nur fiir kleine Az, da aber spéter der Grenziibergang Az — 0
vollzogen wird, ist sie ohne Einschrankung zuléssig.

Da entweder ein Wechsel erfolgt, oder der Zustand beibehalten wird, ergeben sich die fol-
genden Bedingungen

Q
Mg == g (4.37)
;1
und daraus folgt
Mg = —Ag - (4.38)

Eine Leitung, die diese aufgezeigten Eigenschaften aufweist, soll als Markov-Leitung be-
zeichnet werden. Sie ist durch eine mittlere Segmentlinge /\iq und die Anzahl der méglichen
Leitungsquerschnitte () gekennzeichnet. Der Koeffizient A, ist somit ein Maf fiir die ,,Zufdl-
ligkeit* der entstehenden Leitung.

Meist werden die Ubergangsraten Arq gleich groff und konstant iiber z sein. Dies ist allerdings
nicht zwingend. Es ist durchaus vorstellbar, dass das Auftreten gewisser Querschnitte wahr-
scheinlicher ist, als das der anderen Querschnitte. Auch sich iiber z &ndernde Ubergangsraten,
beispielsweise hervorgerufen durch das Fixieren mittels Kabelbindern, sind denkbar.
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Betrachtet man den Losungsvektor X* an der Stelle z+ Az, so nimmt er mit einer Wahr-
scheinlichkeit von

Po(X, 24 A2) = (14 A, ,Az) pq(./\/l;AZ{ﬁk(eq)} %*,2)

Q
+3 AAz pr(./\/l;AZ{ﬁ*(er)} %", 2) (4.39)

r#q

den Wert X*(24Az) an. Der Ausdruck p,(X*, z) = P {X*(z) | m(z) = e, } steht fur die bedingte
Wahrscheinlichkeit, dass der Losungsvektor X* an der Stelle z den Wert X*(2) annimmt, unter
der Bedingung, dass der Markov-Prozess an der Stelle z den Wert e, annimmt.

Wihrend zur Beschreibung des diskreten Markov-Prozesses noch diskrete Ubergangswahr-
scheinlichkeiten ausreichend sind, ist nun der Ubergang zu Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tionen notwendig, da X* kontinuierlich iiber dem Vektorraum verteilt ist.

Driickt man die Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion aus
und betrachtet ein kleines Volumenelement in der Umgebung des Vektors x*

P(X*,2) = lim P{X"(z) — AX" <X"(2) < X*(2) + AX" | m(z) = ¢, } (4.40)
AR*—0
i+ Az} N +ATY,
= lim . / f,(X*, z) day ... doy (4.41)
AX*—0 i —Axy x5 —Azy,
~ 1 (X 2) AV sz (4.42)

so erhélt man mit Hilfe der Gleichung (4.39)

f (X5 2+ A2) AVyzraz) = (1 4+ A gAz) £,(X, 2) AVyz()
Q
+ Z /\‘LPAZ fp(i*v Z) A‘/;)X*(z) . (443)

p=1
PF#q

Diese Gleichung stellt eine Wahrscheinlichkeitsbilanz dar. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich
der Vektor X* in einem Volumenelement AV, % (.4a2) bei 2+Az befindet, ist danach gleich der
Summe aller ) Wahrscheinlichkeiten, dass der Vektor X*(z) in der Nédhe von z sich in einem
Volumenelement AV s«(.y befand, multipliziert mit der zugehorigen Ubergangswahrschein-
lichkeit von Zustand ¢’ nach ¢. Dabei liegt das Volumen AV %-(.) um einen Punkt X*(z), der
mit Hilfe des Matrizanten zum Punkt X*(2+Az) fithrt. Dies ist in Abbildung[4.15] dargestellt.

Die Volumenelemente ergeben sich als Produkt der Abweichungen Az} um den Punkt X* als

N
AVyse(aaz) = | [ Az (24 Az) (4.44)
=1

N
AVyseioy = [ [ A7 (2). (4.45)
i=1
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Mi+AZ{Ek(€Q)}
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Abbildung 4.15: Darstellung zum Ubergang der Wahrscheinlichkeiten von kleinen Volumen-
elementen des Vektors X* an unterschiedlichen Orten

Fiir kleine Az und m(z) = e, gilt
AT (2) = (E - ﬁ*(eq)Az) A (z+Az) (4.46)
und fiir eine Komponente des Vektors Ax* folgt

Azt (2) = Azt (z4Az) — AzZR (4.47)

Damit lasst sich das Volumenelement an der Stelle z durch das an der Stelle 24+Az ausdriicken

N

AV ze(z) = H (Aw (z+Az) — AZZR ) (4.48)

=1
N N [N N
= H Az} (z+Az)+Az Z H Az (z+Az) Z R} () Axi(2+Az) + O(AZ?) .
Ny ) k=1 \ =1 =1
Avq,i*(erAz)

Bildet man die Verhéltnisse mittels Division durch AV; % (:4a), erhilt man

( +Az

ALq x*(2) ) 2
_— E E Ry (e,) —F———= 4+ O(Az 4.49
Aiqa*(z—i-Az) k=1 j=1 kj q Z AZ) ( ) ( )
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und
AVpz+(z) v (2+Az)
—= =1-Az Ry (e))————=+0O AZ?) . 4.50
AVysr(sinz) ; jz; aler) z—l—Az) (A7) (4.50)

Teilt man Gleichung (4.43)) durch das Volumenelement AV, (a2, ergibt sich unter Ver-

wendung von (4.49) und (4.50))
f,(X5, 24+ A2) = (1 4 Mg gA2) f,(X* (1 — AZZZR +O(Az ))

k=1 j=1
Q
+) A AL 2 (1 — AZZZRM e,, i +O(Az )) . (4.51)
p=1 k=1 j=1
PF#q

Subtrahiert man weiterhin f,(X*, z) von beiden Seiten der Gleichung, teilt durch Az und
bildet schlieflich den Grenzwert Az — 0, so erhélt man eine Differentialgleichung fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

Q
2= Ay h(X2) — tr (E*(eq)) £ (X, 2) . (4.52)

Fiir alle Darstellungen einer gleichférmigen Leitung verschwindet grundsétzlich die Spur der
Parametermatrix ﬁk(eq). Da beim Ansatz der Markov-Leitung von einer abschnittsweise
konstanten Parametermatrix ﬁ*(eq) ausgegangen wird, kann der Spur-Term in der Gleichung
entfallen.

Es ist aber eine kontinuierliche Matrizenfunktionf iiber den ganzen Ausbreitungsweg z not-
wendig. Dies ist nur in der v-i-Darstellung und der v-vy-Darstellung nach Anhang [B] ge-
wahrleistet, da in der vi-vo-Darstellung und wi-ws-Darstellung aufgrund der Spriinge des
Wellenwiderstandes an den Segmentenden der Term G(z) nicht verschwindet. D.h. die v;-
vo-Darstellung und die wi-wo-Darstellung verletzen die Annahmen, die gemacht wurden
und diirfen hier zur Darstellung der Markov-Leitung nicht verwendet werden.

Die Gleichung vereinfacht sich dann zu

Q
d —x —x
&fq(x ,2) = ;/\q,p fp(X L Z) (4.53)

Die erhaltene Gleichung entspricht von der Struktur her der Kolmogorow-Gleichung fiir
den Fall des skalaren kontinuierlichen Markov-Prozesses. Hier werden jedoch keine diskre-
ten Wahrscheinlichkeiten, sondern Wahrscheinlichkeitsdichten des Zustandsvektors X* un-
tersucht. Leider lasst sich die Gleichung nicht direkt auswerten. Zwar muss die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion diese Gleichung erfiillen, sie kann aber nicht auf der Basis dieser

*Endliche Sprungstellen sind dabei erlaubt, aber die Funktion muss endlich sein, da sonst die Lipschitz-
Bedingung verletzt wird.
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Gleichung direkt bestimmt werden. Allerdings kann sie zur Bestimmung von Momenten des
Losungsvektors X*(z) genutzt werden. In den folgenden Abschnitten werden Methoden zur
Bestimmung der Mittelwerte und der Varianzen und Kovarianzen fiir jeden méoglichen Zu-
stand angegeben.

Bisher wurden nur bedingte Wahrscheinlichkeiten und Wahrscheinlichkeitsdichten betrach-
tet. Bedingung war immer, dass der Markov-Prozess an der betrachteten Stelle z den Wert e,
annimmt. Da er aber einen beliebigen Wert aus den vorgegebenen Zustédnden 1... () anneh-
men kann und auch muss, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Wert
des Losungsvektors X* an der Stelle z als die Summe iiber alle mdglichen Zusténde des
Markov-Prozesses

Q

PR, 2) =P{X(2)} = ) _py(X*,2). (4.54)

q=1

Was fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt, muss auch fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten gelten

fer (R5,2) = ) _£,(X%,2). (4.55)

q=1

Unter der Beriicksichtigung von (4.55)) ergibt sich der stochastische Mittelwert (1. Moment)
des Losungsvektors X*(z) als Summe iiber alle Mittelwerte der () moglichen Zusténde an
einem Ort z

Q Q
®)=Y [ ®OLED N =Y @), (4.56)
Desweiteren gilt fiir die zweiten Momenteﬂ
Q Q
<§*(z) K*T(z)> = /V RACECHCIOEIEEDY <§*(z) x—*T(z>>q . (457)

Damit lassen sich die statistischen Kenngrofien auch fiir den interessierenden Losungsvektor
angeben.

4.4.1 Mittelwerte

Eine Bestimmungsgleichung fiir Mittelwerte in jedem méglichen Zustand (X*(2)), kann man
mit Hilfe der Gleichung (4.53)) erhalten, indem man sie mit X*(z) multipliziert und iiber den
gesamten Vektorraum von X*(z) integriert.

tIdentische Beziehungen gelten auch fiir alle hheren Momente, welche aber im weiteren Verlauf nicht
bendtigt werden.
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Durch Anwendung der Produktregel und nachfolgender Integration erhélt man dann

d —* —=* d —* —*
s - X (2) f,(X*, z) AV — /VX* s X*(2)] £,(X", z) AV

(x*(2)),
Q
- / D Xop X (2) £,(XF, 2) dVi (4.58)
x* p=1

und weiterhin durch Einsetzen der Ausgangsdifferentialgleichung

Q
d = — —x
3 X (2)), = Ri(eq) (X7(2)), + Y A (X)), - (4.59)
p=1
Fasst man alle @) Gleichungen (4.59)) zusammen, erhilt man folgende Supermatrizengleichung
(x* () R'(e) + ME .. AoE (x*(2))
R E — E t. A : E . (4.60)
dz | _, — —x — .
(% (2))g Ao E .. Ri(eg) + MoE| | K (2)0
Pon.an= @R () +AQEw,x) & ()

Prinzipiell kénnen die Ubergangsraten Apg vom Ort z abhéngig sein. Dann ergibt sich die
Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten und es miissen Losungsmethoden aus
dem Kapitel 3.2] zum Einsatz kommen.

Geht man jedoch davon aus, dass die Wechselwahrscheinlichkeiten — und damit die Uber-
gangsraten — entlang des Kabelweges gleich bleiben, so lésst sich leicht die Losung der Glei-
chung und damit der Mittelwert an beliebigen Stellen z angeben

& (2)) = P (& (20)) . (4.61)
Als Anfangswert ist anzusetzen
(03] i*(Zo, 61) Q
(x*(z0)) = : mit oy =P {m(z) =e.}; > ag=1. (4.62)
ag X (20, €q) =1

Dabei stellen X*(z9,¢,) die Anfangswerte an der Stelle z, fiir den Fall dar, dass das erste
Segment die Realisierung q des Markov-Prozesses annimmt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist ay,. Fiir die Bestimmung der Mittelwerte des Matrizanten nimmt der Vektor X*(zo, ¢,) fur
alle ¢ = 1...Q nacheinander die Werte einer Spalte einer Einheitsmatrix der Dimension N
an. Es gilt also

(MR = it o il = [ 2] (163

Durch Summieren iiber die Mittelwertanteile der einzelnen Méglichkeiten 1. .. Q) geméfs Glei-
chung (4.56)) ergibt sich der zu erwartende Mittelwert fiir den Matrizanten an der Stelle z.
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4.4.2 Varianzen und Kovarianzen

Um die zweiten Momente zu erhalten, wird — d&hnlich wie beim Mittelwert — die Gleichung
([#.53) mit x*(z) T (2) multipliziert und iiber den Vektorraum von X*(z) integriert. Man
erhélt dann

d —* —*T — — d ., T . )
@ J, T ET B2 dV /V —[FERTE)] L) dve

X

Q
- | Y A X)X T L(X2),  (4.64)

und durch Einsetzen des Ausgangssystems und des transponierten Systems

=T

C(RERTE) R (REXTE) +(RExTE) B

dz q q

p

+ i Ao <§*(z) K*T(z)> . (4.65)

Durch Anwendung einer Gleichungsidentitit fiir das Kronecker—ProduktE] folgt wieder ein
Differentialgleichungssystem erster Ordnung

d%COlVGC (<f*(2) y*T(Z)>q) = <E R R (eg) + R (e) ® E) colvec (<i*(z) i*T(z)>q)
+ EQ;AW colvec (<§*(z) x—*T(z)>p) . (4.66)

Wie im vorhergehenden Abschnitt werden diese Gleichungen fiir die () verschiedenen Mog-
lichkeiten zu einer Supermatrizengleichung zusammengefasst. Die Losung ergibt sich wie in
Gleichung (4.61)) mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion

colvec <<§*(z) z*T(z)>) = ¢P=20) ¢olvec <<§*(z0) X*T(z0)>> , (4.67)
allerdings mit
ﬁ(QNQ,QN% = @ [E(N,N) ®E*(6q) —l—f_{*(eq) ®E(N,N)} + >‘®E(N2,N2) . (468)

Man beachte hier, dass zur Bestimmung der zweiten Momente die Dimension der Super-
matrizengleichung quadratisch mit N und linear mit () wachst. Bei der Berechnung noch

fWenn gilt AX +XB + C = D,
dann gilt auch <E ®A+B'® E) colvec (X) 4 colvec (C) = colvec (D) [66].
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héherer Momente wéchst die Dimension mit Potenzen von N, die der Ordnung der Momen-
te entsprechen.

Auch hier ergibt sich der Anfangswert in der Gleichung (4.67) als Supervektor aus den
Anfangswerten <)_<*(zo,eq) i*(zg,eq)T> der jeweiligen Realisierung ¢ multipliziert mit der

entsprechenden Wahrscheinlichkeit ay.

Zur Bestimmung der zweiten Momente des Matrizanten wird wieder eine Spalte X} (zo) aus
Gleichung entnommen, mit der Transponierten multipliziert und als Anfangswert ver-
wendet.

Durch Summieren iiber die einzelnen Anteile der méglichen Zustdnde ergeben sich die an
der Stelle z zu erwartenden zweiten Momente. Mit Hilfe dieser zweiten Momente kénnen die
Varianzen und Kovarianzen angegeben werden. Es ergibt sich

Var {z}} = o2, = (z}a}) — (2})” (4.69)

7

und
Cov{z}, 2} = Cus oy = (i) — (27) (2F) - (4.70)

Die Werte (z7x}) sind die Diagonalelemente der Matrix der zweiten Momente und (z}z%)
die nicht diagonalen Eintrége.

4.4.3 Stochastische Eigenschaften abgeleiteter Grofien

Sind die Mittelwerte und die Varianzen sowie die Kovarianzen fiir den Matrizanten bekannt,
konnen mit Hilfe der Fehlerfortpflanzung auch die Mittelwerte und Varianzen abgeleiteter
Grofsen bestimmt werden. Da die einzelnen Elemente der Matrix des Matrizanten, jeweils
der Real- und Imaginéarteil, nicht stochastisch unabhéngig voneinander sind, miissen hierbei
die Kovarianzen mit berticksichtigt werden und eine Fehlerfortpflanzung mit der vollen Feh-
lermatrix muss durchgefiihrt werden.

Soll als abgeleitete Grofe die Streumatrix untersucht werden, ergibt sich deren komplette
Fehlermatrix als

V(S)=Jv (M) T, (4.71)
Diese Nédherung resultiert aus der Entwicklung der Transformation M — S um den Mit-

telwert <Mm> und wéare nur bel einer linearen Transformation exakt. Die Fehlermatrix des

Matrizanten YV (Mm> beinhaltet die Varianzen und Kovarianzen

2
| Tnfariy o Or{arie{ag )
V(M) - z z , (4.72)

2
Cofarguym{mpi} - Osfargy)
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und die Jacobi-Matrix die partiellen Ableitungen an der Stelle der Mittelwerte

OR{S1 1} OR{S1 .1}
or{myi} T as{my b

J = : : . (4.73)
o3{Sn.n} o3{Snn}
or{myi} T as{my )} <M>

Die Elemente der Jacobi-Matrix konnen entweder fiir eine feste Dimension aus den Trans-
formationsvorschriften analytisch bestimmt oder numerisch mit

9y ~ (@) +ox) —y () —oa)

4.74
O | iy 20, (474)

approximiert werden, wobei z fiir die Real- und Imaginéarteile der Elemente des Matrizanten
und y fiir die Real- und Imaginérteile der Streumatrix stehen.

4.4.4 Beispiel einer Markov-Leitung

Die vorgestellte Vorgehensweise soll an einem Beispiel verdeutlicht werden. Hierbei sollen
fiir eine zufillig gefiihrte Leitung die Mittelwerte und (Ko-)Varianzen fiir die Elemente des
Matrizanten berechnet werden. Vergleichend werden, in Anlehnung an das Kapitel [4.2] die
Ergebnisse der stochastischen Simulation einer Markov-Leitung verwendet.

Betrachtet wird eine Leitung mit zwei Adern iiber einer leitenden Ebene bei y = 0 mit
folgenden geometrischen Kenndaten

e Liange [ =2.22m

e Radius des Drahtes » = 0.1575 mm

e minimale Héhe iiber der Ebene h;, = 5 mm

e maximale Hohe iiber der Ebene A, = 93 mm
e minimaler Abstand der Adern d,,;;, = 2 mm

e maximaler Abstand der Adern dy.« = 118 mm.

Das Umgebungsmedium ist Luft und das Material der Leiter und der leitenden Ebene ist
Kupfer.

Zur Konstruktion der Markov-Leitung werden () = 13 verschiedene Querschnittsgeometri-
en verwendet. Die Position der Adern bewegt sich dabei im festgelegten Bereich von A,
bis Amax und dpin bis dpax. Alle moglichen Positionen sind grundsétzlich gleich wahrschein-
lich. Allerdings werden aus dieser unendlichen Menge moglicher Leitungsquerschnitte 13
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dmam

Abbildung 4.16: Verwendete Leiteranordnung und die 13 verschiedenen Querschnitte fiir das

Markov-Modell
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Extremanordnungen ausgewahlt und zur Konstruktion der Leitung verwendet. Ein Darstel-
lung der Querschnittsparameter und der verwendeten Anordnungen ist in Abbildung
gezeigt.

Bei der stochastischen Simulation muss sichergestellt sein, dass die entstehenden Realisierun-
gen der Annahme des Markov-Prozesses gentigen. So muss die Auswahl des jeweils ndchsten
Segmentquerschnittes geméf der Ubergangsraten Ap,q erfolgen, und die Segmentléinge Az;
muss eine exponentiell verteilte Zufallsgrofe sein. Dies wird beispielsweise durch Transfor-
mation einer Gleichverteilung erreicht. Die stochastische Simulation erfolgt nach folgendem
Schema

e wiederhole fiir alle Realisierungen

1. setze z =0

2. wahle mit gleichverteilter Wahrscheinlichkeit eine ganze Zahl ¢ aus dem Inter-
vall [1, Q] aufser der aktuellen Querschnittsnummer, d.h. wéhle einen der verblei-
benden 12 Querschnitte

bestimme die aktuelle Segmentlinge Az; = In[1 — U(0, 1>]V1qﬁ
wenn z + Az > L, dann setzte Az; = L — 2
berechne MiJFAZi{Ex} — oR7(eg) Az
Z2+Azi (=T Z2+Az; (=T Z (=T
berechne M R"} = M%R"} MO{R 1
setzte 2 = z + Az

o N> oo W

wiederhole Schleife solange z < L und gehe zu Punkt 2.
e statistische Auswertung iiber die Realisierungen, Darstellung als Histogramme

In Abbildung sind beispielhaft drei Realisierungen der Leitungsanordnung aus der sto-
chastischen Simulation zu sehen.

Die Wechselwahrscheinlichkeiten zwischen den () = 13 verschiedenen Moglichkeiten sollen
gleich grof und konstant {iber z sein, daraus folgt eine konstante Matrix der Ubergangsra-
ten A mit identischen nichtdiagonalen Eintrigen

Agg=—10m™" (4.75)
0
Agp = Mmoo P #q. (4.76)

Dies wurde im zweiten Schritt der stochastischen Simulation durch eine gleichwahrscheinli-
che Auswahl des aktuellen Leitungsquerschnittes erreicht. Bei diesen Werten ergibt sich eine
mittlere Segmentlénge von 0.1m, und damit besteht die Leitung im statistischen Mittel aus
22 Segmenten.

5 U(0,1) ist eine gleichverteilte Zufallszahl aus dem Intervall [0,1]. Die meisten Programmiersprachen
stellen eine entsprechende Funktion zur Verfiigung.
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Abbildung 4.17: Drei Realisierungen der Markov-Leitung aus der stochastischen Simulati-
on. Dicke Linien kennzeichnen einen segmentweise konstanten Leitungsabschnitt und diinne
Linien stellen die idealen elektrischen Verbindungen der Leiter in x-y-Ebene an den Seg-
mentstofsstellen dar.
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Abbildung 4.18: Normalisierte Histogramme des Realteils vom Matrizanten Mg{ﬁz} bei
einer Frequenz von 200 MHz, ermittelt mittels stochastischer Simulation tiber 50000 Rea-

lisierungen. Eingezeichnet sind als roter Balken die Mittelwerte, ermittelt mit der Glei-
chung (4.61) und als Kreise jeweils £10, £20 und +30, berechnet aus der Varianz nach

Gleichung (4.69) bzw. (4.67).

Mit Hilfe der Gleichungen (4.61)) und (4.56) bzw. (4.67) und (4.57) konnen die Mittelwerte

und 2. Momente des Matrizanten fiir dieses Beispiel berechnet werden. Aus den 2. Momen-
ten konnen wiederum Daten wie die Standardabweichung und Kovarianzen bestimmt werden.

Fiir die Anfangswerte betrug o, = %, g = 1...Q, da alle Moglichkeiten am Anfang der
Leitung mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten konnen.

In den Abbildungen 4.18 und [4.19| sind die Ergebnisse fiir die Matrixelemente des Matri-
zanten fiir die gesamte Leitung im Vergleich zu den normalisierten Histogrammen aus der
stochastischen Simulation zu sehen. Der relative Unterschied in der co-Norm des Matrizan-
ten beziiglich des Mittelwertes und des 2. Momentes zwischen der analytischen Berechnung
nach Abschnitt und den statistischen Ergebnissen fiir 50000 Realisierungen betrugen ca.
1 Prozent. Diese hervorragende Ubereinstimmung lisst sich auch an den Ergebnissen in den
Abbildungen erkennen.
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Abbildung 4.19: Normalisierte Histogramme des Imaginérteils vom Matrizanten ./\/loL{ﬁx} bei
einer Frequenz von 200 MHz, zugehorig zur Darstellung des Realteiles in Abbildung [4.18]
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Abbildung 4.20: Maf fir den relativen Fehler des Mittelwertes des Matrizanten in Prozent
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Interessant ist in diesem Zusammenhang auch das Konvergenzverhalten der Mittelwerte
der Losung, ermittelt mit der stochastischen Simulation, gegen die Mittelwerte des Markov-
Modells. In Abbildung [4.20]ist die Annéherung der Losung mittels stochastischer Simulation
an die Losung des Markov-Modells mit zunehmender Anzahl der Realisierungen deutlich zu
erkennen. Ab einer Anzahl von 50000 Realisierungen ist der relative Fehler der Norm klei-
ner als 1 Prozent. Die eingezeichneten Fehlerbalken sind die Werte der Standardabweichung,
ermittelt aus einer mehrfachen stochastischen Simulation mit der jeweiligen Anzahl von Rea-
lisierungen. Dies ist eine Moglichkeit, um bei einer stochastischen Simulation eine Aussage
iiber die Genauigkeit des Ergebnisses zu erhalten.

Es sei noch darauf verwiesen, dass die Losung einer gleichformigen Leitung mit den ge-
mittelten Parametern <f_{x(7)> vollig andere Ergebnisse fiir den Matrizanten liefert, als der
Mittelwert nach der Markov-Theorie. Dieser Sachverhalt ist bei ndherer Betrachtung auch
sofort einleuchtend. Bei einer gleichférmigen Leitung mit den gemittelten Parametern tre-
ten entlang der Leitung keinerlei Reflexionen und Streuungen auf. Ganz im Gegensatz zur
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Markov-Leitung, bei der dariiber hinaus diese Streuung auch noch an stochastisch verteilten
Orten auftritt. Obwohl in der Praxis noch oft angewendet, ist der Weg einer Modellbildung
mit gleichférmigen Leitungen nicht geeignet, um zufdllig gefiihrte, ungleichférmige Leitungs-
strukturen zu untersuchen. Hier ist zwingend ein Modell notwendig, das verteilte Reflexion
und Streuung mit einschliefst, wie beispielsweise Markov-Leitungen oder stochastische Simu-
lationen ungleichférmiger Strukturen es ermoglichen.

4.4.5 Messung an realer Leitungsanordnung

Nachdem das Markov-Modell fiir die konkrete zuféllige ungleichférmige Leitung mit Hilfe
der stochastischen Simulation validiert wurde und eine hervorragende Ubereinstimmung zeig-
te, stellt sich die Frage, inwiefern das Markov-Modell auch fiir reale Leitungsanordnungen
geeignet ist.

Aus diesem Grunde wurde die Leitungsstruktur aus dem Beispiel in Abschnitt experi-
mentell aufgebaut. Die Leitung wurde iiber einem Kupfertisch (2.4 m x 4.2m) zwischen zwei
Aluminiumwinkeln verlegt (siche Skizze und Foto des Aufbaus in Abbildung [4.21)). Zwischen
den Winkeln wurden zwei lackisolierte Dréahte mit einer Lange von 2.1 m locker verlegt, um
eine zufillige Variation der Adernanordnung zu erméglichen.

An SMA-Buchsen in den Aluminiumwinkeln wurde mit Hilfe eines komplexen 4-Port-Netz-
werkanalysators der komplette Satz von S50-Parametern bestimmt.

Die S50-Parametermatrix wurde fiir 21 verschiedene Leitungsverlegungen gemessen. Dabei
wurde die Anordnung zufillig variiert. Einige Ergebnisse sind im Vergleich zu den vorherge-
sagten Werten des Markov-Modells in den Abbildungen und zu schen.

Obwohl das Markov-Modell ein einfaches stochastisches Modell fiir eine zuféllig ungleichfor-
mige Mehrfachleitung ist, stimmen die vorhergesagten Werte fiir den Mittelwert iiber der
Frequenz mit den Messungen gut iiberein. So ist deutlich die Aufweitung der Resonanzberei-
che mit steigender Frequenz aufgrund der Verschiebung der Resonanzen der einzelnen Reali-
sierungen zu erkennen. Die berechneten Varianzen erlauben eine Abschétzung der Streuung
der Ergebnisse, die durch die Messung bestéatigt wird. In Abbildung sind beispielsweise
Messungen von Realisierungen zu sehen, die im Frequenzbereich zwischen 100 bis 150 MHz
sehr nah an die 30-Grenze heran reichen.

In der Abbildung sind der vorhergesagte Mittelwert und die Standardabweichung als
Funktion der Frequenz im Vergleich zu den statistischen Ergebnissen aus den Messungen fiir
den Betrag von S3; (Slgnalubertragung) zu sehen. Obwohl nicht identisch, {iberrascht doch
die gute prinzipielle Ubereinstimmung der Kurven. Man beachte auch die relativ geringe
Anzahl von 21 Messungen zur Bestimmung der statistischen Kenngréfen. Die Ergebnisse
des Markov-Modells erlauben eine sehr gute Abschitzung des Einflusses der stochastischen
Variationen der realen Leitungsstruktur auf das Ubertragungsverhalten.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass das entwickelte mathematische Modell der
Markov-Leitung die stochastischen Eigenschaften elektromagnetischer Grofien einer Leitung



122

4 Zufillig gefiihrte, ungleichférmige Mehrfachleitungen

2000
SMA SMA
1
7
alle Angaben in mm
o) 2 O O 4
‘ 10 O3

Abbildung 4.21: Versuchsaufbau zur Markovleitung iiber leitender Ebene. Zur Einhaltung
der Mindesthéhe wurde eine Sperrholzplatte mit 5mm Dicke angebracht. Die ungeféhre Lage
der zwei Adern ist farblich markiert.
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Abbildung 4.22: Signaliibertragung (Betrag des Transmissionsfaktor S3;) tiber die zuféllige

Leitungsstruktur als Funktion der Frequenz.
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Abbildung 4.23: Nahiiberkopplung (Betrag des Transmissionsfaktor Sy;) auf der zufélligen
Leitungsstruktur als Funktion der Frequenz.
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Abbildung 4.24: Mittelwert und Standardabweichung fiir den Betrag von S3; ermittelt mit-

tels Markov-Modell im Vergleich zu der statistischen Auswertung iiber 21 Messungen der
Leitungsstruktur - dargestellt als Funktion der Frequenz.
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mit Markov-Eigenschaften sehr gut beschreibt. Dies zeigt sowohl das Konvergenzverhalten
beziiglich der stochastischen Simulation als auch der Vergleich mit den Messergebnissen.
Die real vorhandene kontinuierliche Streuung entlang einer ungleichférmigen Leitung wird
dabei durch diskrete Streuung an den Stofistellen der Segmente approximiert. Der Ort des
Auftretens und die Grofe der Streuung sind hingegen zuféllige Grofen im Markov-Modell,
was letztlich zu einer sehr realistischen Abbildung des stochastischen Streuverhaltens einer
zufillig gefithrten, ungleichféormigen Leitungsstruktur fithrt. Dabei ist das Markov-Modell fiir
Leitungen mit beliebiger Dimension bzw. Anzahl von Adern anwendbar. Es bleibt allerdings
auf die Streueffekte begrenzt, da bisher nur Parameter in der statischen Naherung eingesetzt
wurden.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Behandlung ungleichférmiger Mehrfachlei-
tungen. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Leitungsbeldge gegeben sind. Es werden
verschiedene semi-analytische und numerische Verfahren zur Losung der Leitungsgleichun-
gen fiir Mehrfachleitungen mit veranderlichen Leitungsbeldgen konstruiert und diskutiert.

Ausgehend von der elektromagnetischen Topologie als Beschreibungs- und Analysemetho-
de komplexer technischer Systeme wird gezeigt, in welcher Art und Weise ungleichférmige
Mehrfachleitungen in verschiedenste Netzwerkbeschreibungen der BLT-Gleichungen einge-
fiigt werden konnen. Somit ist es moglich, Netzwerke von ungleichférmigen Leitungen — auch
gemischt mit gleichférmigen — zu berechnen.

Zur Bestimmung der Losung fiir eine ungleichférmige Mehrfachleitung werden in dieser Ar-
beit verschiedene Verfahren vorgeschlagen, in ihrer Effizienz sowie im Fehlerverhalten vergli-
chen und auf Beispielstrukturen angewendet. Dabei werden geschlossene Formeln fiir die nu-
merische Berechnung des Matrizanten und der dquivalenten Quellen angegeben. Die Potenz-
reihenapproximation ermoglicht es dabei, Formeln mit beliebiger Approximationsgenauigkeit
und damit Genauigkeit in der Abbildung der variablen Leitungsbeldge zu entwickeln. Dabei
besitzen die entstehenden rekursiven Reihenformeln gegeniiber den numerischen Integrati-
onsverfahren den Vorteil einer entfallenden Schrittweitensteuerung, einfachen Implementa-
tion und vorgebbaren Genauigkeit. Ein Interpolationsansatz mit Diagonalisierung der Pa-
rametermatrix liefert eine Approximation als Summe vom Matrizanten einer gleichférmigen
Leitung mit den Eigenschaften einer gemittelten Parametermatrix und eines Korrekturter-
mes. Des Weiteren wurden verschiedene numerische Integrationsverfahren wie beispielsweise
das Runge-Kutta-Verfahren diskutiert und beziiglich Genauigkeit und Schrittweitensteue-
rung dargestellt.

Sind der Matrizant und die dquivalenten Quellen bekannt, kann diese Losung in Netzwerk-
darstellungen verwendet werden. Die dafiir notwendigen Transformationen zu Propagations-,
Streu- oder Y-Matrizen wurden angegeben und die Methodik an einem Beispiel demonstriert.

Einen zweiten Schwerpunkt der Arbeit stellen zuféllig gefiihrte, ungleichférmige Leitungen
dar. Dabei wird angenommen, dass die Parameter der Leitungen nicht nur eine Funktion
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des Ortes z entlang der Leitung sind, sondern zusétzlich zuféllig variieren, beispielsweise
aufgrund zufélliger Lageénderungen der einzelnen Adern. Fiir diesen Fall wird eine Mar-
kov-Darstellung als ein Modell einer zufalligen ungleichférmigen Mehrfachleitung formuliert
und eine Differntialgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte abgeleitet. Auf deren Basis
konnen entsprechende Differentialgleichungen fiir die ersten und zweiten Momente der Ele-
mente des Losungsvektors aufgestellt und gelost werden. Mit diesen Ergebnissen werden die
Mittelwerte, Varianzen und Kovarianzen angegeben. Dies ermoglicht die Bestimmung der
vollen Fehlermatrix und damit kénnen die Auswirkungen der zufélligen Variationen auf ab-
geleitete Grofen wie Storstrome, Fern- und Nahiiberkoppeln, oder Streuparameter mit Hilfe
der Fehlerfortpflanzung untersucht werden. Die Anwendbarkeit des Markov-Modells wird im
Vergleich zu stochastischen Simulationen validiert und anhand eines Beispiels mit Messungen
untermauert.

Mit Hilfe von stochastischen Simulationen wurde anhand von Beispielen gezeigt, dass die
abschnittsweise gleichférmige Approximation zur Berechnung statistischer Kenngrofsen in
einem weiten Frequenzbereich geeignet ist. Beachtet werden muss dabei, dass die Segment-
lange als zuféllige Grofe betrachtet und die Mehrfachleitung nicht dquidistant approximiert
wird.

Die dargestellte Theorie der Markov-Leitungen ist im Rahmen dieser Arbeit auf das ho-
mogene Problem beschriankt. Dabei sollte die Berticksichtigung verteilter Quellen aufgrund
von Feldeinkopplung in die Leitungsstrukturen moglich sein und ist ein Ausgangspunkt fiir
weitere, fortfithrende Arbeiten.

Auch wurden die Differentialgleichungen fiir die Mittelwerte und 2. Momente der Losung
der Markov-Leitungen mit Standardmethoden gelost. Durch Beriicksichtigung der speziellen
Struktur der Matrizengleichung — sparse Struktur und viele Blockmatrizen sind skalierte
Einheitsmatrizen — oder den Versuch der Diagonalisierung kann sicherlich eine Optimierung
und Beschleunigung der Berechnung der Losung erreicht werden.



Anhang A

Matrizant

A.1 Wichtige Eigenschaften des Matrizants

M {A(0)} = M {A(0)} M {A(0)}
MA@} = (M IAE))
M {A(0) +B(0)} = M;{A(a)} M, {C(0)}
mit C(¢) = (M, {A(a)})l o) M, fa@)
M. {A(0) + D,B(0)} = B(z) M. {B(0)™" A(0) B(0)} B(2)~
mit D,B(c) = diB( )B(2)™*

M {CA(0c)C'} =CM_{A(0)}C"
mit C # f(o) = const

(MA@} = [M(-aT@)]
M {-A(0)} = ([M;{A%)}} )
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Anhang B

Darstellungsformen der Leitungsgleichung

Im Rahmen der Arbeit wurde die Leitungsdifferentialgleichung immer in der allgemeinen

Schreibweise
dx(z)

2 = RU()R(:) + X (2). (B.1)

angegeben.
In der Literatur sind verschiedene Schreibweisen gebréuchlich. Um die Wichtigsten aufzufiih-
ren, sowie zur Erlduterung der konkreten Inhalte des Vektors X und der Matrix R”(2), sind
im Folgenden einige der verschiedenen Darstellungsformen der Leitungsdifferentialgleichung
aufgezeigt.

B.1 v-i-Darstellung

Diese Darstellung basiert auf der klassischen Formulierung der beiden Leitungsgleichungen
fiir die Leiterstrome i und Leiterspannungen v im Frequenzbereich. Dabei werden die beiden
separaten Leitungsgleichungen zu einer Supermatrizengleichung zusammengefasst.

[0 Lo Suow M) ht;’,é;)] >
- |vta %7 3]+ ;(:))’/((f))] o

Die Belagsmatrizen R’ und L’ sind der Widerstandsbelag und der Induktivititsbelag der
Mehrfachleitung. Zusammen bilden sie die Impedanzbelagsmatrix Z’. Die Admittanzbelags-
matrix Y’ beinhaltet dagegen die Matrizen des Leitwertbelages G’ und des Kapazitatsbela-
ges C’. Die Matrizen R’ und G’ kénnen ggf. noch Funktionen der Frequenz sein.

B.2 v-vy-Darstellung

Multipliziert man den Stromvektor i mit einer festen Normierungimpedanz

vo(z) = Znoi(2), (B.4)
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so erhdlt man eine neue Grofse anstelle des Stromes, von der Einheit her eine dem Strom
dquivalente Spannung.

Dadurch kénnen die verschiedenen Einheiten in der Supermatrizengleichung eliminiert wer-
den. Alle Matrizen- und Vektorelemente haben gleiche Einheiten, welche als skalare Faktoren
aufkerhalb der Matrizen stehen. Es ergibt sich die Leitungsgleichung der Form

A T N
B.3 vi-vo-Darstellung

Wiéhlt man anstelle der konstanten Normierungsimpedanz eine Funktion von z unter der
Bedingung

ZXz) =Z' () [Y'(2)] = [Y'(2)] " Z(2), (B.6)

so ergibt sich mit
vi(z) = v(z) (B.7)
vo(z) = Z.(2)i(2) (B.8)

die Darstellung

v <Z)] , (B.9)

mit den Grofen

PO = Z/()Y'(2) = Y(2)Z/(2) (B.10)
d

G(2) = D.Z.(2) = 7-Z() [Z.(2)] (B.11)

B.4 w.,-w_-Darstellung

Eine weitere Darstellung gelingt mit Hilfe von Wellengrofsen
w,(2) =v(z) + Z.(2)i(2) (B.12)
w_(z) =v(z) — Z.(2)i(2) . (B.13)
Dabei entsteht folgendes Differntialgleichungssystem

o e e i o e | L

w(
Im Falle von gleichférmigen Leitungen ergibt sich dabei eine Entkopplung der beiden Teil-
gleichungen (Blockdiagonalstruktur), da G(z) = 0 wenn Z. = const. Bei ungleichférmigen
Leitungen verschwindet die Produktableitung der Wellenwiderstandsmatrix in den wenigsten
Féllen, so dass dieser Vorteil entféllt.
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B.5 -i-Darstellung

Diese Darstellung beruht auf der ,Transmission-Line Super Theory* [43] 2], 23] 24] 25]
und benutzt das mittlere Potential bzw. die Quasi-Spannung ¢, da die Spannung innerhalb
dieser Theorie nicht mehr eindeutig definiert werden kann. Man beachte, dass die Quasi-
Spannung nur eine mathematische Hilfsgrofe ist, keine physikalische Bedeutung besitzt und
eichabhéngig ist. Nur fiir den TEM-Mode ist die Quasi-Spannung identisch mit der Spannung
im klassischen Sinne. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion sei auf [25] verwiesen. Des weiteren
wird der Vektor i der Leiterstrome verwendet.

i 1] == P65 5] (5] -

o)
‘f(s), é;] . (B.15)

Die Parametermatrix ist fiir den allgemeinen Fall einer ungleichférmigen Leitung voll besetzt,
die Elemente sind komplexe Zahlen und abhéngig von der Frequenz.
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