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Ein einheitliches Modell zur Berechnung der Schubspannungn aus
St. Venant'scher Torsion in beliebigen Querschnitten prisnatischer S&tbe

Herrn Jurgen Olschewski in Erinnerung an fruchtvolle geamame Zeiten an der Universitat Hannover gewidmet

W. Wagner, F. Gruttmann

In dieser Arbeit wird ein einheitliches Modell zur Berechguler Schubspannungen aus St.Venant'scher Torsion
in beliebigen dick— undithnwandigen Querschnitten auf der Basis einédbahsatzes dargestellt. Weiterhin wird
die Ermittlung elastischer Grenzmomente diskutiert urehgXarisch fir Stahl-Walzprofile ermittelt. Aufgrund
der sich lokal ergebenden Spannuiigerschreitungen, wirdif das dickwandige Modell die Verwendung und
numerische Implementierung eines elastoplastischenrfgesetzes abgeleitet. Hierausrinen vollplastische
Torsionsmomente und die Querschnittsreserve ermittetiane

1 Einleitung

Die Torsion diinnwandiger offener und geschlossener Brofihe Wolbbehinderung wird durch die Theorie von
St. Venant beschrieben. Bei einer konstanten Verdrillufgheen alle Querschnitte die gleiche Verwolbung. Es
wird vorausgesetzt, dass die Profile durch hinreichendstiiang formtreu bleiben. Die Theorie und Losungen
fur einfache Geometrien sind in vielen Lehrbiichern elteéiha siehe z.B. Timoshenko und Goodier (1984) oder
Petersen (1988). Bei elastischem WerkstoffverhaltenastRiandwertproblem durch eine Laplacegleichung mit
der Wolbfunktion als primarer Variable und Spannungdkesdingungen beschrieben. Die zugehorige schwache
Form ist besonders fir eine Losung mit der FE-Methodegyetj z.B. Herrmann (1965), Krahula und Lauterbach
(1969), Gruttmann u.a. (1998) und Wagner u.a. (1998) . Kdidrann die Variationsformulierung so dargestellt
werden, dass keine Randintegrale auftauchen. Dadurchfarkt sich die programmtechnische Umsetzung und
die Dateneingabe erheblich. Ein weiterer entscheidenaleeN/ergibt sich fur mehrfach zusammenhangende Ge-
biete, bei denen die Kontinuitatsbedingungen autontagsfilllt werden. Dies ist bei der alternativen (Ublichen
Formulierung mit einer Spannungsfunktion nicht der Falki Brofilen mit einspringenden Ecken und Ausrun-
dungen liefert die Elastizitatstheorie entsprechendezéatrationen der Schubspannungen. Im Grenzfall eines
verschwindenden Radius erhalt man einen singularenrgpagszustand. Naherungsformeln bei Annahme eines
rotationssymmetrischen Spannungszustandes findet maimisfienko und Goodier (1984). Eine systematis-
che Darstellung der Wolbkrafttorsion von diinnwandigesdnlossenen und offenen Profilen ist von Bornscheuer
in Bornscheuer (1952) beschrieben worden. Bei dinnwandidgfenen Profilen kann eine linear veranderliche
Schubspannungsverteilung tiber die Wanddicke angenomweeten. Bei geschlossenen Profilen ist der um-
laufende Bredt'sche Schubfluss dominant. Somit ist dieidnsschubspannung naherungsweise konstant in Dick-
enrichtung. Die erhohten Schubspannungen im Bereiclpeirgender Ecken konnen jedoch fur beide Profilfor-
men, bedingt durch die eindimensionale Betrachtungswaisbt bestimmt werden. Dieser Einflu3 wird bei der
Ermittlung der elastischen Grenzmomente genauer untersa sich lokalUberschreitungen der SchubflieRs-
pannungen ergeben, werden auch die notwendigen Gleichtimgdie Beschreibung eines elasto—plastischen Ma-
terialverhaltens bereit gestellt. Hier wird fur die nuisehe Behandlung das unbedingt stabile Euler—Ruckwarts
Verfahren verwendet. Bei Annahme linearer isotroper \&igeing erfolgt die elastoplastische Spannungsberech-
nung durch eine einfache Skalierung der Versuchsspannumgnit sind Iterationen in den Integrationpunkten
der Elemente nicht erforderlich. Eine ausfuihrliche Dallshg findet sich z.B. in Gruttmann und Wagner (2000).

2 St. Venantsche Torsion dickwandiger Profile

In diesem Absatz werden die erforderlichen Grundgleiclenrign Rahmen der Beschreibung durch eine Wolbfunktion
angegeben. Hierzu wird ein prismatischer Stab mit der 8tedga: und den Querschnittsachsgnz, die nicht
Hauptachsen sein missen, betrachtet. Der Koordinatemungist ein beliebiger Punkt des Querschnittes, siehe
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Bild 1. Das Gebief2 mit Randernof2 kann einfach oder mehrfach zusammenhangend sein.0fuivird das
rechtshandige orthonormale Basissystem, bestehenccau3ahgentenvektarund dem nach aul3en gerichteten
Normalenvekton = {n,,n.}, definiert. Dadurch ist mit die Richtung der zugehorigen Randkoordinagn
AuBen—und Innenrandern eindeutig definiert.

z

Figure 1: Prismatischer Stab unter Torsionsbelastung

Der Stab wird einem konstantem Torsionsmoméhtunterworfen. Damit stellt sich ein kleiner Verdrehwinkel
und eine Verdrillung = 3,,.. ein. Es liegt keine Wolbbehinderung vor und die Quersdsfioitm bleibt erhalten.
Mit der Wolbfunktionw(y, z) kann dann das Verschiebungsfeld beschrieben werden

Uy w
u=| uy | =60| —zz | . (1)
Uy Yy

Mit # = const. wird angenommen, dass sich alle Querschnitte @mafdnvona verwolben. Es lasst sich leicht
zeigen, dass bei dickwandigen Querschnitten nur Kreis—-Kratsringguerschnitte wolbfrei sind, d.b(y, z) =
0, siehe z. B. Timoshenko und Goodier (1984) .

Die Gleitungen ergeben sich in einer geometrisch lineaterofie zu

SEIR

Vxz Ugyz T Uz, W,z +Y

wobei partielle Ableitungen durch Kommas gekennzeichimet. sDie zugehorigen Schubspannungen lauten bei
Verwendung eines linearelastischen Stoffgesetzes

[z]-olz5)

Txz wvz +y

wobeiG den Schubmodul bezeichnet. Weiterhin miissen Randbeutyeguerfillt werden. Der prismatische Stab
ist an den Seitenflachen spannungsfrei. Der Vektor der l&gannungen muss damit am Rand orthogonal
zum Normalenvekton sein. Die Randwertaufgabe ist somit bei Vernachlassigamgvolumenkraften wie folgt
beschrieben:

Toyyy TTozz =0 IN Q, 7Tn = Toy My + Twzn, =0 auf 0. (4)

Die zugehorige schwache Form erhalt man durch WichtumgDdféerentialgleichung(4); mit Testfunktionen
Sw € H(Q) und Integration Uber das Gebiet

g(wa&*}) = - /(Tmyay +Tmz,z)5WdA =0. (5)
(D]
Mit partieller Integration folgt
g(w,dw) = /(Tmy&uw +7020w,, ) dA — / (TwyNy + Tzznz) dwds =0, (6)
() (62)

wobei das Randintegral bei Beachtung von @), verschwindet.
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Mit der Variation des Verzerrungsvektors (2)

5y =0 [ 0wy } @)

0w,z
kann die schwache Form alternativ auch wie folgt beschneteden
g(w, dw) = / vTrdA=0. (8)
(©)
Wird das linear elastisches Stoffgesetz (3) verwendedt fol
g(w, dw) = / G(w,y dw,y +w,, 0w, ) dA — / G(z 0w,y —ydw,,)dA =0, (9)
() ()

aus der ein konstanter Schubmod@uhoch gekiirzt werden kann.

3 Lineare Finite—Element—Formulierung

Die schwache Form des Randwertproblems (9) wird nahewige im Rahmen der Methode der finiten Elemente
gelost. Dazu werden fur die Koordinaten= {y, z}, die Wolbfunktionw und die Testfunktionedw innerhalb
eines isoparametrischen Konzepts Ansatze gewahlt

nel nel nel
xX"=3"Ni&myxr, W=D NiEmwr, 06" = Ni(&n)dws . (10)
I=1 I=1 I=1

Dabei bezeichnenel die Anzahl der Knoten pro Element udd; entsprechende Lagrange—Funktionen, die von
den Koordinaterg undn abhangen. Der Indek kennzeichnet den Naherungscharakter der FE-LosungchDur
Einsetzen der Ansatze in (9) folgt

numel nel nel

g(wh,&uh) = U Z Z dwr (Kfwix — F7)=0. (11)

e=1 I=1 K=1

Der Operatot J beschreibt den Zusammenbau mitmel als Gesamtanzahl der finiten Elemente zur Berechnung
des Problems. Der Beitrag der Steifigkeitsmaftik, zu den Knoterd und K sowie der rechten Seit&f lautet

K?K: / G(vayNK7y+N172NK7Z)dA€7 F]e: / G(Zthvy_thlaz)dAe- (12)
() (2)
Mit der Uiblichen FE—Notation der Variation

nel

N,
5’7h:ZB]§wI B]: |: Njy :| (13)
=1 1z

und mitC = G'I kdnnen die Steifigkeitsmatrik ¢, sowie die rechte SeitEf auch in der Form
h
K¢y = / BTCBy dA Fe = / BTC [ _;h } dA (14)
(Qe) ()
dargestellt werden.

Nach dem Zusammenbau der Elementanteile liefert Gl. (Illireeares Gleichungssystem mit den unbekannten
Wolbordinaten. Zur Losung ist die Randbedingung= 0 fur einen beliebigen Knotenpunkizu beriicksichtigen.
Durch die Wahl eines anderen Knotenpunktes werden lediglie Knotenwerte der Verwolbungen um eine Kon-
stante verandert. Bei der Berechnung der Schubspannangeteren Ableitungen ist diese jedoch unerheblich.
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4 Beispiel: dickwandiger Brickenquerschnitt

Die Anwendung auf einen Briickenquerschnitt zeigt Bildighe auch . Die Abmessungen sind in m angegeben.
Der Verlauf der Hauptverwolbung, vgl. GIl. (28), und der lifative Verlauf der Schubspannungen ist in den
Bildern 3 und 4 dargestellt. Die offenen Querschnittstsited fir die Aufnahme des Torsionsmoments ver-
nachlassigbar.
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Detail A

Figure 4: qualitativer Schubspannungsverlauf fir eingicBenquerschnitt

5 Theorie dinnwandiger Querschnitte

Bei diinnwandigen offenen Querschnitten wird ein lineaéwmderlicher Verlauf der Schubspannungen uber die
Dicke angenommen. Der Randwert in einem Querschnittstesrechnet sich mit dem Torsionswiderstandsmo-
mentWr; im Querschnittsteil und dem Torsionstragheitsmomentzu

My Iy 1, .4
; = , Wi = —, Ir =) =4k}, 15
T = W i =g T ; 3 (15)

Bei diunnwandigen geschlossenen Querschnitten wird eistkater Verlauf der Schubspannungen aus Torsion
Uber die Dicke angenommen. Bei einfach zusammenhangepderschnitten folgt in einem Querschnittsteil
mit der von den Profilmittellinien eingeschlossenen Hadh,

- Wy

Ti

Wi = 24, hi . (16)

Bei mehrfach zusammenhangenden Flachen ist eine Wiatisbestimmte” Rechnung durchzufuihren, da die
Teilschubflisseé; = 7;h; unbekannt sind.
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Eine direkte Losung erhalt man wiederum durch Einfllgraer Verwolbungen. Hierzu betrachten wir einen
Teilquerschnitt des aus Teilen zusammenhangenden diinnwandigen Querschrittd® Bild 5. Dieser habe
eine konstante Dicke. Mit a sei der Winkel zwischen dem Teilquerschnitt und glékchse bezeichnet. Weiterhin
seien lokale Koordinatenundn eingefihrt.

Figure 5: Teil eines diunnwandigen Querschnittes und Zmdten Element

Die Verwolbungv hangt vony undz oder alternativ vos undn ab, so dass auch die Ableitungen
W,s = W,y COSY + w,, SiN, W,, = —Ww,y SiN + w,, COSx a7
gebildet werden kdnnen.

Die Komponenten der Schubspannungen kdnnen augh imdn—Richtung angegeben werden. Mit= 7 =
77t und7,, = 77n und den Einheitsvektoren= {cosy, sina} undn = {—sina, cos} folgt

T = Tay COSY + Ty, SiN
Tp = —Tgy SN+ 7, COSY (18)
sowie nach Bericksichtigung von Gl. (3)
T = GO[ (wy—2)co+ (w,, +y) Sinw)] = GO(w,s —7r) (19)
T = GO[—(w,, —2)sina + (w,, +y) co)] = GO(w,, +r).
Hierin wurden mit dem Ortsvektor
r=r;+st und r—[y},rl_[yl}, (20)
z z1
die folgenden Skalarprodukte verwendet
rn = r’t = rft+s = ycos+ zsina (21)
rm = r'n = rfn = —ysina + z Cosy = const.

Die Spannungskomponentg verschwindet mit der Bedingung {tbei dinnwandigen Querschnitten. Damit
folgt die Anderung der Verwolbung in Querrichtung,, = —r, = —(rf't + s), welche mits linear verlauft und
es ergibt sich fur die Verwolbungen der folgende Ansatz

—(TL + 62) , Wss=0

A A H Wss
w(s,n) = —(s+¢1)(n + &) mit o = —(s+é1) (22)
Bei diunnwandigen Querschnitten erfolgt nun die Beschragbauf der Profilmittellinie. Aus dem Ansatz (22)
folgt w(s) = w(s,n = 0) = —éa(s + ¢1) = é1s + ¢ sowie mitw,; = —é; Uber die Dicke nun konstanten
Schubspannungen

Das Gleichgewicht in Langsrichtung nait,. = 0 und die Spannungsrandbedingungen an einem freien Rarmahlaut

T,s=Gi0w,ss=0 7(s4) = 0. (23)
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Die exakte Losung der Differentialgleichung (2 &xgibt sich zu
w() =c+cf (24)
und bestatigt den Ansatz (22).

Die Konstanten werden durch die Elementfreiheitsgrade= w(0) undws = w(1) in der Forme; = wy und

co = wo — wy bestimmt. Fur den Schubfluss= 74 folgt mit einem linearen Verlauf vow, dassi(s) in jedem
Element konstant ist. Aus der Randbedingu®g))- ergibt sich fur offene Teile des Querschnittes 0. Daher
tragen in diesem Modell nur die geschlossenen Teile dessQueittes zur Abtragung eines Torsionsmomentes
bei.

Die Berechnung voi(19), liefert den Schubfluss an den Knotan= —¢(0) und¢, = ¢(1)

)2 sl
t; K; wi F;

Damit kann eine entsprechende Finite—Element—Formulgeentwickelt werden. Die hieraus berechneten Schub-
spannungen und Schubflisse sind im Rahmen der gewahlesmi&exakt.

Haufig werden Einheitsverwodlbungemmit f(A) @ dA = 0durch
S dA (26)
w=w 2 w s
(4)

eingefuhrt. Hierin kdnnen die Flache bzw. das Integnatiner Summe tber die Elemente wie folgt berechnet
werden:

A:ZAi, /wdA:i[(cl—i-%cQ)hl] . (27)

(4) i=1 ‘

Eine weitere Umrechnung mit den Koordinatgn, z,,, des Schubmittelpunkte® und den Koordinatens, z
des Schwerpunktes

=0+ Yn(z —2s) — 2m(y — ys) (28)

liefert schlie3lich sog. Hauptverwolbung&nDamit hat der beliebige gelagerte Puidkduch keinen Einfluss auf
das Ergebnis fur die Verwolbungen

Die numerische Umsetzung der 0.g. Gleichungen kann leicleinem modularen Finite—Element—Programm
erfolgen. Hier wurde eine erweiterte Version des PrograsRtAP, siehe Zienkiewicz, Taylor (2000) verwen-
det. Alternativ besteht auch eine einfache MoglichkeitBlmgrammierung unter Microsoft Excel in VBA. Eine
entsprechende Ableitung und Programmierung fir die Bemeag der Schubspannungen infolge Querkraft in
dinnwandigen Querschnitten ist z.B. in Wagner und Gruttim@002a) zu finden. Ebenso ist dort angegeben,
wie die Lage des Schubmittelpunkt&s ermittelt werden kann.

6 Beispiel: dinnwandiger Kastenquerschnitt

Exemplarisch wird ein zweizelliger Kastenquerschnithsi Bild 6, untersucht. Das Beispiel ist Petersen (1988)
entnommen, wobei dort jedoch die analytische Berechnungsdeubspannungen fir Querkrafig, und Q.
untersucht wurde. Das betrachtete unsymmetrische Profi¢tzavei offene und geschlossene Bereiche. Fir die
Berechnung der Schubfliisse, siehe Bild 7, wurden allei\dteile aus den geschlossenen Teilen herangezogen.
Eine Berechnung unter Beriicksichtigung der offenen Baeeiiefert keine nennenswertémderungen. Die
Ergebnisse sind im Rahmen der gewahlten Theorie exaktVerauf der zugehorigen Wolbfunktiah, gemaf

GIn. (26,28) ist in Bild 8 dargestellt. Eine Uberschlgg@nalytische Vergleichsrechnung unter Vernachlasgigun
der Innenwand, siehe z.B. Friemann (1993), liefert Ayt = 40000 cm? einen konstanten Schubfluss voe:
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1,3 kN/cm?. Die FE-Ergebnisse sind im Rahmen der gewahlten TheoaieteRies zeigt eine - im vorliegenden
einfachen Fall naturlich mogliche - analytische Unteraing unter Beriicksichtigung einer statisch unbestimmte
Rechnung, siehe z.B. Friemann (1993). Das Torsionstitaghement laf3t sich in der numerischen Ldosung aus der
Gleichung

Mpr = — /T(s) rp dA = —/G@(w,s —rp)rn dA = GIpb (29)

S

gewinnen. Mit der Losung der DGL (24) folgt schlieflich

C2

=Y [(rn -2y hl] . (30)

K2

bzw. im Beispiell; = 8558139, 5 cm?, vgl. Bild 6.

h=12 h=2.0 h=16  <S  h=12
S s s .z o S
S E T' 65,73
_ 100
SL»y = ?
o = h=1.6 200
— s

100

z TS
31.46

100 100 200 100
ey 0T,

afle in cm
A = 1780,0 cm? I; = 9176217,2 cmt
g = —35,144 cm I, = 24504869 cm!
zv = 19,614 cm I;= = 3480898,9 cm’
My = 100000 kNcm Ir = 8558139,5 cnt

Figure 6: Zweizelliger Querschnitt

1.195 1.304

0.10¢

1.304

1.195 1.195

Figure 7: Schubfluss[kN/cm| eines zweizelligen Querschnittes

7 Berechnung von elastischen Grenzmomenten

In diesem Abschnitt wird untersucht, welchen Einfluss died®lberung als diinn— bzw. dickwandiger Querschnitt
auf die Berechnung der elastischen Grenzmomente hat. Bieggstellung ist im Bereich des Stahlbaus von
Interesse. Hierbei sollen genormte offene Walzprofile isuieht werden, siehe Bild 9.
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22.17 59.29

26.94 -93.09

Figure 8: Hauptverwolbungen [cm?] eines zweizelligen Querschnittes & 1 kN/cm?)

Figure 9: Modellierung eines Profiles U50 als diinn- und wakdiger Querschnitt

Fir den Fall der dickwandigen Modellierung ergibt sich d@assionsmoment durch Integration Uber den Quer-
schnitt

Mr = /(Tmzy — Tyyz)dA. (31)
(Q)

Unter der Voraussetzung, dass die Spannungsverteilung Béngularitaten aufweist, i3t dasjenige Moment,
bei dem ein oder mehrere Punkte des Querschnittes geradastizipren beginnen. Das Kriterium hierfir ist die
FlieBbedingung nach v.Mises. Danach muss die Vergleiemsamg der Flie3spannuag entsprechen

oy =1/3 (T%y +72)=o0F. (32)

Nach Einfiihrung der SchubflieRspannuig= o /+/3 und der resultierenden Schubspannung = , /T2, + T2,
folgt aus Gl. 32 auchy,..; = 7F.

Wird eine dunnwandige Modellierung herangezogen, kamdée zu untersuchenden offenen Querschnitten das
elastische Grenzmoment direkt angegeben werden

M%l = WT TF , WT = IT/hmam- (33)

Hierin ist h,,., die grote im Profil vorhandene Dicke Das Torsionswiderstandsmomeht dinnwandiger
offener Profile berechnet sich nach (35Bei den hier betrachteten Stahlprofilen folgt eine veréesd8Berechnung
aus

Ir = 2[1b3(1-063%

+3(h—2t)s* +2aD*,
(34)
[

)]
a = (01%240145)2, D=|[t+r) +s(r+3)]/2r+1).

Die Bezeichnungen und Ableitung der Beziehungen findensiBhin Petersen (1988) . Damit kann das elastische
Grenzmoment mit Gleichung (33) berechnet werden.
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8 Beispiel: HEA-Reihe nach DIN 1025 Teil 3

Den Berechnungen liegen die Materialwerte fur SGhk 8100 kN/cm? undor = 24 kN/cm? zugrunde. Damit
wird als GroRtwert die SchubflieBspannung= 13.86 kN/cm? erreicht.

Zunachst werden Ergebnisse fiir ein relativ schlankeB{0®) und eine relativ gedrungenes (HEM100) Profil
dargestellt. Die Finite—Element—Netze, erzeugt mit eifgtzgenerator unter Ausnutzung der Symmetrien, sowie
die resultierenden Schubspannungen werden in Bild 1Gptiést. Die grofditen Spannungen ergeben sich durch
die Umlenkung des Schubflusses in den Ausrundungen.

1.133E+00 mi
I 2.041E+00

2.949E+00
3.857E+00
4.765E+00
5.673E+00
6.580E+00
7.488E+00
8.396E+00
9.304E+00
1.021E+01
1.112E+01
1.203E+01
1.294E+01
1.386E+01 m:

Figure 10: Resultierende Schubspannung der Pri&fiEe100 sowieHEM 100

Nach diesen Grundsatzbeispielen wird nun eine kompletifilfeihe untersucht. Einige Ergebnisse fir HIEA—
Reihe nach DIN 1025 Teil 3 sind in Tabelle 1 angegeben. Esevedie Wertel/5,, basierend auf der Theorie dick-
wandiger Querschnitte — berechnet mit Hilfe der FEM — dentevel/s, der Theorie diilnnwandiger Querschnitte
gegeniibergestellt. Als prozentualer Fehler wird das aemts 100 (M$, — M4,) /M5, definiert. Dartiberhinaus
werden die Torsionstragheitsmomente fur beide Vorgeheisen verglichen. Hier wirdy nach Gl. (34) fur das
dinnwandige Modell ermittelt, wahrend im Fall der dickwiggen Modellierund; aus dem Torsionsmomehf
nach Gl. (31) und der konstitutiven Gleichuffyr = GIr6 hergeleitet werden kann

I — / [(@se )y — (s —2)2] dA. (35)

)

HEA 1-dinnwandig 2-dickwandig Fehler
Profil | Ir, [em*] Mgl [kNem] | Ir, [em*] Mg [kNem)] (ﬁ? - 1> 100 [%]
100 5.24 90.76 5.200 55.77 62.73

140 8.13 132.53 8.035 82.89 59.88

200 21.0 290.98 20.434 164.29 77.11

240 41.6 480.34 41.063 281.34 70.73

300 85.2 843.24 84.344 477.62 76.55

400 189 1378.3 191.72 891.29 54.64

500 309 1861.5 317.92 1303.9 42.77

600 398 2205.9 407.32 1569.8 40.52

800 597 2954.3 609.77 2069.2 42.77
1000 822 3674.1 835.90 2653.9 38.44

Table 1: Elastische Grenzmomente fiir Profile ld&iA—Reihe nach DIN 1025 Teil 3

Die Unterschiede bei den elastischen Grenzmomenten saahbieh und betragen bis zu 77 % beim PrbfitA-

200. Eine vollstandige Auswertung fur die wesentlicheah®-Profilreihen findet sich in . Zusammengefasst
ergeben sich die in Tabelle 2 angegebenen Hochstwerteedechneten Fehler, siehe Wagner und Gruttmann
(2002b),
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| Profilreine|| | | IPE | HEB | HEA | HEM | U | L | Hohlprofile |
[Fehler[%] ][ 68] 67 | 53 | 77 | 44 |61]50] 14 |

Table 2: Maximal auftretende Fehler im elastischen Tosimmment bei einer Berechnung als dinnwandiger
Querschnitt

Dies kann bei einer Bemessung auf der Grundlage der Thebrieweandiger Querschnitte zu ortlichen Plas-
tizierungen fuhren.

9 Elastoplastische Spannungsberechnung

Sollen diese genannten Plastizierungen nun genauer uctérgerden, ist eine entsprechende Materialformulierung
einzufuihren. Im Folgenden wird ein elasto—plastischeskgteffverhalten mit v.Mises—Fliebedingung, Dehnuragsv
festigung und assoziierter FlieRregel angenommen. BeaAme kleiner Verzerrungen kdnnen die Gleitungen
additiv zerlegt werden

v = A (36)

Fir den elastischen Anteil gilt das linear—elastischéstaffgesetz analog zu Gl. (3). Die FlieBbedingung nach
v.Mises mit linearer isotroper Verfestigung lautet

F(r,e’)=|r| —k(e") <0. (37)
Dabei ist
k(e”) = ko + &e”, ko =71r = % (38)

mit dem plastischen Tangentenmogluind der plastischen VergleichsdehnuftigDie assoziierte Flie3regel sowie
die Entwicklungsregel fur die plastischen Vergleichsugigen lauten

A=A =\ — ¢ =4 = . (39)
T T

Zur naherungsweisen Zeitintegration der plastischerdfeungsraten wird das Euler—Ruckwarts—\Verfahrenarge
det. Innerhalb eines Zeitschritts, ; = t,, + At folgt

Tn+1

! v v
AL =R+ N al’ el =€+ A (40)

mit A == At Apy1, ¥2 = AP (t,) undel = e?(t,) = |42,

Im Belastungsfall erhalt man die Schubspannungen zunpdtt,, ,; durch Einsetzen vom = G v und Gl.
(40)7 in GI. (36). Es folgtr,,+; durch Skalierung des Vektors der Versuchsspannungen

Tf;—l =G (Ypy1 — 'Yﬁl) (41)
mit dem Faktor3, alsot,, 11 = S 7L ;. Damit gilt mitk, 1 = k(e}, )

_ Tntl _ Tin (42)
[Tneal Il

Tn+l = kn+lN

Der Konsistenzparametarfolgt aus der Erfullung der FlieBbedingung (37) zum Zeitiott,, 1 1 .

Fir das linearisierte Randwertproblem Gl. (9) ist die kstesite Linearisierung des Spannungsvektors herzuleiten
Man erhalt nach einiger Rechnung

Cr = g—fy =G (B1 - N NT). (43)
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Die Berechnung der Faktorghund 5 sowie der Ablauf der elastoplastischen Spannungsbereghisiiin Gl. (44)
zusammengefasst. Der Algorithmus erfordert die Speiciteder plastischen Verzerrungefy.

Versuchsspannungen T =G (Ve — YY)
FlieRbedingung kn = ko + &el) F =\t —kn
falls F <0 falls F >0
_ _ Tk
kns1 = kn + A€
N — T%@l (44)
Spannungen, konsist. Tangente Tl
Tn+l1l = T;T+1 Tn4+1 = kn+1 N
. kn+1
B=mi
3 — ¢
B=0- e
Cr=G1 Cr =G (1 - BN NT)
Plastische Verzerrungen 'yffﬂ =~2 + AN eniy=¢ep+A

Alternativ zur 0.g. Spannungsberechnungim Rahmen einkes-BRiickwartsverfahrens lal3t sich auch eine exakte
Integration der elasto—plastischen Gleichungen angetiene Wagner und Gruttmann (2001) . Damit kdnnen
beliebig grof3e Belastungsschritte berechnet werden.

Aufgrund der materiellen Nichtlinearitat ergibt sich neine iterative nichtlineare Berechnung auf der Basis der
Linearisierung von Gl. (8)

or
Lig(w, 6w)] = g(w, 6w) + Dglw, w) - Aw - /) 5y (r + G Ay dd (45)
Q

mit dem linearisierten Verzerungstensor

Ay = { AT } . (46)

Fir die FE-Formulierung wird analog zu (10) der Ansatz

nel

GAwh = Z N[ Awl (47)
I=1

fur die linearisierten Verwolbungen gewahlt. Die Limisgerung der Verzerrungen lautet dann, analog zu Gl. (7)

nel

N } . (48)

A‘)’h:ZBKAwK BK_|:N
k=1 Kz

Innerhalb der Newton—lteration folgt der Beitrag der tamgden Steifigkeitsmatri¥(¢,- zu den Knotenl und K
sowie der rechten Seit€f

F¢= [ BTrdA K = / BYCrBgdA. (49)
)

(€. ()

Hierbei sindr undCr gemaf Gl. (44) einzusetzen.
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10 Plastische Zonen bei elastischen Grenzmomenten

Wie im Abschnitt 8 gezeigt, Uberschreiten die bei einer Blberung als dunnwandiger Querschnitt ermittel-
ten elastischen Grenzmomerit&,, diejenige Momentel/¢, aus dickwandiger Modellierung um bis zu 77%.
Werden nun dickwandig modellierte Querschnitte tatsélhhit dem Torsionsmoment/¢,, ermittelt aus der
Theorie dinnwandiger Querschnitte, belastet, so trel@stipche Deformationen auf. Diese kdnnen nun unter
Berlicksichtigung des abgeleiteten elasto—plastischatefidlgesetzes im Rahmen einer FE-Formulierung dick-
wandiger Querschnitte leicht ermittelt werden.

Exemplarisch werden zwei Profilé 60 undHEA 300 unter Ausnutzung der vorhandenen Symmetrien untetrsuch
Die Verteilung der plastischen Zonen fir diesen Fall isBild 11 angegeben. Es ist zu erkennen, dass sich
Plastizierungen in den Eck— und Ausrundungsbereichemedims. Da die plastischen Zonen ortlich beschrankt
sind, kann eine Bemessung mit ausreichender GenauigkedteniErgebnissen der dinnwandigen Berechnung
durchgefuihrt werden.

|

0.000E+00 mir / 0.000E+00 mir
1.832E-05 1.939E-05
3.665E-05 3.877E-05
5.497E-05 5.816E-05
7.329E-05 7.754E-05
9.161E-05 9.693E-05
1.099E-04 1.163E-04

I 1.283E-04 I 1.357E-04
1.466E-04 mas U 1.551E-04 mas

Figure 11: Plastische Zonen der Profilé60 sowieHEA 300

11 Berechnung des elasto-plastischen Grenzmomentes fiin&Valzprofil HEM—-300

Wird nun das Torsionsmoment kontinuierlich gesteigerk@men auch elasto-plastische Grenzmomente ermittelt
werden. Hier wird exemplarisch ein Profil HEM—-300 betrathie Ergebnisse der Berechnung fuf; sind in

Bild 12 dargestellt. In Tabelle 3 sind die Werte fur das plaktische TorsionsmomeM%l angegeben. Als
BezugswertM$ erhalt man mit dem feinsten FE-NetZ$! = 3583,1 kNcem. Der Wert6¢! folgt ausg® =
M%l/GIT mit I = 1414, 9 em*. Hierbei wurdel; ebenfalls auf dem feinsten FE—-Netz berechnet. Damit kann
auch die elastoplastische Querschnittsres&rveM:’,'il/M;l ermittelt werden, die sich im vorliegenden Fall zum
beachtlichen Wer&y = 2,12 ergibt. In Bild 13 ist der Betrag des Schubspannungsvekiioes den Querschnitt
geplottet. Indirekt kbnnen auch die Gratlinien der Samg#idnalogie nach Nadai (1923) beobachtet werden.

| FE-Netz| MY in kNem
288 Elemente 7632,0
534 Elemente 7599, 8

1235 Elementeg 7599, 8

Table 3: plastisches Torsionsmoment fuir ein Profil HEM 300

12 Schlussfolgerungen

In dieser Arbeit wurde ein einheitliches Modell zur Bereghg der Schubspannungen aus St.Venant'scher Tor-
sion in beliebigen dick— und diinnwandigen Querschnitigndar Basis eines Wolbansatzes dargestellt. Dazu
sind die Grundgleichungen der freien Torsion fur eineldife naherungsweise bzw. exakte Losung mit der FE—
Methode aufbereitet worden. Die sehr einfache Formuligkann fur offene und geschlossene Profile gleicher-
mafen angewendet werden. Weiterhin wird die Ermittlungtisieher Grenzmomente diskutiert und exemplarisch
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fur Stahl-Walzprofile ermittelt. Aufgrund der sich lokaigebenden Spannungsiberschreitungen wird fir das
dickwandige Modell die Verwendung und numerische Impletieening eines elastoplastischen Materialgesetzes
abgeleitet. Hieraus konnen vollplastische Torsionsnamend die Querschnittsreserve ermittelt werden.

2,50

2,00 T

L
3
=]

M_T/M_Tel

——FEM - 1235 Elemente

0,00 2,00 8,00 10,00

4,00 6,00
theta/theta_el
Figure 12: Torsionsmoment in Abhangigkeit von der Vetdnig

3.021E+00 mir
3.795E+00
4.569E+00
5.343E+00
6.117E+00
6.891E+00
7.665E+00
8.439E+00
9.213E+00
9.987E+00
1.076E+01
1.153E+01
1.231E+01
1.308E+01
1.386E+01 ma

Figure 13: Betrag des Schubspannungsvektors im vollptdstn Zustand
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