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Ein nichtlineares anisotropes Materialmodell auf der Basis der
Hencky-Dehnung und der logarithmischen Rate zur Beschrei-
bung duktiler Schidigung

N. C. Bongmba, H. Schiitte

Ein nichtlineares, dreidimensionales und anisotropes Schidigungsmodell wird vorgestellt. Basis des
Modells ist der Rahmen fir finite Elastoplastizitdt von Xiao, Bruhns & Meyers. Von entscheidender
Bedeutung fiir die Modellierung ist eine doppelte Interpretation des Schidigungsparameters. Fir die
thermodynamischen Betrachtungen wird der Schidigungsparameter als eine interne Zustandsvariable
betrachtet. Zur Modellierung der schidigungsinduzierten Anisotropie wird er als ein sich mit der De-
formation entwickelnder Struktur- oder Materialtensor interpretiert. Schidigungsmodellierung reduziert
sich damit auf die Formulierung von Ewvolutionsgleichungen, die Festlegung von Versagenskriterien und
die Bestimmung von Materialkonstanten.

1 Einleitung

Strukturen und Konstruktionen, die stéindig einer mechanischen, thermischen und/oder chemischen Be-
lastung unterliegen, kénnen nach einer bestimmten Zeit versagen. Durch die Belastung tritt dann eine
von der Belastung, den Materialeigenschaften und der Zeit abhiingige Abnahme der Tragfahigkeit der
Struktur ein, die mit dem Versagen der Struktur endet. Die Abnahme der Tragfiahigkeit wird Schadigung
oder Deterioration genannt. In experimentellen Untersuchungen hat man festgestellt, dass die Abnah-
me der Tragfshigkeit durch die Entstehung und Ausbreitung von Mikrodefekten, wic Poren, Rissen und
Scherbandern auf der Mikroebene, verursacht wird. Diese Mikrodefekte entstehen an Schwachstellen wie
z. B. Korngrenzen, Leerstellen, eingeschlossenen Partikeln, Hindernissen gegen die Bewegung von Ver-
setzungen oder schon vorhandenen Mikrodefekten. Die Entstehung und das Wachstum von Poren und
anderen Mikrodefekten wihrend eines Schidigungsvorgangs sind in der Regel - egal um welche Art von
Schidigung es sich handelt - anisotrope Phiinomene, da diese entscheidend von der Richtung der aufge-
brachten Spannungen oder Dehnungen abhingen. Experimentelle Ergebnisse von Leckie und Hayhurst
(1974) zeigen, dass bei Kriechschadigung in Polykristallen die Mikrodefekte, obwohl sie makroskopisch
gesehen homogen verteilt sind, iiberwiegend nur an Korngrenzen entstehen, und zwar an den Korngren-
zen, die senkrecht zur Hauptspannungsrichtung stehen. Abgesehen also von dem einfachen aber nicht
trivialen Sonderfall, in dem das Material anfinglich isotrop und die entstehenden Mikrodefekte gleich
verteilte, kugelférmige Poren sind, ist jedes geschidigte Material anisotrop. Makroskopisch kénnen sich
diese Defekte - abh#ngig von der Art der Schidigung - in der Verinderung eines oder mehrehrer der
folgenden makroskopischen Eigenschaften bemerkbar machen: Elastizititsmodul, Fliespannung, Dichte,
und viele anderen Eigenschaften.

Mit seinem eindimensionalen Modell zur Beschreibung vom Kriechverhalten hat Kachanov (1958) das er-
ste ph&nomenologische Schidigungsmodell vorgestellt. Dieses Modell wird generell akzeptiert und bildet
die Basis der Schidigungsmechanik. Erweiterungen des eindimensionalen Modells von Kachanov (1958)
auf den dreidimensionalen Spannungszustand wurden fiir isotrope Schidigung z.B. von Davison u.a.
(1977), Leckie und Hayhurst (1974), Lemaitre und Chaboche (1978, 1990), Lemaitre (1985a, 1985b) und
Chaboche (1988, 1998) vorgenommen. Anisotrope Modelle mit einem Tensor zweiter Stufe als Schadi-
gungsparameter wurden von Cordebois und Sidoroff (1979), Dragon und Mroz (1979), Sidoroff (1981),
Murakami und Ohno (1981), Betten (1982) und Murakami (1988) vorgeschlagen.

Die oben genannten isotropen Schidigungsmodelle liefern zum Teil keine befriedigenden Ergebnisse, da
sie in Experimenten festgestellte Verinderung der Querkontraktionszahl auf Grund der Schédigung nicht
wiedergeben konnen. Rabier (1989) und Ju (1990) haben als erste auf diese Schwéche hingewiesen und
zeigen in ihren Arbeiten, wie man sie behebt. In dem Modell von Rabier (1989) wird z. B., unter Zuhilfe-
nahme von Ergebnissen aus der Mikromechanik, eine direkte Abhingigkeit der zwei Materialparameter
fiir isotropes Materialverhalten von der skalarwertigen Schidigungsvariable postuliert.

205



Bei den anisotropen Schidigungsmodellen geht man so vor, dass man Kachanov (1958) folgend eine
verallgemeinerte Effektivspannung entweder berechnet oder postuliert. Dann wird mit Hilfe der Hypothese
der Verzerrungsdquivalenz oder #hnlichen Hypothesen — siehe Lemaitre und Chaboche (1990) — das
Verhalten des geschiidigten Materials bestimmt. Meistens stellt sich aber bei diesen Modellen heraus,
dass die Effektivspannung nicht symmetrisch ist. Eine Symmetrisierung wird dann nach verschiedenen
Symmetrisicrungsvorschriften durchgefiihrt.

Das grundlegende Problem mit anisotropen Effektivspannungs-Schidigungmodellen ist folgendes: geht
man z. B. wie bei Murakami (1988) vor, ist die Effektivspannung

o'=(1-d)Te (1)

eine Art 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor. Hier bezeichnet d den Schidigungstensor zweiter Stufe,
1 den shifter zweiter Stufe und o den Cauchyschen Spannungstensor. o" — genauso wie d — ist deshalb ein
Zweipunkt-Tensor und stellt eine bilineare Abbildung zwischen der Momentankonfiguration und einer fik-
tiven ungeschiidigten Konfiguration dar. Da der Effektivspannungstensor (1) nicht symmetrisch ist, wird
er allgemein als ungeeignet fiir das Effektivspannungskonzept betrachtet. Murakami (1988) und Muraka-
mi und Ohno (1981) schlagen deshalb vor, nur den symmetrischen Anteil von o" als Effektivspannung &
zu definieren:

g=-(1-d 'o+ol-d"), (2)

2
wobei hier zusitzlich angenommen wird, dass der Schadigungstensor symmetrisch ist. Weitere Symmetri-

sierungsvorschliige wurden von Cordebois und Sidoroff (1979), Sidoroff (1981) sowie von Chow und Wang
(1987) gemacht.

Man beachte, dass auch fiir eine Theorie kleiner Form#nderungen die Effektivspannung o* nicht symme-
trisch sein kann. Denn Symmetrie von o* wiirde bedeuten; dass die beiden Konfigurationen gleich gesetzt
werden (siche Marsden und Hughes, 1983). Weiterhin kann durch eine &hnliche Vorgehensweise wie in
der Arbeit von Murakami (1988) der symmetrische Spannungstensor

§* = [det(1 —d)]?(1—d) To(1-d)7", (3)

eine Art 2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor, hergeleitet werden. S™ ist vollsténdig in der fiktiven
ungeschidigten Konfiguration definiert. Keine der in der Literatur verwendeten symmetrisierten Effek-
tivspannungen ist mit diesem Spannungsmaf} identisch. Des Weiteren lésst sich zeigen, dass trotz der
Symmetrisierung diese Modelle fiir isotropes Verhalten nicht in der Lage sind, eine Anderung der Quer-
kontraktionszahl wiederzugeben.

Ziel dieser Arbeit ist die Prisentation eines nichtlinearen, anisotropen Materialmodells zur Beschrei-
bung duktiler Schiidigung, ein Phinomen, das {iberwiegend in metallischen Werkstoffen auftritt und
mit groflen inelastischen Form#nderungen verbunden ist. Das Materialmodell ist fiir die Beschreibung
von Lokalisierung und Makrorissbildung in metallischen Werkstoffen vorgesehen. Der Rahmen fiir finite
Elastoplastizitit von Xiao u.a. (2000) ist nicht auf eine bestimmte Materialsymmetrie beschrénkt und
deshalb gut geeignet fiir die Schidigungsmodellierung, siehe auch Bruhns u.a. (2000). Dieser Rahmen
wird hier deshalb als Basis fiir das Schidigungsmodell verwendet, d.h. Dehnungs— und Spannungsmafie
sind die logarithmischen Henckyschen Dehnungstensoren und ihre arbeitskonjugierten Spannungen. Fiir
die Ratenformulierung von konstitutiven Beziehungen wird die logarithmische Rate verwendet. Aufler-
dem wird eine additive Aufspaltung der Verzerrungsgeschwindigkeit mit der multiplikativen Zerlegung
des Deformationsgradienten kombiniert.

Als Schidigungsparameter wird ein symmetrischer, positiv semi-definiter Tensor zweiter Stufe verwendet.
Zusitzlich zu der klassischen Interpretation des Schidigungsparameters als eine interne Zustandsvariable
wird er hier auch als ein allgemein und mit der Deformation sich entwickelnder Struktur- oder Materi-
altensor betrachtet. Diese Interpretation erlaubt, die Schidigungsmodellierung auf folgende Punkte zu
reduzieren: auf die Formulierung von thermodynamisch konsistenten Evolutionsgleichungen, die Bestim-
mung von kritischen Werten fiir den Schidigungsparameter (d.h. Festlegung von Versagenskriterien)
und die Bestimmung von Materialkonstanten. Dabei kann zur Beschreibung von schadigungsinduzierter
Anisotropie auf Ergebnisse zur Modellierung von stark anisotropen Materialien zurtickgegriffen werden.
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Auf der Basis der Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen lassen sich Einschrinkungen an die
Gestalt der konstitutiven Gleichungen angeben.

Das hier vorgestellte Materialmodell kann sowohl die Verénderung des Elastizitatsmoduls als auch die der
Querkontraktionszahl wiedergeben. Aufierdem verschwinden fiir das Schédigungsmodell die Diskrepan-
zen zwischen der Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit und des Deformationsgradienten (siehe Xiao
w.a., 2000). Des Weiteren wird fiir dic multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten die Objekti-
vititsforderung im allgemeinen Sinne von Naghdi (1990) erfiillt, und das Materialmodell ist kinematisch
konsistent in dem Sinne, dass der elastische Anteil und der inelastische Anteil des Deformationsgradien-
ten und alle mit ithnen zusammenhingenden kinematischen Grofien konsistent und eindeutig bestimmt
werden kénnen (Xiao u.a., 2000).

Ein kurzer Abriff der Arbeit sicht wie folgt aus: in Abschnitt 2 wird die in der Arbeit verwendete Notation
zusammengestellt. Die logarithmische Rate und die verwendeten Spannungs- und Dehnungsmafle werden
in den Abschnitten 3 und 4 eingefiihrt. In Abschnitt 5 wird zuerst auf die Zerlegung des Deformations-
gradienten und der Verzerrungsgeschwindigkeit bei grofien inelastischen Forménderungen eingegangen.
AnschlieBend wird die Motivation fiir die neue Interpretation des Schidigungsparameters als Strukturten-
sor und die Wahl dieses Parameters als Tensor zweiter Stufe gegeben. Danach wird die Konstitutivbezie-
hung fiir elastisches Materialverhalten vorgestellt. Die Darstellung fiir das komplementére hyperelastische
Potential wird angegeben. Anschlieflend wird auf die Ratenformulierung des elastischen Stoffgesetzes ein-
gegangen und die konkrete Form des Gibbsschen Potentials angegeben. Es folgt dann der Einflufi der
Schidigung auf das plastische Materialverhalten; ausfiihrlich wird auf die Herleitung einer anisotropen
FlieBbedingung und die Anpassung dieser Funktion an die Gurson-Fliefifunktion eingegangen. Schlielich
werden Be- und Entlastungsbedingung und die Evolutionsgleichungen beschrieben. Im Abschnitt 6 wird
schlieBlich ein numerisches Beispiel angefiihrt, das die Leistungsfihigkeit des Materialmodells zeigt.

2 Kinematische Grundlagen

Seien A ein Tensor zweiter Stufe und Q ein Drehtensor, so gelte die Notation Q x A = QAQT (Xiao
w.a., 2000). Damit lauten die Verkniipfungen zwischen dem rechten Strecktensor U und dem linken

Strecktensor V sowie zwischen der materiellen Zeitableitung U von U und der Green-Naghdi Rate VR
von V wie folgt

V=R+U, U=RT+VE, \OIR:R*{%RT*V]:VJFVQR—QRG, ot =RRT, (4
(l

wobei R den Rotationstensor aus der Polarzerlegung des Deformationsgradienten F bezeichnet. Die Spekt-
ralda.rsfcellungen des linken Cauchy-Green Tensors B = V> = FFT und des rechten Cauchy-Green Tensors
C =U? = F'F lauten

n n n
B=Y x»B,, C=3 x.C,, B,=6u1+ [] B2l ¢, =R"+B,. (5)
| P | T75(7' Xo—Xr

Hierin bezeichnen x, die Eigenwerte von B und C. Die B, (C,) kennzeichnen die Eigenprojektionen
von B (C), die auch im Falle mehrfacher Eigenwerte eindeutig aus der Sylvesterformel (5); bestimmt
werden kénnen; n kennzeichnet die Anzahl ungleicher Eigenwerte, 1 ab hier den Einheitstensor zweiter
Stufe und d,, das Kronecker-Delta. Fiir n = 1 verschwindet das durch HZ . gekennzeichnete Produkt.
Im Folgenden bezeichnen L, D und W den Geschwindigkeitsgradienten, die Verzerrungsgeschwindigkeit
und den Drehgeschwindigkeitstensor.

3 Dehnung- und Spannungsmafle

Im Rahmen der Elastoplastizitit von Xiao u.a. (2000) werden als Dehnungsmafle die referentiellen und
rdumlichen Henckyschen Dehnungstensoren

n

1 = 1 1 1
H = = == = = = = —_
5 InC ;:1 3 Inx,Csg, h 5 InB E 5 Inx,B, (6)

o=1
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verwendet. Die Henckyschen Dehnungstensoren stellen eine dreidimensionale oder tensoriclle Verallge-
meinerung der eindimensionalen -natiirlichen Dehnung dar.

Die Spannung

1 1 Xa — X8
, —== 2 1B,7B 7
i <1nxa—1nx,e) il &

einc Eulersche Grofe, bildet mit dem riumlichen Henckyschen Dehnungstensor h unabhingig von den
jeweiligen Symmetrieeigenschaften des betrachteten Materials ein arbeitskonjugiertes Paar (Xiao u.a.,
1998b). Hierin bezeichnet 7 den Kirchhoffschen Spannungstensor. Die Riickwéhrtsdrehung von 7 mit R
ergibt den Lagrangeschen Spannungstensor

ol =l

(4 : —
D=RT+n= Y /xa'x;' (_—-—X“ X5 ) CaiCs, 7=RTx7, (8)
B Inxa —Inxg

der mit dem referentiellen Henckyschen Dehnungstensor H unabhiingig von den jeweiligen Symmetrieei-
genschaften des betrachteten Materials ein arbeitskonjugiertes Paar bildet.

4 Logarithmische Rate

Die mitrotierende Zeitableitung des réumlichen Henckyschen Dehnungstensors h mit dem logarithmischen
Spintensor

Lo 1+ XU/XT) 2 _ Lo
Qlos = W+Z<1_(XU/XT)+III(XU/XT)>B(,DBT_W+N g (9)

liefert die Verzerrungsgeschwindigkeit D (Xiao u.a., 1997a, 1997b)

h'¢ = h + hQ'°¢ — Q'°8h = D. (10)
Die logarithmische Rotation (Log-Rotation) wird aus der linearen tensoriellen Differentialgleichung

RLOg _ _RLogQLog, RLOg't:O =1 (11)

bestimmt. Zwischen der logarithmischen Rate (Log-Rate) und der Green-Naghdi-Rate GR einer Euler-
schen Grofie G besteht der folgende Zusammenhang

G — o o @R - oG, (12)

wobei Q"R hier die Differenz aus dem Log-Spin 2°% und dem Polar-Spin Q% bezeichnet. Fiir moderate
Verzerrungen sind der Log-Spin und der Polar-Spin ndherungsweise identisch.

Fiir einen beliebigen Eulerschen Tensor zweiter Stufe G gelten die folgenden Beziehungen

t
RI%+ G = RI% x GLo8, G = (RL%)T « / RS % GLO8 . (13)

0
Die Gleichung (13) lésst auch die folgende Interpretation zu: die (Eulersche) Grofie GLo8 wird in die
Lagrangesche Konfiguration zuriickgedreht; dort wird das Integral gebildet und das Ergebnis dann an-

schliefend wieder nach vorne in die Eulersche Konfiguration gedreht. Sie stellt damit die Formel oder das
Rezept fiir die mitrotierende Integration dar.
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By

Bild 1: Deformation eines Korpers mit Anfangs-, Momentan- und Zwischenkonfiguration By, B und
B. In By sei das Material ungeschidigt und isotrop.

5 Konstititutive Gleichungen

5.1 Zerlegung der finiten Deformation

Um die elastischen Anteile der Deformation von den inelastischen Anteilen zu trennen, wird hier nach
Kroner (1960) und Lee (1969) — und als Teil des konstitutiven Gesetzes — die multiplikative Zerlegung
des Deformationsgradienten angenomimen

F = F°F. (14)

F® bezeichnet den rein elastischen Anteil von F und F' den inelastischen Anteil als Folge von rein pla-
stischer Form#nderung oder plastischer Forminderung mit Schiidigung. F° stellt eine Abbildung von
der Zwischenkonfiguration B in die Momentankonfiguration B dar und F' bildet ein Linienelement der
Referenzkonfiguration By in die Zwischenkonfiguration B ab (siehe Bild 1). Man beachte, dass die multi-
plikative Zerlegung (14) nur bis auf eine beliebige Rotation der Zwischenkonfiguration eindeutig ist.

Als weitere konstitutive Annahme wird - Xiao u.a. (2000) folgend - zusitzlich zu der multiplikativen
Zerlegung des Deformationsgradienten (14) von einer additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit
D in einen elastischen Anteil D® und einen elastisch-inelastischen Anteil D® ausgegangen

D = D°® + D*. (15)
Die einzig sinnvolle und natiirliche Verkniipfung zwischen der additiven Zerlegung der Verzerrungsge-

schwindigkeit (15) und der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten (14) wird durch die
Beziehung

D¢ = sym(F°F~°), D% = sym(F*F'FF°) (16)
gegeben, wobei sym(e) hier den symmetrischen Anteil von (e) bezeichnet.
Xiao u.a. (2000) haben gezeigt, dass wenn man - wie hier - die multiplikative Zerlegung von F mit der
additiven Aufteilung von D kombiniert und eine geeignete elastische Beziehung fiir den linken elasti-

schen Strecktensor V¢ angibt, F® und F' und alle mit ihnen zusammenhingenden kinematischen Gréfien
konsistent und eindeutig bestimmt werden kénnen (siehe auch Bruhns und Bongmba, 2000).

5.2 Schidigungsvariable

Es wird hier angenommen, dass das Material in der spannungsfreien Ausgangskonfiguration mikrode-
fektfrei und isotrop sei. Durch die Schidigung entstehen Mikrodefekte, die eine Verdnderung der Ma-
terialsymmetrie hervorrufen (siehe Bild 1). In einem makroskopischen, phinomenologischen Rahmen ist
die durch Schidigung induzierte Anisotropie nach Belastungsende von der materiellen Anisotropie nicht
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mehr zu unterscheiden. Sie kann deshalb als eine materielle oder mikrostrukturelle Anisotropie behandelt
werden. .

Zur Beschreibung mikrostruktureller Anisotropie, die sich mit der Deformation des Materials nicht weiter-
entwickelt, werden im Allgemeinen Struktur- oder Materialtensoren verwendet, siehe Doyle und Ericksen
(1956), Spencer (1984), Boehler (1987). Letzterer verwendet z. B. die Materialtensoren

m;; = (n; ®ny), 4,5 =1,2,3, (17)

wobei (n1,n,,n3) drei orthonormale Eulersche Vektoren bezeichnen, d.h. |ln;|| = 1 und n; - n; = d;. Der
Strukturtensor ist im Allgemeinen ortsabhiingig, d.h. m;; = my;;(x). Der entsprechende Lagrangesche
Materialtensor M;; = RT*mij (x), der aus der Riickwéhrtsdrehung von m;; entsteht, wird tiblicherweise
als zeitunabhingig angesehen.

Durch die Aufnahme von m = my; in das elastische Potential, in die Flieibedingung und in das Fliefipo-
tential ldsst sich ein in n;-Richtung faserverstirktes Material modellieren. Fiir ein orthotropes Material
verwendet man die Menge m = {my;;, myy, mg3}. Die vollstindigen Ergebnisse fiir die hier genannten
Fille kénnen z. B. der Arbeit von Spencer (1984) entnommen werden.

Zur Beriicksichtigung der Schidigung wird hier ein (Eulerscher) symmetrischer, positiv semi-definiter
Tensor zweiter Stufe d als Schidigungsparameter eingefiihrt. Die Strukturtensoren in Gleichung (17)
stellen ein Basissystem dar. Der Schidigungstensor kann in der Form

d= d” m;; (18)

angegeben werden, wobei d;; die Komponenten des Schidigungstensors beziiglich (17) darstellen. Der
Schidigungstensor kann deshalb als ein allgemeiner und sich mit der Deformation entwickelnder Materi-
altensor angesehen werden.

Aus dieser Interpretation folgt z. B., dass zur Beschreibung von schidigungsinduzierter Anisotropie auf Er-
gebnisse zuriickgegriffen werden kann, die mit Strukturtensoren und zur Modellierung von faserverstérk-
ten Werkstoffen hergeleitet wurden. Die im Folgenden vorgestellte Schidigungsmodellierung geschieht
deshalb in Anlehnung an die Arbeiten von Spencer (1984) und Boehler (1987a, 1987b). Damit lasst sich
auch auf natiirliche Weise eine Beziehung fiir die Transformation des Schidigungstensors zwischen den
verschiedenen Konfigurationen angeben.

Der Tensor enthilt zusitzlich zu dem trivialen Fall d = 0, in dem das Material defektfrei ist, zwei wichtige
Sonderfille: der erste liegt vor, wenn sich die Schidigung so entwickelt, dass nur eine Komponente des
Schiadigungstensors, z. B. d;; = d, von Null verschieden ist. Es gilt dann

d:d(n] ®Il]). (19)

Diese Form entspricht dem vektoriellen Schidigungsparameter und dem Strukturtensor zur Modellierung
von transversaler Isotropie. Im zweiten Sonderfall entspricht er dem Kugeltensor

d=d1. (20)
In diesem Fall liegt dann isotrope Schidigung vor.

Andert sich die Belastungsrichtung z. B. von Zug auf Druck kann die Schidigung inaktiv werden, da
sich die Mikrodefekte schlieen. Im geschlossenen Zustand beeinflussen die Mikrodefekte die elastische
Eigenschaft des Materials nicht mehr. Zur Modellierung dieses Effektes bzw. Berechnung des aktiven
Anteils d* des Schidigungstensors d wird hier nach Ortiz (1985) - siehe auch Hansen und Schreyer
(1995) sowie Qi und Bertram (1997, 1998, 1999) - vorgegangen mit dem Unterscheid, dass wir fiir die
Spektraldarstellungen aufgrund der eindeutigen Definition Eigenprojektionen verwenden. Im Folgenden
ist mit Schidigungsvariable oder -tensor immer der aktive Anteil der Schidigungsvariable gemeint und
zur Vereinfachung der Notation wird d fiir d™ verwendet.
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5.3 Konstitutive Gleichungen

Zur Herleitung der konstitutiven Gleichungen und der thermodynamischen Einschrankungen auf die Ma-
terialkonstanten und -funktionen wird der Schidigungsparameter d zusitzlich zu den Variablen e und «
zur Beschreibung einer kinematischen bzw. einer isotropen Verfestigung als eine interne Zustandsvariable
betrachtet

a={a,r,d}. Al

Die spezifische freie Enthalpie (das Gibbssche Potential) ® wird als eine eindeutige Funktion der Span-
nung 7 und der internen Zustandsvariablen a angenommen. Fiir isotherme Prozesse kénnen wir dann
(Lehmann, 1989) von der folgenden additiven Zerlegung von & ausgehen

$ = (7, d) + d'(a). (22)

$° bezeichnet hierin den reversiblen Anteil der freien Enthalpie und @' den inelastischen Anteil. ®°
hingt von der Spannung und der Schidigungsvariablen ab. Mit Gleichung (10) sowie (15) und nach
einem Standard-Verfahren von Coleman und Noll (1963) erhilt man die (hyper)elastische Beziehung

1 0%
e e 23
h —2lnB 5 (23)

und die Dissipations-Ungleichung

m: D poa—q) . akos >0, (24)
da

wobei ¥ = p,$° das komplementire hyperelastische Potential bezeichnet und py Dichte des Materials in
der Referenzkonfiguration.

Aus der hyperelastischen Form (23) des elastischen Stoffgesetzes kann man im Allgemeinen nur den (lin-
ken) Strecktensor V¢ bestimmen und demzufolge den Deformationsgradienten nicht eindeutig festlegen.
Nach Lemma A in Xiao u.a. (2000) lisst sich der Deformationsgradient F™(¢) eindeutig bestimmen,
falls V™ (t), die Verzerrungsgeschwindigkeit D™ (¢) und der Anfangswert F™(0) von F vorgegeben sind.
Hier soll deshalb zur eindeutigen Festlegung von F° zusitzlich zu (23) die konstitutive Beziehung fiir
die Verzerrungsgeschwindigkeit D® (Ratenform des elastischen Stoffgesetzes) angegeben werden. Auf den
elastisch-inelastischen Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit kommen wir dann in Abschnitt 5.5 zuriick.

Wenn wir den Zusammenhang (12) zwischen der Log-Rate und der Green-Naghdi-Rate verwenden, kann
das elastische Stoffgesetz (23) in der Form

D® = (9 zo/an)R + (0 £/07)QR — QR ¥ /0m) (25)

angegeben werden. In einem Bezugssystem, das sich mit dem Polar-Spin dreht, bleiben die Materialsym-
metrien aufgrund der Deformation unverindert. Folglich kann von der Kettenregel in der Form

o

@x/ont =D: a8 1 [025/(0n od)] :d* (D = 62 5/(dn o)) (26)
Gebrauch gemacht werden und fiir die elastische Verzerrungsgeschwindigkeit folgt die Beziehung

D¢ = D® 1 ped (27)
mit

DY =D: 7%+ (D: m)QF QD7) D =[5 5/(9r 4d)] : d*. (28)
Der Anteil D% der Verzerrungsgeschwindigkeit ist dabei rein elastisch, und der Anteil D% ist schidi-

gungsinduziert. Folglich unterscheidet sich die Beziehung (27) von der Gleichung (35) in Xiao u.a. (2000)
nur durch das zweite Glied auf der rechten Seite, das hier als Folge der Schidigung auftritt.
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5.4 Gibbssches Potential und Dissipationspotential

Nach dem Prinzip der materiellen Objektivitit bleibt das komplementére hyperelastische Potential X
bei einer Beobachtertransformation unversindert. Der Spannungstensor 7 und der Schiadigungstensor d
sind objektive Eulersche Tensoren. . muss deshalb fiir jeden beliebigen orthogonalen Drehtensor Q der
Invarianzbedingung

S(m,d) = S(Q 7, Qxd) (29)

geniigen. Das hyperelastische Potential T ist also eine isotrope Tensorfunktion von 7 und d und ist nach
dem Darstellungssatz fiir isotrope Tensorfunktionen eine Funktion der 10 Grundinvarianten (Gleichung
(11.22) in Truesdell und Noll, 1965). Daraus lésst sich unter Beriicksichtigung nur linearer Terme in d
die N#herungsfunktion

2% = (tr(m))* + 2ma tr(w?) + 2mg tr(w) tr(mwd) + 414 tr(mw2d) (30)

fiir ¥ konstruieren. Hier bezeichnen n; — n4 Ansatzfreiwerte, die im Allgemeinen Funktion der Grundin-
varianten von 7 und d sind. Daraus folgt fiir den Nachgiebigkeitstensor die Beziehung

Dijer = M10i0k + M2(6ik 61 + 6udjk) + 13 (8iydir + Opidsj) + na(Gardji + Sudjp + drdi + djdix).  (31)

Es wird hier angenommen, dass das ungeschidigte Material isotrop und mikrodefektfrei ist. Die additive
Aufspaltung des Nachgiebigkeitstensors

D =D° + D, (32)

D’ =ml®1+2mpl Dy =ns(0idi + dudij) +na(Odi + dudse + Sjedi + Sudix) (33)

in einen ungeschidigten oder isotropen Anteil D° und einen schadigungsinduzierten Anteil DY ist durch
mikromechanische Modelle z. B. von Budiansky und O’Connel (1976) oder Horii und Nemat-Nasser (1983)
motiviert. Hier bezeichnet I den symmetrischen Einheitstensor vierter Stufe. Der Anteil D° des Nachgie-
bigkeitstensors ist die Inverse des Elastizititstensors

C’'=N1®1+24°1 (34)

des ungeschidigten Materials. \° und p° bezeichnen die Laméschen Konstanten des ungeschédigten Ma-
terials. Zwischen A° und p® und 7; und 7, bestehen deshalb die folgenden Zusammenhiinge

... e W (35)
2 10(3 00 + 2 u0)’ 410 dn,’ N2 (1 4+ 6m1)

Die zwei verbleibenden Materialparameter 73 und 74 miissen aus Experimenten bestimmt werden. Be-

achtet man dabei die Tatsache, dass die Schidigung die Steifigkeit einer Struktur verringert (d.h. die

Nachgiebigkeit vergrdssert), kann davon ausgegangen werden, dass 73 und 74 positive Konstanten sein

miissen

Die Ungleichungen in (36) ergeben sich auch aus der Uberlegung, dass fiir eine vorgegebene Spannung
7 das komplementére hyperelastische Potential eines geschidigten Materials grofler als das eines un-
geschidigten ist. Die Ungleichungen (36) sind thermodynamisch konsistent und Folgerungen aus dem 2.
Hauptsatz der Thermodynamik.
Mit Gleichung (30) folgt aus (23) die hyperelastische Beziehung

h®*=D:m, w=C:h" (37)
Fiir isotropes Material und isotrope Schidigung entspricht die Spannung 7w dem Kirchhoffschen Span-

nungstensor T und ist deswegen mit h® koaxial. In diesem Fall l#sst sich das elastische Stoffgesetz in der
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Form

n
2
m=2r(InV®)1+2ulnV® = Z {(k - g,u) InJ®+ plnxs| BE (38)

o=1

angeben, wobei k = A\+2/3 hier den Kompressionsmodul des geschidigten Materials bezeichnet. x5 sind
die Eigenwerte von B® und B¢ die entsprechenden orthonormalen Eigenprojektionen. Die Gleichung (38)
ohne Schidigung (k — k°,- ) geht auf Hencky zuriick. Sie ist zur Beschreibung von grofien (moderaten
elastischen) Forménderungen unter Anderem von Anand (1986), Bathe (1996) und Schieck und Stumpf
(1995) verwendet worden.

Im Allgemeinen hiingt der inelastische Anteil &' des Gibbsschen Potentials ® von der Schidigungsvariable
und den Verfestigungsvariablen ab. Nach Lehmann (1989) wird der Einfachheit halber davon ausgegangen,
dass @' nicht explizit von der Schidigungsvariable abhéingt. Fiir ' wird deshalb das folgende Potential
verwendet

. 1
—p()q)l = I‘[kiu§a o+ K(K,), (39)

wobei Hy, den kinematischen Verfestigungsmodul bezeichnet. Man beachte, dass a und x Funktionen der
Schadigungsvariable sind. Eine implizite Abhéngigkeit des inelastischen Anteils des Gibbsschen Potentials
von der Schiidigungsvariable ist demnach gegeben. Aus (39) und (30) erhalten wir die arbeitskonjugierten
Groflen zu den Zustandsvariablen als

Y = natr(m)m + 2muw?, X = —Hpna, K' = po0K(k)/0k. (40)

Der elastische Bereich E, wird vom inelastischen Bereich im Spannungsraum durch eine konvexe Fléche,
die Fliefliche F' = 0, getrennt. Der elastische Bereich wird also definiert als

E, = {(w,a): F(x,a) <0}, (41)

wobei a die internen Zustandsvariablen bezeichnet. Die Flieifliche stellt im Spannungsraum eine Hy-
perfliche mit Ursprung bei X dar. Mit der Interpretation des Schidigungsparameters als eines sich
entwickelnden Strukturtensors und durch eine analoge Vorgehensweise wie zur Herleitung des Nach-
giebigkeitstensors erhélt man die folgende anisotrope Fliefbedingung

F =g —m-m— K'(k), (42)
Teg=Flla=VE:A:w, A=nm-X, m=(bo+bls)?, Is=det(d), (43)
A=A%+AY (44)
A =11 ®1 + 20, (45)

A?jk‘l = a35,-jdkl + a45kldij ~+ a5(5ikdﬂ, s 5ildjk ~+ (5jkdil - (Sﬂdik) + ag (dijdkl)
+(a76ijdil + agdfj&kl) + ag (5jkd?l + 6ikd_?l < 6jld?k e 5zld$k) (46)
Hierin sind a; bis ag sowie by und b; Ansatzfreiwerte, die im Allgemeinen Funktionen der Invarianten
von 7 und d sind. 7y ist die AnfangsflieBspannung, eine Materialkonstante. Diese Aufspaltung des Ani-

sotropietensors entspricht prinzipiell der Zerlegung des Nachgiebigkeitstensors und ist dadurch motiviert
worden. Fiir die Fliebedingung des anfanglich isotropen Materials gilt

ij 7f6> (47)
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mit 7' als Deviator von 7r. Damit ergeben sich die Materialkonstanten fiir den isotropen Anteil A’ von
A als ’

ay=-0,5, a»=0,75 (48)
und damit
3 1
A="(1-2Z11). - 49
5A-31®1) (49)

Der isotrope Anteil A° von A ist — bis auf den Vorfaktor % — der deviatorische Projektionstensor vierter
Stufe. Er projiziert den symmetrischen Spannungstensor 7 auf %ﬂ'/.

Zur Bestimmung der verbleibenden Parameter greifen wir auf ein bestehendes Schadigungsmodell zurtick.
Von Gurson (1977) wurde eine Fliebedingung fiir isotrope Schidigung entwickelt. Diese auf mikromecha-
nischer Basis entwickelte FlieBbedingung ist z. B. erfolgreich zur Modellierung von Lokalisierung, Scher-
bandbildung und Makrorisshildung in metallischen Werkstoffen eingesetzt worden (siehe Needleman und
Tvergaard (1984), Tvergaard (1982)). Deswegen wird zur Bestimmung der verbleibenden Materialkon-
stanten ag — ag eine Ubereinstimmung der hier hergeleiteten Fliefilbedingung mit der Fliebedingung von
Gurson (1977)

Fe = 5”1’1”21‘ + 2q1 f ) cosh [%—:ﬁ} -y [L+(as)?], @ =15 ¢@=10 g¢=15 (50
0

bei isotroper Schidigung verlangt. f ist hier der Porenvolumenanteil. Fiir die Beschreibung grofier Form-
snderungen ist hier eine weitere Modifikation vorgenommen worden, indem die Cauchysche Spannung o
durch die Kirchhoffsche Spannung 7 ersetzt wurde. Fiir isotrope Schidigung ergibt sich keine Anderung
der Materialsymmetrien, und der Schidigungstensor ist ein Kugeltensor, sieche Gleichung (20). Als eine
weitere Annahme wird fiir isotrope Schidigung d als Porenvolumenanteil f interpretiert:

f=d (51)

Man erhilt, wenn man in (50) das Hyperbelkosinusglied durch seine Potenzreihenentwicklung ersetzt
(Voyiadjis und Kattan, 1992), die Ndherung

. h 5 5
Fo = Fy +2q1f7r§ |:1+8—71;§':| —Féqéfz. (52)
0

Mit Gleichung (20) ergibt sich die Vereinfachung

3
F==nln

5 i Tij +d [(2as + 2daq)(tr(m))* + 4astr(n?)] + d* [ag + 4 ag] tr(m?) — ma(bo + b1 d®)  (53)

fir die Fliefunktion (42). Fiir ein isotrop vorgeschiidigtes Material, das einer eindimensionalen Belastung
unterliegt, folgt aus der Flieibedingung (50) die Bezichung

FG:w2+2q1g[1+g—Z}—Trg(1+q‘ff‘l):o (54)
bzw.
7 =w (f) 72, wi(f)=[l-2qf+qf)1+1/4q " (55)

Fir die weiteren Betrachtungen wird ag gleich Null gesetzt. Fiir den gleichen Fall folgt aus (42) die
Beziehung

F=7>+ (2as+4as) fr* + (2ar + dag) f>r> — w3 (bo + b1 d*) = 0, (56)
die auch nach dem Quadrat der Spannung umgeformt werden kann:

w2 :’U)g(f)ﬂ'g, ’wg(f) :[bo+b1f3][1—|—(2a3—|—4a5)f+(2a7+4a9) fQ]_l. (57)
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Bild 2: Wichtungsfunktionen wy und wo

Damit beide Fliefunktionen die gleiche Flielspannung aufweisen, miissen die Konstanten in der Wich-
tungsfunktion ws so bestimmt werden, dass w; mit we {ibereinstimmt. Fiir den folgenden Satz von
Materialkonstanten

as = —0,50; a5 =1,08; ay;=-2,25; ag=3,51; by=1,00; b =-8,00 (58)

stimmt die Funktion ws mit der Funktion w; gut iiberein (siche Bild 2). Die Materialkonstanten by und by
sind so gewéhlt, dass die Funktion ws(d) fiir isotrope Schidigung und fiir einen Porenvolumenanteil von
d = 0, 5 verschwindet. In Bild 3 sind fiir den Sonderfall des ebenen Spannungszustands die Fliebedingung
F¢ von Gurson (1977) — durchgezogene Linie — und die hier hergeleitete Fliebedingung F' — gebrochene
Linie — fiir einen Porenvolumenanteil von f = 0,10 und f = 0,15 dargestellt. Die Bilder zeigen eine
zufriedenstellende Ubereinstimmung. In den Bildern wird zusitzlich die FlieBfliche des ungeschidigten
Materials zum Vergleich dargestellt. Es ist klar erkennbar, dass sich bei isotroper Schidigung die Form
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Bild 3: Fz und F bei einem Porenvolumenanteil von f = 0,10 (links) und f = 0, 15 (rechts)

der Flieifliche nicht #ndert. Flieflen tritt zwar in allen Richtungen frither auf, was einer Schwichung
des Materials entspricht, die Hauptachsen der Ellipse werden durch die Schidigung aber nicht verdndert
und die Symmetrie der Flielkurve beziiglich der Gerade m; = m bleibt erhalten. Der Fall, dass nur die
Komponente di; des Schidigungstensors von Null verschieden ist, ist in Bild 4 dargestellt. Man sieht,
dass sich die Hauptachsen der Fliefiellipse aufgrund der anisotropen Schidigung &ndern und dass durch
die Materialschwichung FlieBen in m;-Richtung frither auftritt als in my-Richtung. Die Fliekurve hat
auch ihre Symmetrie beziiglich der Geraden m; = m verloren.
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Bild 4: F fiir dy; = 0,10 (links) und di; = 0, 15 (rechts). Alle anderen Komponenten sind Null.

5.5 Evolutionsgleichungen

Fiir die Entwicklung der inelastischen Verzerrungen und der Verfestigungsvariablen werden Evolutions-
gleichungen vom Typ der assoziierten Plastizitdt verwendet

: oF A:w
D = — =\ —
on |7l

y k= ||DEiHA_1 = )‘7 XLog = Hkin Dei- (59)

>

Der Parameter A wird aus der Konsistenzbedingung #' = 0 bestimmt und erfiillt die Be- und Entlastungs-
bedingung

A>0, F<0, \F=0. (60)

Gleichung (59), stellt die durch A" induzierte Norm von D dar. Im schiidigungsfreien Fall entspricht
diese Norm der Rate der plastischen Vergleichsdehnung. Aus der additiven Aufspaltung des Anisotropie-
tensors A ergibt sich mit der Fliefregel (59); eine additive Aufspaltung von D® in einen isotropen rein
elastisch-plastischen Anteil D®? und einen schidigungsinduzierten Anteil D°Y:

AY: 7
Il

A7

——, D=\
171l

DY =D® + D D% =) (61)

Der Anteil D* stellt den Gestaltanderungsanteil von D® dar und D®® den Volumensnderungsanteil von
D®. Wegen

(1:A%u =0 (62)

ist die Spur des isotropen Anteils D? gleich Null, d.h. dieser Anteil ist isochor. Im Allgemeinen ver-
schwindet die Spur der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeit aber nur, wenn der Schadigungstensor
Null ist und keine Schidigungsentwicklung vorliegt. Demnach ist inelastisches Materialverhalten immer
mit einer Volumen#nderung verbunden, und die Inkompressibilitit der klassischen Plastizitétstheorie liegt
nur dann vor, wenn weder Schidigung noch Schidigungsentwicklung auftreten.

Experimentelle Untersuchungen von z. B. Cordebois und Sidoroff (1979) und Feldmiiller (1991) haben
gezeigt, dass Schidigung bei metallischen Werkstoffen erst bei (grofien) plastischen Forminderungen

auftreten. Fiir duktile Schidigung kann deshalb fiir die Evolutionsgleichung der Schadigungsvariablen
von der folgenden tensoriellen Funktion ausgegangen werden

dleg — A d(Y;m,a, ). (63)
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Feldmiiller (1991) schliigt zur Modellierung von isotroper Schidigung die Beziehung

d=n|D" i (64)

als Ansatz fiir die Entwicklungsgleichung einer skalarwertigen Schidigungsvariablen d vor. 7 ist dabei
eine von der Schadigung und von der Temperatur abhingige Materialfunktion. In Tvergaard (1982) und
Needleman und Tvergaard (1984) wird die Evolutionsgleichung f fiir die skalarwertige Schidigungsva-
riable in zwei Anteile aufgeteilt: einen Entstehungs- und einen Wachstumsanteil. Der Wachstumsanteil
fgrowth von f ergibt sich aus der Inkompressibilitit des Matrixmaterials und ist direkt pr oportional zur
Spur von D¢

fgrovxth = (1 = )tr(Del) (65)

Die Verbindung von Schidigung mit plastischer Forménderung in diesen Ansétzen ist offensichtlich. Der
Ansatz (63) kann deshalb als eine Verallgemeinerung dieser isotropen Modelle verstanden werden.

Der Schidigungstensor muss positiv semi-definit sein, da eine Heilung des Materials ausgeschlossen wird.
Die Evolutionsfunktion fiir die Schidigungsvariable muss demzufolge auch positiv semi-definit sein. Hier
wird angenommen, dass die Entwicklung der Schidigungsvariablen tensoriell von Y™, 7 und d abhéngt.
Der Einfachheit halber wird der Ansatz auf die folgende lineare Form beschrankt

dbes = A[Bi1 + B2 Y], (66)

wobei 8; und B, Ansatzfreiwerte bezeichnen. Y7 ist die positive Projektion von Y. Damit der Schédi-
gungstensor positiv semi-definit bleibt, muss

120, f220 (67)

gelten. Die konkreten Formen dieser Materialfunktionen sind (auch) aus Experimenten zu bestimmen.
Man beachte, dass man mit

ei
Ba=0, A1 =n|D |k (68)
das Modell von Feldmiiller (1991) erhilt und mit
B2 =0, ABy = fgrowth (69)

das Modell von Gurson (1977). Mit zunehmender Deformation wird die Schadigung anisotrop, und man
kann Evolutionsgleichungen in der Form (68) oder (69) nur fiir die Anfangsphase der Deformation ver-
wenden.

Mit Hilfe von Gleichung (13) ergeben sich aus den Evolutionsgleichungen fiir x, X, d und h &dquivalente
Integralformen. Die Integralform fiir D z. B. lautet

h =h° +h°, (70)

mit

t t
h® = (RL"g)T*/RLOg*[De] ds, b= RM5T « /R“’g* [A I‘I%Hﬂ} ds. (71)
. . A
0

Der raumliche Henckysche Dehnungstensor h setzt sich demnach aus einem elastischen Anteil h® und
einem elastisch-inelastischen Anteil h® zusammen. Man beachte, dass das Integral der Verzerrungsge-
schwindigkeit iiber die Zeit nur in speziellen Fillen wie z. B. Deformationen, bei denen die Hauptver-
zerrungsachsen sich mit der Zeit nicht #ndern, ein Verzerrungsmaf} ergibt. Es ist eine Eigenschaft der
Log-Rate bzw. Log-Rotation, dass die mitrotierende Zeitintegration der Verzerrungsgeschwindigkeit ge-
nau den rdumlichen Hencky Dehnungstensor ergibt.
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e HYPERELASTISCHE FORM

e RATENFORM

ELASTISCHER BEREICH

FLIESSREGEL

EVOLUTIONSGLEICHUNGEN

ELASTISCHE SPANNUNGS-DEHNUNGS-BEZIEHUNG

h® = (0 %)/(0 )

o

D° = (0 x/0m) k0

E, u={(m;a): F <0}
F = lxllg — 0 m— K'(k)

g o g0 e g BT
om 17l g

= Dl = A

o .
XLOg = Hkin D®

dbos =\ [B11+ Y]
KONSISTENZBEDINGUNG A =0

KUHN-TUCKER-BEDINGUNG

A>0, F<0, AF=0

Tabelle 1: Finites anisotropes Schidigungsmodell

E_ 70,000 m 0,243
v 0,200 Hi, 0,200
B 0,100 B 0,00

Bild 5: Geometrie, Randbedingungen, Diskretierung und Materialparameter

Mit obigen Evolutionsgleichungen erhalten wir aus der Dissipations-Ungleichung (24) die Einschrankun-
gen (36) fir die Materialkonstanten 13 und 74 und die Bedingung

0<m<1

(72)

fiir die Funktion m. Das Modell ist in Tabelle 1 zusammengefasst.

6 Beispiel

Die numerische Umsetzung des Materialmodells ist in Bruhns und Bongmba (2001) gezeigt worden. Aus-
gangspunkt ist die Ratenform des Prinzips der virtuellen Arbeit, die die Lie-Ableitung des Kirchhoffschen
Spannungstensors beinhaltet. Der benétigte Zusammenhang zwischen der Lie-Ableitung des Kirchhoff-
schen Spannungstensors und der verwendeten logarithmischen Rate ist dort hergeleitet worden. Damit
sind fir isotropes Verhalten die Materialmoduli, die zur Berechnung des materiellen Anteils der Steifig-
keitsmatrix bendtigt werden, in geschlossener Form angegeben worden. Um die konstitutiven Gleichungen
zu integrieren, wurde die operator-split Methode und als return-mapping-Verfahren der cutting-plane
Algorithmus verwendet. Mit Lemma A aus Xiao u.a. (2000) erfolgt die Integration des Stoffgesetzes
kinematisch konsistent.

Als numerisches Beispiel wird hier der Kragbalken in Bild 5 betrachtet. Der Balken hat eine Lénge von
20 eine Hohe von 6 und eine Dicke von 1. Der Balken ist am linken Ende eingespannt, und wird belastet,
indem am rechten Ende die vertikale Verschiebung zyklisch vorgeschrieben wird. Das verwendete Netz aus
18 x 6 Elementen und die Materialparameter sind im Bild 5 angegeben. Hier wird lineare Verfestigung
angenommen. Fiir die Verfestigungsfunktion gilt demnach K'(x) =
Verfestigungsmodul bezeichnet.

isok, wobei Hig, den isotropen

Die Kraft-Verschiebungs-Kurve fiir den rechten, oberen Knoten ist in Bild 6 dargestellt. Die durchge-
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Bild 6: Kraft F' iiber der Verschiebung w (— ohne Schidigung, - - - mit Schidigung)

zogene Linie steht fiir die Berechnung ohne Schidigung und die gebrochene Linie fiir die Berechnung
mit Schidigung. Die Entfestigung des Materials aufgrund der Schidigung tibertragt sich auf das Struk-
turverhalten und ist hier deutlich zu erkennen. Mit dem Materialmodell von Simo (1992) wurde dieses
Problem von Auricchio und Taylor (1999) ebenfalls behandelt. Die Kurve fiir die elastoplastische Be-
rechnung ohne Schidigung stimmt qualitativ mit der Kurve aus Auricchio und Taylor (1999) iiberein.
Um die Belastungsamplitude von 6 zu erreichen, wurden insgesamt 250 gleiche Zeitschritte verwendet.
Durchschnittlich wurden 6 Iterationen pro Zeitschritt bendtigt. Das Konvergenzverhalten fiir einen cha-
rakteristischen Zeitschritt ist in Tabelle 2 angegeben.

Iteration Residual Norm Energy Norm
1 1.6120140E+00 5.6005142E-02
2 2.1857094E-02 5.2952016E-05
3 8.7267394E-03 3.4027211E-06
4 2.2693239E-03 1.1048662E-07
5 1.0694405E-04 2.3411271E-10
6 5.3240565E-07 3.0073779E-15
7 5.6003696E-12 1.4655195E-24

Tabelle 2: Konvergenzverhalten
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