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Zum Sommerfeldeffekt
beim selbsttitigen Auswuchten in einer Ebene

B. Ryzhik, T. Amer, H. Duckstein, L. Sperling

Bei der Methode des selbsttitigen Auswuchtens des starren Rotors in einer Ebene mittels zweier Kugeln oder
Rollen allgemeinerer Gestalt, die sich in einem viskosen Medium unter bestimmten Bedingungen infolge der
durch die Zentrifugalkrdfte erregten Schwingungen kompensatorisch positionieren, kann infolge Ddmpfung der
Rotorschwingungen der bereits vom einfachen unwuchtigen Rotor und von der Selbstsynchronisation von
Unwuchtvibratoren her bekannte Sommerfeldeffekt auftreten. Dabei laufen die Rollen unter Umstinden nicht mit
der Rotordrehzahl, sondern mit der der Eigenkreisfrequenz der Rotorschwingungen entsprechenden Drehzahl
um. Bei hinreichender Erhéhung der Rotordrehzahl erfolgt dann eine sprungartige Beschleunigung der Rollen
bis zur Rotordrehzahl. Dieser Effekt wird analytisch und mittels Computer-Simulation untersucht. Es wird eine
Abschdtzung fiir die Grenzwinkelgeschwindigkeit des Rotors gegeben, oberhalb deren die Rollen synchron mit
dem Rotor umlaufen.

1 Einleitung

Zur Untersuchung des Sommerfeldeffektes beim selbsttatigen Auswuchten eines starren, statisch unwuchtigen
Rotors in einer Ebene mittels zweier rollenformiger Kompensationselemente, die sich in einem mit einem
viskosen Medium gefiillten, kreiszylindrischen Hohlraum frei positionieren konnen, wird das Modell der
Arbeiten Sperling u.a. (1998) und Sperling u.a. (2001) unter Beschrankung auf isotrope Lager zugrunde gelegt.
Die Arbeit Duckstein u.a. (1999) enthdlt fiir dieses' Modell Simulationsergebnisse, fiir die die
Kompensationselemente beim Anlaufvorgang als Folge des sogenannten Sommerfeldeffektes in der
Resonanzdrehzahl ,hangenbleiben™ und der weiter ansteigenden Rotordrehzahl nicht mehr folgen, so daBl der
angestrebte Effekt des selbsttdtigen Auswuchtens nicht eintreten kann. Geeignete Methoden zur Untersuchung
solcher Erscheinungen, speziell auch die Methode der direkten Teilung der Bewegung, wurden iiber mehrere
Jahrzehnte besonders von I. 1. Blekhman und seiner Schule entwickelt und aufbereitet und zuletzt in Blekhman
(2000) ausfiihrlich dargelegt. Mittels der Methode der direkten Teilung der Bewegung wurde z. B. in Sperling
u.a. (2002) das allgemeinere System des statisch und dynamisch unwuchtigen starren Rotors mit zwei
entsprechenden Auswuchtebenen zum selbsttdtigen Auswuchten analysiert. In dieser Arbeit publizierte
Computer-Simulationen weisen auch fiir dieses System das Auftreten von Erscheinungen im Sinne des
Sommerfeldeffektes nach.

In der vorliegenden Arbeit werden zundchst das zu untersuchende Modell nochmals erldutert und die
Bewegungsgleichungen angegeben. Es folgt eine systematische Studie zum Sommerfeldeffekt mittels einer
Kombination aus analytischen Untersuchungen und Computer-Simulationen. Dabei wird aus methodischen
Griinden zundchst der bekannte Fall des unwuchtigen Rotors ohne Kompensationselemente betrachtet. Die
weiteren Abschnitte enthalten schrittweise allgemeinere Untersuchungen zum unwuchtfreien Rotor mit einer
Rolle, zum unwuchtfreien Rotor mit zwei Rollen und zum unwuchtigen Rotor mit zwei Rollen. Besonderes
Augenmerk wird auf die praktisch wichtige Abschitzung der Grenzwinkelgeschwindigkeit des Rotors gerichtet,
oberhalb deren das Verbleiben der Kompensationselemente in der kritischen Drehzahl nicht mehr moglich ist,
sondern eine Synchronisation mit der Rotordrehzahl eintritt.

2 Modell und Bewegungsgleichungen

Wie in Sperling u.a. (2001) wird ein symmetrischer Grundrotor mit der Masse m und dem auf die Achse durch
den Mittelpunkt senkrecht zur Zeichenebene bezogenen Massentrdgheitsmoment J betrachtet, dessen Unwucht
durch den zusétzlichen, starr mit ihm verbundenen Massenpunkt der Masse m, représentiert wird. Die Bewegung
wird wieder als eben vorausgesetzt. Demzufolge hat der Rotor drei Freiheitsgrade, fiir die die Koordinaten ¢,
der Rotation um die Bezugsachse von J sowie x und y der ebenen Translation eingefiihrt werden.

297



o

Bild 1. Modell des selbsttédtigen Auswuchtens Bild 2. Darstellung eines Kompensationselementes
in einer Ebene

Fiur das selbsttitige Auswuchten sind zwei gleiche Rollen vorgesehen, die sich in einem durch eine
Kreiszylinderfliche nach auBen abgeschlossenen Hohlraum in einem viskosen Medium so bewegen sollen, daf3
sie an dieser Flache ohne zu gleiten abrollen. Fiir die i-te Kompensationsrolle (i=1,2) beschreibe die Koordinate

@, die Bewegung des Rollenmittelpunktes auf seiner Kreisbahn. Als Hilfskoordinate wird nach Bild 2 der
Absolutwinkel 9, der Rotation der Rolle im gleichen Richtungssinn wie ¢ und @;, i=1,2, eingefiihrt.

Die Wirkung der viskosen Fliissigkeit auf die i-te Rolle wird wie in Sharp (1975) ndherungsweise durch das
Moment

i =-d (8 -,) ()
erfafit.

Fiir die auf die Achsen durch die Mittelpunkte bezogenen Massentragheitsmomente der Auswuchtrollen gelte

JS/ :ll’llmfrlz' (2)

Es werden die folgenden neuen Bezeichnungen eingefiihrt:

)
2 2
M:m+2m,, J00:J+m0602+2u,miR2,
i = @)
Joi = mim; Re;, Ji= (1+,u, )nzie,z.

Wirken auf den Primérrotor unter Voraussetzung der Isotropie der Lager auBerdem noch Federkrifte -kx und -k,

Dampfungskrifte —cx und —cy, ein duBeres Dampfungsmoment — Eo(po sowie ein in der Umgebung der statio-
nédren Drehzahl linearisiertes Antriebsmoment

L((bo): Lo - Eo(bo > Q)
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so ergeben sich unter Vernachldssigung eventueller Gewichtskrifte mit der weiteren Abkiirzung

_ 2
ﬂozﬁo +ﬂ0+2ﬁi (6)

i=1

die folgenden Bewegungsgleichungen des Systems (siehe auch Sperling u.a. (2001)):

2
Mx+cx+kx = Zm,gi(gb,z cos @; + ¢; sin (o,),
i=0

My+cy+ky=im,g,(¢w,2 sing, — ¢, COS(p,), @
i=0

2 2
Joo%o _Z‘]Oigbl + Bodo _Zﬂi¢i — my&q(¥sin gy — j cos gy ) = Ly,
i=1 i=1

= JoiPo +J:®; = By + Bip; —m].g,(jc'sin ®; _3}005@): 0, i=12.

3 Untersuchung des Sommerfeldeffektes
3.1 Rotor mit Unwucht ohne Kompensationsrollen

Sind keine Kompensationsrollen vorhanden, so gilt in den ersten beiden Gleichungen (7) m; =m, =0, die
letzten beiden Gleichungen entfallen, und die dritte Gleichung wird zu

JooPo + BoPo + By = B (®)
mit dem von den Schwingungen auf den Rotor zuriickwirkenden Moment

By = —mqgéey(isin gy — jcos @, ) )
und der Nennwinkelgeschwindigkeit
_Lo

By

Dieses Gleichungssystem ist ein Spezialfall der Gleichungen fiir die Bewegung eines anisotropen Schwingers
mit zwei translatorischen Freiheitsgraden, das einen angetriebenen Unwuchtrotor trigt, dessen Achse senkrecht
zur Ebene der Schwingungen angeordnet ist. Diese Gleichungen wurden z. B. von Sperling u.a. (1998) zur
Untersuchung des Sommerfeldeffektes mittels der Naherungs-Methode der direkten Teilung der Bewegung
analytisch gelost. Es wurde der orthotrope Fall unterschiedlicher Federsteifigkeiten in den beiden Schwingungs-
richtungen behandelt. Mittels einer Zeitmittelung des Momentes B, iiber eine Umdrehung wurde dabei im Sinne

der genannten Losungs-Methode das sog. Vibrationsmoment V, bestimmt, das fiir den Sommerfeldeffekt
verantwortlich ist.

Q (10)

Im Unterschied zu dieser Untersuchung wird hier Isotropie der Lagerung vorausgesetzt, wodurch sich die
analytische Untersuchung vereinfacht.

Als Vorbereitung fiir die in den folgenden Abschnitten zu behandelnden komplexeren Fille sollen in diesem

Abschnitt die bekannten GesetzmidBigkeiten flir den unwuchtbehafteten Rotor ohne Kompensationsrollen
ausfiihrlich erortert werden.

Wir suchen eine stationidre Lsung mit
Q = const., @y = gt , Wy = const. (11)

Damit wird aus den rechten Seiten der ersten beiden Gleichungen (7) in der vorliegenden speziellen Version eine
harmonische Zwangserregung. Als stationire Losung erhalten wir

x =4, cos(a)ot ~y)s y=A4, sin(a)ot ”'//0) (12)
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mit
2
_ myEq@g
0 2
2 2 2 2 2
\/M (a)km -, ) +c o,

! k
mit der Eigenkreisfrequenz w,,, = rrl

cwy

2 2
M (a)krit — W )

A (13)

v, = arctan

Nach (9) mit (11) und (12) ergibt sich das von den Schwingungen auf die Rotorachse zurtickwirkende Moment
By = mygqwy” Ay sin . (14)

das hier infolge der vorausgesetzten Isotropie konstant und so, da sich eine Mittelung eriibrigt, mit dem
Vibrationsmoment V7 identisch ist.

Nach Einsetzen der Ausdriicke (13) erhalten wir fiir das Vibrationsmoment die Beziehung;:

Voo m02£02ca)05 (15)
LA 2 2)2 2 2
M (a)k,.,, -, +c Wy
und aus der Gleichung (8) folgt die Gleichung 5. Grades zur Bestimmung von ay
mozeozcwo5
Bowg +Vy = Bowy + 2 = B2 (16)

) 2 2 ¥ 2 2
M (co,m-, -, ) +c w,

Die Gleichung (16) kann invers als lineare Bestimmungsgleichung fiir 2 bei gegebenem a, aufgefafit und so
leicht graphisch dargestellt werden.

Fiir die in Tabelle 1 aufgefiihrten Parameterwerte zeigt Bild 3 die Funktion ay = an(£2). In einem gewissen
tiberkritischen Wertebereich von Q existieren 3 Losungen fiir @, ; unterhalb und oberhalb dieses Bereiches

existiert jeweils nur 1 Losung. Von den 3 Losungen entspricht die 2. Losung einer instabilen Bewegung. Wird
Ly und damit £ bei im tibrigen konstanten Parametern langsam, d. h. quasistatisch, erh6ht, so erfolgt bei dem

resonanznahen, grofiten 2 -Wert, fur den 3 Losungen existieren, ein sprunghafter Anstieg von der kleinsten zur
groBten Losung fir @, . Dieser Grenzwert soll als £, bezeichnet werden.

Zur ngherungsweisen Bestimmung von £, setzen wir in (16) wegen der Resonanzniahe w, = @, . und es folgt:

~ . 2
Qg = Oy {1 + (’“06;%)} . (17)
0

Durch eine VergroBerung sowohl der Viskositit S, des Mediums als auch der Ddmpfungskonstante ¢ der Lage-

rung 146t sich also eine Verringerung von (2, und damit eine Entscharfung des Sommerfeldeffektes erreichen.
Fiir die oben angegebenen Parameterwerte ergibt sich die Grenzwinkelgeschwindigkeit £2,, = 383.5 st
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Bild 3. Stationdre Winkelgeschwindigkeit e, Bild 4. Zeitlicher Verlauf von Nenp- und
des Rotors in Abhéngigkeit von der Rotorwinkelgeschwindigkeit

Nennwinkelgeschwindigkeit £2

Fiir wy >> wy,, und Q >> w,,, folgt dagegen ndherungsweise aus (16):

2
B2 sgl) Pk (18)
0 2 2
my~ 9, M
1+ 5
M

. . &y C
mit dem ,Dampfungsverhéltnis 9, = 0

. Fiir die gegebenen Parameterwerte gilt hier 9, =12.675. Der
=0

niherungsweise lineare Charakter der Funktion w, = w, (Q) ist in Bild 3 gut zu erkennen. Wegen 07 <<1
M-

folgt aus Beziehung (18) bei einem Dampfungsverhiltnis in der Gréfenordnung 1 ndherungsweise auch
Wy ~ Q. (19)
Verringert man die Nennwinkelgeschwindigkeit €, beginnend mit einem Wert Q> Q,,, quasistatisch, so

erfolgt bei dem £ -Wert, der den Bereich, in dem fiir @, drei Lsungen existieren, nach unten begrenzt,
ebenfalls ein Sprung zur kleinsten Losung.

Unter Nutzung der Programmiersprache Advanced Continuous Simulation Language (ACSL) wurden fiir die in
Tabelle 1 angegebenen Parameterwerte Computer-Simulationen fiir transiente und stationire Bewegungen
durchgefiihrt. Entsprechend Bild 4 wurde die Nennwinkelgeschwindigkeit 2 (bei konstantem Wert £,
niherungsweise mittels der statischen Motorkennlinie) zunichst gemdfl einer Sinoide von Null bis zu einem
oberhalb (2, liegenden Maximalwert vergroBert (Anlaufvorgang), sodann iiber eine bestimmte Zeitspanne
konstant gehalten und schlieBlich wieder bis zum Stillstand verringert (Bremsvorgang). Der aus der Losung des
vollstindigen Gleichungssystems entsprechend (8) resultierende Graph der Funktion ¢, (t) zeigt in der ersten

Phase sehr gut den Sommerfeldeffekt, gekennzeichnet durch ein lingeres Verweilen in Resonanznihe. Es folgen
ein kurzzeitiger starker Anstieg und nach einer stationdren Phase der Bremsvorgang, wobei die sprunghafte
Verringerung nach Unterschreiten der Resonanzdrehzahl nur schwach ausgepragt ist.

Bild 5 zeigt die resultierende Schwingungsamplitude in Abhingigkeit von der Zeit. Wihrend sich die
Resonanzverstirkung der Schwingungen beim Anlaufvorgang infolge des Sommerfeldeffektes in einem
grofieren Zeitbereich sehr deutlich abzeichnet, erfolgt nach dem starken kurzzeitigen Drehzahlanstieg eine
drastische Verringerung der Amplituden. Wéhrend des Bremsvorganges ist wieder eine Resonanziiberhohung zu
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Bild 5. Zeitlicher Verlauf der resultierenden Bild 6. Zeitlicher Verlauf des auf 5, bezogenen
Schwingungsamplitude Vibrationsmomentes

beobachten, die allerdings schwiécher und deutlich kurzzeitiger ausféllt als beim Anlaufvorgang. Bild 6 zeigt das
Vibrationsmoment Vo(#) = Bo(t), bezogen auf S, nach Gleichung (14) als Funktion der Zeit. Nach Gleichung (8)
ist es in Wechselwirkung mit dem Trigheitsglied Jy ¢, die Ursache der Differenz zwischen Nenndrehzahl und
realer Drehzahl.

3.2 Rotor ohne Unwucht mit einer Kompensationsrolle
Ist der Rotor selbst unwuchtfrei und ist nur eine Rolle vorhanden, so gilt in den ersten beiden Gleichungen des
Systems (7) mq = m, = 0. Die iibrigen Gleichungen nehmen die folgende Gestalt an:

Joo®o —J0191 + Bo®o — 1o = B2,
—J@o + 19 — bipo + by + B, =0, (20)
B, = —myg,(¥sin @, — cos g, ).

Wir suchen nun stationdre Losungen mit
Q = const. Qg = wy = const., @ =, w; = const. @n
Damit folgt aus der ersten Gleichung (20)

Bowo = Brooy = B2 . (22)

Die tibrigen Gleichungen werden dann, wenn auBerdem der Index 1 durch den Index 0 und die Winkelge-
schwindigkeit a, durch (2 ersetzt wird, mit den Gleichungen von Abschnitt 3.1 identisch. Daher kénnen die

prinzipiellen Betrachtungen alle vom Abschnitt 3.1 i{ibernommen werden, und wir erhalten anstelle der
Gleichungen (15) und (16) die Beziehungen

mle’car’
4= 2 2112]2 5 97 25)
M (a),m-, - ) +c w,
melco,
_ 1 &1 Co _
Broy +V, = o, + . = p@, . (24)

2 2 2\2 0 o
M (wk,,., - ) +c

(O8]
S
[08)
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Bild 7. Zusammenhang zwischen den stationdren Bild 8. Zeitlicher Verlauf von Nenn- und
Winkelgeschwindigkeiten @, der Rolle und Rotorwinkelgeschwindigkeit

ay des Rotors

Fiir die Parameterwerte nach Tabelle 1 zeigt Bild 7 die Funktion @, = @(ay). Im Unterschied zu £ in
Gleichung (16) und Bild 3 ist ay hier jedoch nicht a priori bekannt, sondern gemi3 Gleichung (22) von @,
abhingig. Nach Einsetzen dieser Beziehung ergibt sich fiir die Ermittlung von @ = @,(£2) die Gleichung

2.2 5
ﬁ](l‘ﬁj% - m & 00012 - 50 (25)
Bo Mz(a)]m,2 —a)lz) +czwl2

Ist die meistens zutreffende Bedingung [, << f, erfiillt, so vereinfachen sich die Beziehungen (22) und (25)

néherungsweise, und es gilt entsprechend Beziehung (17) mit (2, in analoger Bedeutung unter Beachtung von
Beziehung (22)

(mlglwkm )2 ] _

'Qgr ~ COOg/‘ & Wiy {1 +

(26)
Bic
Fur & >> @y, und ay >> @y, folgt analog Gleichung (18) ndherungsweise aus Gleichung (24):
o
- [ 9
B _w___w[l J @
m;" % M
1+ —

2 2

mit dem ,,Dampfungsverhdltnis“ =%. Wegen —@7<<1 ergibt sich daraus bei einem Dampfungsver-
| M

héltnis in der Groenordnung 1 ndherungsweise auch

0 rwy Q. (28)

Bild 8 zeigt, dal £2 mit einem zeitlichen Verlauf analog Abschnitt 3.1 wieder so vorgegeben ist, daB die
Grenzwinkelgeschwindigkeit iiberschritten wird. Da die Bedingung B, << f hier erflillt ist, ist die Differenz
zwischen der simulierten Rotorwinkelgeschwindigkeit ¢, und (2 im mittleren stationiren Bereich

(@y = w, = const.) ebenfalls vernachldssigbar klein. In den transienten Bewegungsphasen ist der Verlauf von

@y gegenliber dem von (2 infolge der Wirkung der Trégheitsglieder zeitlich versetzt. Die in den Bildern 9 bis 11
dargestellten Verldufe sind entsprechend den Bildern 4 bis 6 zu interpretieren.
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Bild 9. Zeitlicher Verlauf von Rotor- und

Bild 10. Zeitlicher Verlauf der resultierenden
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Bild 11. Zeitlicher Verlauf des auf 3, bezogenen Vibrationsmomentes

3.3 Rotor ohne Unwucht mit zwei Kompensationsrollen

Der im Abschnitt 3.2 behandelte Fall wird verallgemeinert, indem anstelle einer Kompensationsrolle zwei iden-
tische Rollen mit den einheitlichen Parametern

mo=my,=m,, & =6=6, P=F=L, Ju=In=Jp, Jo=Jpn=Jp (29)

vorausgesetzt werden. Dann gilt in den ersten beiden Gleichungen des Systems (7) m, =0, und die tbrigen
Gleichungen haben die folgende Gestalt

Joo@o = Joe (@) + 2 )+ Bodo — Bo(py +2) = Bo,
=J0ePo +J oo — B + By + B; =0,

(30)
B, :—mege()'ésin @, —ycosg;), i=1,2.
In Verallgemeinerung des Ansatzes (21) werden jetzt stationdre Losungen des Typs
Q = const. @y = Wy = const. , @ =w,t+a;, w, = const. , i=12 (€28
gesucht.



Nach Einsetzen der stationidren Losungen der ersten beiden Gleichungen des Systems (7) erhélt man

2
B, =V, =-m,e, [)Esin(a)et + a,)—j}cos(a)et +a,)]= megga)cerZsin(a, —a, +v,), (32)
k=1

2.2 4
m, &g, o,

V=

i

2
Z[ca}e cos(a,- —ak)+ M(a)k,,-,2 —wcz)sin(a, -y )] (33)

2
2 2 2 2. 2
M (a)kr,-, -, ) +c'w,” k=1

Analog Abschnitt 3.2 liefern die Gleichungen des Systems (30) mit der Winkeldifferenz o= o - o, dann fiir die
drei Unbekannten ay, @,, a die Bestimmungsgleichungen

Bowy 2.0, = Bo<,

2.2 4
m, &, @, 2 2\
Lo, + - 2‘ = ; 2 - {ca)e[1+cosa]+M(a)kr,, -, )sma}z B0y, (34)
Mﬂ(wkril — D, ) tcrw,
m e, o,
: . 2 2).
B.w, + £ £ ¢ {cwc [l+cosa]—M<wkH-, -, )sma}: B.0p.

2
M2 (a)kril2 - a)cz) + czwe
Unter der Voraussetzung o, # ®,,, folgt aus den letzten beiden Gleichungen

2,2 4
m,” &, o,

sina =0, L., + - 5 P
M\w,. —o +cw
krit ¢ e

co, [1+cosa]:ﬂew0. (35)

Fiir die Phasendifferenz existieren also zwei Losungen:
1. Losung: a =0
Diese Losung ist bekanntlich (siehe z. B. Sperling u.a. (2001), Sperling u.a. (1998)), zumindest in hinreichender

Entfernung von der Resonanzstelle, im unterkritischen Frequenzbereich stabil. Mit dieser Losung folgt anstelle
der Beziehung (24) aus der Gleichung (35)

2.2 5
m, g, co,

p.0,+2

2

i L
2 2 5\2 5 N . ,Bea)o, (_)6)
M Oprit — D tcw,

wihrend die erste Gleichung (34) der Gleichung (22) entspricht.

Bis auf die Bezeichnungen unterscheiden sich diese Beziehungen also von denen des Rotors mit einer
Kompensationsrolle nur um den Faktor 2 bei dem Term des Vibrationsmomentes, so dafl auch die Beziehungen
(25) bis (28) des vorigen Abschnittes und ihre Interpretation sinngeméf gelten.

2. Losung: a =1

In hinreichender Entfernung von der Resonanzstelle ist diese stationdre Losung im iiberkritischen Frequenz-
bereich stabil. Fiir diese Losung verschwinden nach den Gleichungen (34) die Vibrationsmomente, und es folgt

Po

By, =, (37)

:BO _2ﬂe

Analog Bild 9 zeigt Bild 12 die Zeitverldufe der Rotor- und der Rollenwinkelgeschwindigkeiten. Da die
Grenzwinkelgeschwindigkeit wieder iiberschritten wird, folgen beide Rollen nach einem vorldufigen Verharren
in der Resonanzdrehzahl entsprechend dem Sommerfeldeffekt schlieBlich der Rotorwinkelgeschwindigkeit.
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Bild 14. Zeitlicher Verlauf der resultierenden Schwingungsamplitude, @, > @qg, a(O) =179°

Im Gegensatz zu Bild 9 stimmen Rotor- und Rollenwinkelgeschwindigkeiten wéhrend der fiir eine bestimmte
Zeitdauer konstanten Maximalwerte genau {iberein. Das ist bedingt durch den hier stabilen Wert der
Phasendifferenz 7 der Rollen, den der in Bild 13 dargestellte Verlauf bestitigt; denn bei dieser Phasendifferenz
kompensieren sich die Zentrifugalkrifte vollig gegenseitig. Infolgedessen unterscheidet sich auch der zeitliche
Verlauf der Schwingungsamplituden in Bild 14 von dem Verlauf nach Bild 10 prinzipiell dadurch, daf} die
Amplituden nach dem typischen Aufklingen im Resonanzgebiet vollig verschwinden.

In ihren Details sind die Simulationsergebnisse von der Anfangsphasendifferenz abhéngig. Bei der Simulation,
deren Ergebnisse in den Bildern 12 bis 14 wiedergegeben sind, wurde sie zu ot = 0) = 179° gewihlt. Wie Bild
13 zeigt, beginnt erst nach einer gewissen Zeit ein deutliches Einschwingen auf den im unterkritischen Bereich
stabilen Wert 0. Im Zusammenhang mit der sprungartigen VergréBerung der Winkelgeschwindigkeiten ist der
Ubergang zu der nun stabilen Phasendifferenz 7 wiederum von starken Schwingungen begleitet. Entsprechende
Schwingungen sind auch bei den Winkelgeschwindigkeiten (Bild 12) und bei den Amplituden der
Rotorschwingungen (Bild 14), zu beobachten. Bild 13 zeigt, daBl in der Endphase, analog der Verzogerung des
Uberganges vom Anfangswert der Phasendifferenz zu dem stabilen Wert 0, ein Ubergang zu dem hier wieder

stabilen Wert 0 bis zum Ende nicht feststellbar ist, ebensowenig wie ein entsprechendes Anwachsen der
Schwingungsamplituden in Bild 14 im Unterschied zu Bild 10.

307



Weitere Simulationen mit der Anfangsphasendifferenz 0 lieferten weitgehend analoge, hier nicht
wiedergegebene Ergebnisse, die sich von den Bildern 12 bis 14 vor allem durch das Fehlen der tiberlagerten
Schwingungen vor dem Sprung in den iiberkritischen Bereich unterschieden.
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Bild 15. Zeitlicher Verlauf der Rotor- und der Bild 16. Zeitlicher Verlauf der resultierenden
Rollenwinkelgeschwindigkeiten, Schwingungsamplitude,
Prmax < Dogr » 05(0) =0° P < Dogr > a(O) =0°

Die Bilder 15 und 16 zeigen Simulationsergebnisse fiir einen Winkelgeschwindigkeitsverlauf des Rotors, der die
Grenzwinkelgeschwindigkeit nicht tiberschreitet. Dabei gelangt die Winkelgeschwindigkeit der Rollen nicht

tiber die Eigenkreisfrequenz der Rotorschwingungen hinaus, und diese erfolgen wihrend des stationiren
Zustandes mit groBer konstanter Amplitude.

3.4 Rotor mit Unwucht und zwei Kompensationsrollen

Es gelten nun die ersten beiden Gleichungen des Systems (7) in vollstindiger Form. Die Gleichungen (30)
werden erweitert zu dem System

JooPo —JOe(¢1 +¢2)+ Bopo _:Bc((bl +¢')2)—m080(5c'sin Po —J'/'COS(ﬂo): BoL,
_JOe¢O +Jee¢1 _ﬂe(po +ﬂe¢l +Br =0, (38)
B, =—m,e,(Xsinp, — ycos ?.), i=12

L]

wobei weiterhin die Giiltigkeit der Beziehungen (29) vorausgesetzt wird.

Wir betrachten stationdre Bewegungen mit a und a, als im allgemeinen unterschiedlichen mittleren Winkelge-
schwindigkeiten von Rotor und Rollen. Im Gegensatz zu den bisherigen Untersuchungen folgen daraus zwei
Erregerfrequenzen der Rotorschwingungen, und es ist eine Modifizierung der analytischen Untersuchung
notwendig. Die den folgenden Entwicklungen zugrunde liegenden Annahmen und Vernachldssigungen sind

durch die vorliegenden Simulationsergebnisse gerechtfertigt. Sie sollten daher ohne weitere Uberpriifung nur auf
vergleichbare Parameterverhiltnisse tibertragen werden.

Definieren wir den Zeitnullpunkt durch das Verschwinden der Phase der Primirunwucht, so betrachten wir nun
ndherungsweise stationdre Bewegungen des Typs

Py =yt + &, (qt) 5 w, = const., q=w,-0,,
0 =w,t+a;+& (qt), ®, = const. , a, = const. , i=12 (39)

mit §0(qt) und §,-(qt) als harmonischen Funktionen mit der Kreisfrequenz q. Abschitzungen anhand der

Simulationsergebnisse zeigen, dafl diese Anteile bei der Berechnung der stationdren Losungen der ersten beiden
Gleichungen (7) vernachlissigt werden diirfen.
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Aus diesen stationdren Losungen erhilt man fir i = 0,12 mit 4, =4y, = Ap, 4= =@, , % =0, Y1 = Y, = ¥,
fiir die aus den Schwingungen resultierenden Momente

2
B, =m¢g; Za)szk [sin(a),.t + a,)cos(a)kt +a, -y, )— cos(a),-t +a; )sin(a)kt +a, -y, )], i=012,
k=0

d. h.

2
By =my&, {wOZAO siny, + a)L,erZsin(ql -a, ty, )},
k=1

(40)
2
B, :meg{a)f/le sin(a, -, +z//L,)—a)02A0 sin(qt—a,. —WO)} =12,
k=1
Bestimmen wir als Vibrationsmomente die Mittelwerte
2z
v, = IB,d(qt), @1)

0

so erhalten wir wieder die Ausdriicke (14) und (32).

Damit ergibt sich zur Bestimmung der Mittelwerte der Winkelgeschwindigkeiten von Rotor und Rollen, @, und
W, =, =w,, sowie der mittleren Phasendifferenz o =a, -, ein Gleichungssystem, das sich vom
Gleichungssystem (34) nur wie folgt in der ersten Gleichung unterscheidet:

2 .2 5
my” ey cay
ﬁOwO —Zﬁewe +VO = ﬁOwO _2ﬁca)e Es

=B, Q. (42)
2
Mz(a)kmz _CU02) +Czw02

Aus der zweiten und der dritten Gleichung folgt wie im Abschnitt 3.3 fiir den unterkritischen Frequenzbereich
die Gleichung (36). Mit den Gleichungen (42) und (36) hat man ein komplizicrtcs Gleichungssystem zur
Bestimmung der Winkelgeschwindigkeiten @, und @,. Gilt jedoch B, >> 8, und ist in (42) auch das
Vibrationsmoment klein gegen fyw,, so folgt @, ~Q, und wir erhalten schlieBlich wieder eine
Bestimmungsgleichung fiir @, vom gleichen Typ wie in den anderen Abschnitten:
m,e, cw,’
pow, +2 oo T ~ f,Q. @3)
Mz(a)fr,, —wez) +c2a)L,2

Der vorliegende Fall des Rotors mit Primdrunwucht und zwei Kompensationsrollen ist der fiir die Praxis des
selbsttétigen Auswuchtens relevante Fall. Die in den Bildern 17 bis 22 dargestellten Simulationsergebnisse sind
deshalb auch von praktischer Wichtigkeit. Es wurde jeweils ein Unwuchtverhiltnis mog, = 2m,¢, zugrunde

gelegt. Die Grenzwinkelgeschwindigkeit wurde auf der Basis der Gleichung (43) entsprechend Gleichung (26)
bestimmt.

In den Bildern 17 bis 20 wurde wieder eine maximale Rotorwinkelgeschwindigkeit oberhalb der
Grenzwinkelgeschwindigkeit gewihlt. Die Verlaufe der Rotor- und der Rollenwinkelgeschwindigkeiten und der
resultierenden Schwingungsamplituden in den Bildern 17 und 18 unterscheiden sich von den entsprechenden
Verldufen des Abschnittes 3.3 durch die groBere Intensitét der als Storungen iiberlagerten Schwingungen. Diese
groBere Intensitdt verursacht auch einen rascheren Ubergang zu den jeweils stabilen mittleren
Phasenverhiltnissen. Deshalb tritt hier wie beim Rotor mit einer Rolle (Abschnitt 3.2) auch im Bremsbereich
wieder das typische Aufklingen der Rotorschwingungen auf.
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Bild 19. Zeitlicher Verlauf der Rotor- und der
Rollenwinkelgeschwindigkeiten,
¢max > a)()gw 0{(0) =179°
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Bild 21. Zeitlicher Verlauf der Rotor- und
der Rollenwinkelgeschwindigkeiten,
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Bild 20. Zeitlicher Verlauf der resultierenden
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Bild 22. Zeitlicher Verlauf der resultierenden
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Allein durch Variation der Anfangsbedingungen kénnen in der Simulation unterschiedliche Varianten der
Zeitverliufe erzeugt werden. Fir die Verldufe der Bilder 19 und 20 wurde im Vergleich zu denen der Bilder 17
und 18 nur die Anfangsphasendifferenz gedndert. Infolge der iiberlagerten Schwingungen folgt hier zufillig eine
der Rollen ohne erkennbaren Sommerfeldeffekt dem Rotor. Infolgedessen verringert sich die
Grenzwinkelgeschwindigkeit fiir die andere Rolle insofern, als in den Gleichungen (43) und (26) der Faktor 2
entfillt, und diese Rolle verldBt deshalb den Resonanzbereich deutlich frither als beide Rollen im Fall des Bildes
17. Besonders, wenn ayg, nur wenig groer als a, ist, ist es in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen
moglich, daB der Sommerfeldeffekt auf Grund der Storschwingungen bei beiden Rollen nicht in Erscheinung
tritt.

In den Bildern 21 und 22 sind die Verldufe der Winkelgeschwindigkeiten und der Amplituden der
Rotorschwingungen fiir eine maximale Rotorwinkelgeschwindigkeit unterhalb der Grenzwinkelgeschindigkeit
dargestellt. Diese unterscheiden sich von den entsprechenden Verldufen in den Bildern 15 und 16 durch die
Uberlagerung intensiver Stérschwingungen. Der Ansatz (39) gestattet auch eine Abschitzung der Amplituden

der tiberlagerten Storschwingungen ¢, (qt) und & (qt), i = 1,2, worauf hier jedoch verzichtet werden soll.

Die hier vorgestellten Simulationsergebnisse machen deutlich, dal die GroBe der Grenzwinkelgeschwindigkeit
beim Verfahren des selbsttitigen Auswuchtens deutlich iiberschritten werden sollte. Die dargelegten
analytischen Entwicklungen gestatten eine Abschitzung dieser fiir die Praxis wichtigen Kenngrofe.

4 Zusammenfassung

Uber eine stufenweise Verallgemeinerung des bekannten Verhaltens des statisch unwuchtigen Rotors bei
transienten Bewegungen wird in der vorliegenden Arbeit schlieBlich ein starrer statisch unwuchtiger Rotor mit
einer Einrichtung zum selbsttétigen Auswuchten, die zwei in einem viskosen Medium an der Innenfldche einer
kreiszylindrischen Flache frei bewegliche Rollen enthilt, hinsichtlich des Sommerfeldeffektes untersucht. Auf
der Grundlage der Resultate analytischer Naherungen wird eine Reihe von mittels Computer-Simulationen
bestimmten Zeitverldufen wiedergegeben und interpretiert. Als eine wichtige Kenngrofe erweist sich dabei die
Grenzwinkelgeschwindigkeit des Rotors, unterhalb deren die Rollen typischerweise mit der der
Resonanzfrequenz entsprechenden kritischen Drehzahl des Rotors umlaufen, wihrend oberhalb dieser Drehzahl
eine  Synchronisation der Drehzahlen und eine kompensatorische Phasierung eintreten. Die
Grenzwinkelgeschwindigkeit verringert sich mit steigender Viskositit des Mediums und zunehmender
Schwingungsddmpfung, so daBl der Sommerfeldeffekt weniger intensiv ausgeprigt ist. Der Anstieg der
Rollengeschwindigkeit nach Uberschreiten der Grenzdrehzahl erfolgt sprungartig. Bei den transienten
Bewegungsphasen und bei stationdren Bewegungen im unterkritischen Frequenzbereich sind die Zeitverliufe
von hdufig intensiven Storschwingungen iiberlagert. Diese Stérschwingungen sind auch die Ursache fiir das
Aufireten in bestimmter Weise modifizierter Bewegungsverldufe.

Bei der Bewertung der Resultate muf3 die Unsicherheit besonders hinsichtlich der Modellierung des Einflusses
des viskosen Mediums auf die Rollen, hinsichtlich der Voraussetzung ihres gleitfreien Abrollens und hinsichtlich
der Zahlenwerte fiir die Viskositdt sowie fiir die Schwingungsddmpfung hervorgehoben werden. Es ist
vorgesehen, die Ergebnisse mittels experimenteller Untersuchungen zu iiberpriifen. AuBerdem sollen weitere
Untersuchungen hinsichtlich des Sommerfeldeffektes fiir den starren Rotor mit zwei Auswuchteinrichtungen
vorgenommen werden.

Die  Arbeit entstand im Rahmen eines von der Deutschen Forschungsgemeinschaft geforderten
Forschungsprojektes (Sp 462/7-1) zum Thema ,, Selbsttditiges Auswuchten starrer Rotoren ™.
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