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Zur konstitutiven Beschreibung des anisotropen beanspruchungs-
adaptiven Knochenumbaus

N. Krstin, U. Nackenhorst, R. Lammering

Seit mehreren Jahren werden von verschiedenen Wissenschaftlergruppen numerische Methoden zur Simu-
lation des beanspruchungsadaptiven Knochenumbaus entwickelt. In der vorliegenden Arbeit werden,
aufbauvend auf der Theorie des biomechanischen Gleichgewichts, siehe Nackenhorst (1997), Konstitu-
tivgleichungen fir das anisotrope Knochenwachstum vorgestellt. Materialtheoretische Untersuchungen
fiihren auf eine energetisch und thermodynamisch konsistente Theorie, anhand derer neben Aussagen
beziiglich der Prozeffiihrung auch wichtige konstitutive Parameter festgelegt werden. Die Beschreibung
der Anisotropie wird mit Hilfe des Strukturtensors vorgenommen, womit die Theorie durch geometrische
Vermessung der spongidsen Knochenstruktur verifizierbar wird.

1 Einleitung

Die Fahigkeit der Knochen, ihre innere Architektur und &uflere Gestalt auch nach dem Heranwachsen
den mechanischen Beanspruchungsverh&ltnissen anzupassen, ist seit mehr als 100 Jahren bekannt, Wolff
(1892). Probleme bereitet diese eigentlich sinnvolle Fshigkeit des Organs hiufig dann, wenn kiinst-
liche Implantate in die Knochen eingebracht werden. Bedingt durch das technologische Design solcher
Endoprothesen wird die physiologische Beanspruchung des Knochens beeintréchtigt, und es kommt zu
Knochenumbaureaktionen, Huiskes (1993).

Einhergehend mit der Leistungssteigerung und Verbreitung der Microcomputer begannen gegen Ende
der 80er Jahre Aktivitdten zur Entwicklung numerischer Simulationsmethoden fir die Vorhersage des
beanspruchungsadaptiven Knochenumbaus, z.B. Weinans et al. (1991), mit priméren Anwendungen auf
dem Gebiet der Hiiftgclenksendoprothetik. Als Keimzellen dieser numerisch ausgerichteten Forschun-
gen gelten die Arbeitsgruppe um Carter am Department of Mechanical Engineering and Surgery an der
Stanford University und die Arbeitsgruppe um Huiskes am Institut fiir Orthopddie an der Universitét
von Nijmegen. Die diesbeziiglichen Forschungen am Institut fiir Mechanik an der Universitét der Bun-
deswehr Hamburg wurden 1995 aufgenommen, Schroder (1996). Das primére Ziel war dabei zunéchst die
Entwicklung stabiler und effizienter numerischer Algorithmen zur Behandlung des Zweifeldproblems der
biomechanischen Interaktion.

Beispielhaft sind in Tabelle 1 drei Theorien dieser Schulen vergleichend gegeniibergestellt. Allen The-
orien gemeinsam ist die Formulierung einer Evolutionsgleichung fiir die materielle Dichte, welche die
Knochenumbaurate in Abhiingigkeit von einem mechanischen Stimulus beschreibt. Knochenumbau findet
danach statt, solange dieser mechanische Stimulus von dem homeostatischen Zielwert Wz verschieden ist.
Die Form der Evolutionsgleichungen in den Theorien nach Beaupré et al. (1990) und Weinans et al.
(1994) unterscheiden sich im wesentlichen durch die Wachstumsexponenten, die von den hollandischen
Forschern verwendet werden. Beide Forschergruppen verwenden eine sogenannte dead zone w, das ist
ein Bereich einer tolerierten mechanischen Beanspruchung, in der es zu keiner Knochenumbaureaktion
kommt. In der Theorie von Nackenhorst (1997) wurde auf die Einfithrung dieser dead zone verzichtet, um
ein von den Anfangsbedingungen und vom Lésungspfad unabhéngiges Berechnungsverfahren zu erhalten.

Auch in der Wahl des mechanischen Stimulus unterscheiden sich die Theorien. Wahrend von Beaupré et
al. (1990) und Weinans et al. (1994) verschiedene Mittelungsverfahren zur Beriicksichtigung mehrerer
Lastfille ¢ vorgeschlagen werden, verzichtet Nackenhorst (1997) zunichst auch darauf, mit der Begriin-
dung, da8 diesbeziiglich kein ausreichendes Datenmaterial verfiigbar sei, und auch die Wirkung der rele-
vanten Muskelkrifte bislang nicht hinreichend erforscht sei. In den Modellen von Weinans et al. und
Nackenhorst wird die Verzerrungsenergiedichte W als der relevante mechanische Stimulus fiir die isotrope
Beschreibung zugrunde gelegt, Beaupré et al. filhren einen sogenannten Gewebespannungsstimulus ¥,
ein, mit dem die Beanspruchung auf das wirklich vorhandene Knochenmaterial umgerechnet wird.

Weiterhin bestehen deutliche Unterschiede in der Formulierung der Konstitutivgleichung, die den Zusam-
menhang zwischen dem Elastizititsmodul £ und der materiellen Dichte p beschreibt. Sowohl beziiglich
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Tabelle 1: Numerische Umbaumodelle im Vergleich.

der Wahl der Faktoren als auch der Exponenten in dieser Gleichung gibt es in der Fachliteratur ver-
schiedene Formulierungen. Nackenhorst (1997) geht darum von einer allgemeinen Form in dimensionsloser

Darstellung aus
g n
E=E|— 1
(2) 1)

Dabei wird der Exponent in Anlehnung an Carter und Hayes (1977) zwischen n = 2 und 3 gew#hlt. Mit
dieser dimensionslosen Darstellung kann recht anschaulich der Einflul der Dichte auf die Verzerrungs-
energiedichte (Freie Energie) gezeigt werden. Es gilt
1 E
¥=—e"Ce=—eT=Cype 2

20 20 Ey ¢ 2
wobei die Elastizitdtsmatrix C durch eine auf den Inertialzustand bezogene Elastizitéitsmatrix Co ausge-
driickt wird. Mit Gleichung (1) folgt dann die multiplikative Aufspaltung der Verzerrungsenergiedichte
in einen dichteabhingigen und in einen verformungsabhingigen Anteil

1
U= ——g" " Coe 3
20 0 (3)

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einer detaillierten Analyse der Konstitutivgleichung (1), wobei
eine thermodynamisch konsistente materialtheoretische Betrachtung durchgefiihrt wird, Skubié (1999).
Ahnliche Untersuchungen sind bereits von Cowin und Hegedus (1976) durchgefithrt worden. Diese Au-
toren gehen von dem Modell einer in Fliissigkeit eingebetteten Knochenmatrix aus, und die Bilanz-
gleichungen werden auf der Grundlage der Theorie der physikalischen Mischungen formuliert. Im Gegen-
satz dazu wird hier der Knochen als ein inhomogenes einphasiges Kontinuum in einem abgeschlossenen
System behandelt.

Ergénzend wird in dieser Arbeit das mechanisch anisotrope Verhalten des Knochenmaterials, insbesondere
der Spongiosa—Strukturen, beriicksichtigt. Eine erste Theorie zur numerischen Simulation des anisotropen
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beanspruchungsadaptiven Knochenumbaus wurde von Jacobs et al. (1997) vorgestellt, wobei Analogien
zur Schidigungsmechanik benutzt werden. Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist eine Evolutions-
gleichung fiir den Elastizitéitstensor .,

poQRoc
0 o€

C

4)

Der Elastizitétstensor richtet sich demnach entsprechend dem dyadischen Produkt des Spannungstensors
o mit sich selbst aus. Dabei wird fiir ¢ die bekannte Evolutionsgleichung nach Beaupré et al. (1990)
(siehe Tabelle 1) verwendet. Als wesentlicher Nachteil dieser Theorie wird die schwierige Verifizierbarkeit
angesehen, fiir die eine Messung der elastischen Konstanten des anisotropen Knochenmaterials erforderlich
sein wird. Aus diesem Grunde wird in dieser Arbeit die Beschreibung der Anisotropie in Anlehnung an
Cowin (1985) sowie Zysset und Cournier (1996) mit Hilfe des Strukturtensors vorgenommen, der die
rdumliche Anordnung des Materials beschreibt.

2 Konstitutive Beschreibung des beanspruchungsadaptiven Knochenwachstums

2.1 Modell des biomechanischen Gleichgewichts

Ziel der numerischen Simulation des beanspruchungsadaptiven Knochenumbaus ist es, den biomecha-
nischen Gleichgewichtszustand aufzufinden. Gesucht ist also das Gleichgewicht der mechanischen
Kréfte, einhergehend mit dem Verschwinden des mechanischen Stimulus, der den Knochenumbau treibt.
Dabei wird von dem Leitgedanken ausgegangen, da Knochen optimale Leichtbaustrukturen sind, die
mit einem Minimum an Materialeinsatz ein Maximum an mechanischer Festigkeit aufweisen (Wolffs
Transformationsgesetz, Wolff (1892)). Daraus lassen sich Minimalaussagen fiir die Freie Energie ableiten.

Weiterhin wird die Existenz eines biologischen Potentials vorausgesetzt, so dafl das biomechanische Gleich-
gewicht unabhéngig von den Anfangsbedingungen und dem Losungsweg aufzufinden ist. Dieses bio-
logische Potential stellt die fiir den Knochenumbau erforderliche Energie bereit.

Im Rahmen dieser Veréffentlichung wird eine materialtheoretische Beschreibung des beanspruchungsadap-
tiven Knochenumbaus in Konsens mit den thermodynamischen Gesetzen vorgestellt. Es wird also der
Versuch unternommen, die Fahigkeit des Knochens, seine Architektur den Beanspruchungsverhiltnissen
anzupassen, wie eine Materialeigenschaft zu beschreiben. Dabei werden folgende Annahmen vorangestellt:

1. Der Knochenumbau verlduft in Relation zur Strukturdynamik und Thermodynamik langsam ab.
Darum werden die Prozesse quasistatisch und isotherm behandelt.

2. Weiterhin wird die Theorie kleiner Verformungen vorausgesetzt.

2.2 Bilanzgleichungen des massenverinderlichen Systems

Im lebenden Knochen wird von den Knochenzellen kontinuierlich Material ab- und angebaut. Um der
Verénderlichkeit der materiellen Dichte Rechnung zu tragen, miissen die Bilanzgleichungen fiir ein massen-
variantes System formuliert werden.

Die Verdnderlichkeit der materiellen Dichte p wirkt sich zunéchst in der Massenbilanz aus

%V de:V/@té)Jrvm.(gv)) dV::V/ch (5)

Dabei beschreibt ¢ ist die Rate der Massenzu— bzw. Massenabnahme im Volumenelement dV. Da
beim Knochenumbau der Materialtransport von einem Ort zum anderen ausgeschlossen werden kann,
verschwindet der Divergenzterm V-(ov), c¢ beschreibt somit die zeitliche Anderung der materiellen
Dichte am Ort z. Im biomechanischen Gleichgewichtszustand ist ¢ iiberall im Kérper gleich Null.
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Damit nimmt das Reynoldssche Transporttheorem, sieche Malvern (1962), die Form

2 @de=/(gf+fc) v (6)
14 1%

an, fiir jede beliebige skalare, vektorielle oder tensorielle Funktion f.

In der Impulsbilanz

X ,
- gvdV:i/gde+:/tdA (7)
v Vv A

wirkt sich die Massenveréinderlichkeit entsprechend Gleichung (6) in der Zeitableitung auf der linken
Seite aus. Dabei ist v die materielle Geschwindigkeit, b der Volumenkraftdichtevektor und # der Vektor
der eingeprégten Oberflichenlasten. Da der Knochen in dieser Arbeit als ein abgeschlossenes System
betrachtet wird, treten keine weiteren Kriifte auf der rechten Seite auf, wie z.B. bei der von Cowin und
Hegedus (1976) vorgeschlagenen Theorie.

Die Energiebilanz fiir das biomechanische System wird folgendermaBen formuliert

1
DBt/g(u+§v~'v> dV=/gv-de+/v-tdA+/grdV—/q-ndA —/e-ndA (8)
1% A v A

v A

Dabei ist u die spezifische innere Energie, r beschreibt die Strahlungswirme und ¢ den Warmefluvektor.
Der Vektor £ ist ein biologischer FluBvektor, der die Energieversorgung des Knochens beschreibt. Die
ersten beiden Integrale auf der rechten Seite beschreiben die Leistung der mechanischen Krifte, das dritte
und vierte Integral beschreiben die dem System zugefiihrte thermische Energie, und das letzte Integral
beschreibt die biologische Energie, die dem System in einer Zeiteinheit zugefiihrt wird. Die Einfiihrung
von Quelltermen zur Energieversorgung des Knochens in Gleichung (8) ist in diesem Zusammenhang
biophysikalisch nicht begriindbar. Infolge der zuvor getroffenen Annahme, dafi Knochenumbauvorginge
isotherm ablaufen, werden die thermischen Energiequellen im weiteren vernachlissigt.

Mit diesen Annahmen lautet die Entropieungleichung

D 1
D—t/gstZ——/af-ndA (9)
v A

mit der spezifischen Entropie s und der Temperatur 6.

Auch in den Gleichungen (8) und (9) kommt die Massenverénderlichkeit in den Zeitableitungen zum
Ausdruck.

In klassischer Weise werden unter Zuhilfenahme des Cauchy-Theorems, ¢t = o - n, des Divergenztheorems
und des Transporttheorems (6) die Bilanzgleichungen (5), (7), (8) und (9) in die lokale Form iiberfiihrt.
Es folgt aus der Massenbilanz

Do
—8? =C (10)
aus der Impulsbilanz
oV +cv=pb+ V-0 (11)
und aus der Energiebilanz
1
gu+c<u+§v-v):vzv:a—vz-l (12)

wobei in der letzteren eine Reduktion unter Beachtung der Impulsbilanz (11) vorgenommen wurde. Da
fir diese Betrachtungen die Theorie kleiner Verformungen zugrunde gelegt wurde, wird im weiteren der
Geschwindigkeitsgradient durch die Verzerrungsgeschwindigkeit ersetzt

Vov=¢ (13)

34



Fiir die lokale Form der Entropiebilanz folgt

pites> -V, -2 (14)

Weitere Umformungen werden mit Hilfe der Legendre Transformation
U =y-—0s (15)

vorgenommen, mit der Freien (Helmholtz) Energie ¥. Mit Gleichung (15) und Gleichung (12) folgt aus
Gleichung (14) die modifizierte Clausius Duhem Ungleichung in der Form

1

. . 1
—QW—QGS—C(W——v-v>+é:a’+9

5 Vz6-£>0 (16)
Da gem#f der Voraussetzungen nur isotherme Prozesse betrachtet werden sollen, ist der Term mit @
vernachlissigbar, und auch der Term mit dem Temperaturgradienten V.6 kann unter der Annahme einer
homogenen Temperaturverteilung vernachlissigt werden. Weiterhin ist es plausibel, auch den Term c% v-v
aus den weiteren Betrachtungen auszuschlieBen. Dieser beschreibt die kinetische Energie der hinzuge-
figten, bzw. entfernten Masse, und da der Knochenumbau in Relation zur Bewegungsdynamik langsam
abléuft, ist dieser Anteil vernachlissigbar klein. Damit verbleibt die reduzierte Form der modifizierten

Clausius Duhem Ungleichung

oV —c¥ +é:0 >0 (17)

2.3 Strukturtensor zur Beschreibung der Anisotropie

Zur Beschreibung der mechanischen Anisotropie porgser Medien und somit auch des spongitsen Knochens
hat sich der Strukturtensor H als geeignet erwiesen, Cowin (1985). Der Strukturtensor ist durch Messung
direkt zu bestimmen und beschreibt den Volumenanteil der Matrix und die Orientierung des Materials,
siehe Harrigan und Mann (1984). Der Zusammenhang zwischen den elastischen Konstanten und dem
Strukturtensor ist von Cowin (1985) hergeleitet worden. Eine vereinfachte Darstellung dieses Zusammen-
hangs wurde von Zysset und Curnier (1996) vorgeschlagen, wobei diese Theorie streng genommen nur fiir
einen Exponenten von n = 2 in der Konstitutivgleichung (1) giiltig ist, sieche Cowin (1998). Der Theorie
von Zysset und Curnier folgend, wobei hier ein Vorgriff auf die weiter unten beschriebenen Erkennt-
nisse beziiglich des Exponenten n gemacht wird, kann dann der Elastizit4tstensor durch einen isotropen
Referenzzustand und die Koordinaten des Strukturtensors in folgender Weise dargestellt werden

Cijrt = Mo HijHyy + po(HyiHyj + HiHyj) (18)

Dabei sind Ag und pq die Laméschen Konstanten des isotropen Referenzzustandes. In matrizieller Darstel-
lung kann Gleichung (18) in der Form

C=HTCH (19)

angeschrieben werden, wobei die Matrix Cy den isotropen Referenzzustand reprisentiert. Die Matrix
H beschreibt den Strukturtensor, und die Matrix C ist die anisotrope Elastizititsmatrix. Damit ist die
Freie Energie fiir ein anisotropes, linear elastisches Material in der Form

1
U= Q—QeTHT CoHe (20)

anzugeben, vergl. auch Gleichung (2).

Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiBig, den Strukturtensor in seinen deviatorischen und
hydrostatischen Anteil zu zerlegen

H=HY + g® (21)
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Dabei beschreibt der hydrostatische Anteil die materielle Dichte

1
H® =pI mit o= -3-spH (22)
Der deviatorische Anteil beschreibt die rdumliche Anordnung des porésen Materials, z.B. der Spongiosa.
Bei einem rein isotropen Materialverhalten ist H = H (h), dann folgt mit Gleichung (22) aus Gleichung
(20), daB die anisotrope Theorie in die Theorie des isotropen Knochenumbaus tibergeht, wenn der Expo-
nent der Konstitutivgleichung (1) zu n = 2 gew#hlt wird.

2.4 Konstitutive Theorie des anisotropen Knochenumbaus

Im folgenden soll eine konstitutive Theorie fiir den beanspruchungsadaptiven Knochenumbau entwickelt
werden, bei der auch das anisotrope Wachstum einbezogen wird. Mit den Prinzipien der Materialtheorie
und den fiir die Modellbildung getroffenen Annahmen (Abschnitt 2.1) ist die Freie Energie als eine Funk-
tion des Verzerrungstensors, der materiellen Dichte und des Deviators des Strukturtensors auszudriicken

=0 (s, 0, H(d)) (23)
Dann folgt fiir deren Zeitableitung
. 9% 0¥, 9 ()
U=—": - —_—
o ¢ = do e+ OH (@) i (24)

und damit aus Gleichung (17) die Beziehung

AN ov S\ . 9% . w

Unter der Annahme, daf} es mindestens einen Proze8 gibt, bei dem € , ¢ und H I unabhingig voneinander
sind, konnen die einzelnen Terme isoliert betrachtet werden. Fiir den Fall des vollstandigen Knochenum-
baus folgt aus der ersten Klammer das elastische Stoffgesetz

ov
o= 95 (26)
Aus dem zweiten Term
v .
i 5 <
(989 +\I'> 0<0 (27)

lassen sich nun wichtige Schliisse fiir die Konstitutivgleichung und den ProzeBablauf folgern. Zunichst
einmal gilt
ol v

8_Q<0 ,Weil ZO

D.h., beim Anbau vom Material (9¢ > 0) wird die freie Energie verringert und somit gleichzeitig die
Beanspruchung des Materials kleiner. Wenn Material abgebaut wird (9p < 0), vergrofert sich die freie
Energie, und es erfolgt eine grofere Beanspruchung des Materials.

Weiterhin kann Gleichung (27) fiir ¢ # 0 nur dann zu Null werden, wenn ¥ linear in o ist. Diese
Erkenntnis fihrt unmittelbar zu dem Schlu8l, da8 der Exponent in der Konstitutivgleichung (1) n = 2
sein mufl. Diese Aussage ist auch durch eine statistische Analyse mehrerer experimenteller Studien zur
Beschreibung der mechanischen Eigenschaften von Knochenmaterial belegt, Rice et al. (1988).

Der dritte Term in Gleichung (25)
v - (d)
OHW ~ H

0 <0 (28)
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liefert weitere Aussagen iiber die ProzeSfithrung. Die Rate des deviatorischen Anteils des Strukturtensors
beschreibt die Drehung des Materialtensors in das optimale Hauptachsensystem, in dem die Freie Ener-
gie ein Minimum annimmt. Bei Annsherung an dieses optimale Hauptachsensystem ist 0H ) positiv
definiert, gleichzeitig wird damit ¥ minimiert (¥ < 0).

3 Das mathematische Modell

Fir die numerische Simulation des beanspruchungsadaptiven Knochenumbaus wird das folgende mathe-
matische Modell zugrunde gelegt. Zunichst wird die Zielfunktion

Z:="U(e,H)-¥; =0 (29)

formuliert. Mit dieser Zielfunktion wird gefordert, daB im biomechanischen Gleichgewichtszustand die
Freie Energie ¥ nach Gleichung (20) in jedem Punkt den Zielwert ¥z annimmt.

Neben der Berechnung der mechanischen Gleichgewichtsbedingung unter Beachtung der Randbedingun-
gen, auf deren Details im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter eingegangen wird, wird fiir die Berechnung
des Strukturtensors in Analogie zum Druckerschen Postulat in der Plastizititstheorie eine Evolutions-
gleichung formuliert

0Z
H= k=
Ey= (30)
wobei hier angenommen wurde, daf die Spannung den mechanischen Stimulus fiir den gerichteten
Knochenumbau auslost. Der Faktor k£ wird mit Hilfe einer return mapping Strategie bestimmt, siche
Crisfield (1991), so da im Rahmen einer inkrementellen Berechnungsstrategie die Anderungsraten des
Strukturtensors nach der Gleichung

&3 =
~ & fii
AH, - i l “EH ir ¥ > ¥y (31)
[ H | ¥z - ﬁ fir <Yy,
E

berechnet werden. Dabei sind H; die Hauptwerte des Strukturtensors. Der Faktor A7 bezeichnet die
Zeitschrittweite der numerischen Berechnung, die bislang jedoch nicht mit der realen Zeit, in der die
Knochenumbauprozesse ablaufen, korreliert ist.

Neben den Hauptwerten des Strukturtensors werden noch die Hauptrichtungen ¢, benstigt. Diese
lassen sich aus Extremalbedingungen fiir die Freie Energie gewinnen. Die Freie Energie anisotroper, linear
elastischer Materialien nimmt nur dann Extremaleigenschaften an, wenn die Hauptachsen des Spannungs-
tensors ¢,; und des Verzerrungstensors ¢,; kollinear sind. Daraus folgt, daBl auch die Hauptachsen des
Strukturtensors mit diesen kollinear sein miissen, Cowin (1994)

d)oi : d)ej = ¢ai . d)Hj = d)si . ¢Hj = 6ij (32)

Im Rahmen der inkrementellen Berechnungsstrategie sind also die Hauptrichtungen des Strukturtensors
denen des Spannungs- oder Verzerrungstensors nachzufiihren, wobei den Anmerkungen zu Gleichung (28)
wichtige Hinweise fiir das Design stabiler Algorithmen zu entnehmen sind.

4 Numerisches Testbeispiel

Zur Uberpriifung der Plausibilitit und der richtigen Implementierung in ein Finite Element Programm
wurde zuniéchst ein einfaches Testbeispiel untersucht. Das Bild la zeigt das Berechnungsmodell eines
Kreiszylinders, der durch Innendruck belastet ist. Die Randbedingungen erlauben eine unbehinderte
radiale und axiale Dehnung.
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Die berechnete Dichteverteilung ist in Bild 1b dargestellt. Mit den gew#hlten Modellparametern ist das
System in der Lage, die Last allein iiber den inneren Ring der Diskretisierung abzutragen. Die materielle
Dichte fiir den &dufleren Ring ist nahezu vollstindig abgebaut.

A 4

0.87.

0.54 4

0.20 r

Bild 1: Testbeispiel zur Berechnung des anisotropen beanspruchungsadaptiven Knochenumbaus. a) Finite
Element Modell. b) Verteilung der materiellen Dichte in der biomechanischen Gleichgewichtskonfigura-
tion.

Die strukturelle Anordnung des Materials ist in Bild 2 dargestellt. Gezeigt sind hier die Hauptwerte
des Strukturtensors sowie deren Hauptrichtungen. Der grofite Hauptwert tritt erwartungsgeméf in Um-
fangsrichtung auf. Entsprechend ist dem mittleren Hauptwert eine radiale und dem kleinsten Hauptwert
eine axiale Ausrichtung des Material zuzuordnen.

Hmit(l-G) Hmin(l.4)

£/
<K ""‘"‘
S i

S/

Bild 2: Orientierung des Materials dargestellt mit den Hauptwerten des Strukturtensors.
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5 Zusammenfassung

In der letzten Dekade wurden numerische Verfahren zur Simulation des beanspruchungsadaptiven
Knochenumbaus entwickelt, so dafl heute stabile und effiziente Algorithmen zu Berechnung des biome-
chanischen Interaktionsproblems bereit stehen. Heute wird weltweit intensiv daran geforscht, die Modell-
bildung zu verfeinern. So konzentrieren sich Arbeiten auf die Ermittlung von relevanten Lastkollektiven,
z.B. Bergmann et al. (1993), und die Berechnung der zugehorigen Muskelkréfte, z.B. Duda et al. (1997),
die als wichtige Randbedingungen in die Simulation eingehen. Auch beziiglich der ablaufenden Prozesse,
die zum Knochenumbau fiihren, existieren heute nur recht unkonkrete Vorstellungen. Diese Arbeit soll
einen Beitrag dazu liefern, dieses Wissen voranzutreiben, indem eine thermodynamisch konsistente The-
orie fiir den beanspruchungsadaptiven Knochenumbau vorgestellt wurde.

Ausgehend von der energetischen Annahme, dafi der biomechanische Gleichgewichtszustand auch fiir
anisotropes elastisches Materialverhalten durch ein Minimum der Freien Energie beschrieben ist, wer-
den die Bilanzgleichungen fiir das massenverénderliche, aber dennoch abgeschlossene System formuliert.
Darauf aufbauend werden im Rahmen einer materialtheoretischen Betrachtung Restriktionen fiir die
Konstitutivgleichungen und den ProzeBablauf entwickelt, wobei quasistatische und isotherme Prozesse
zugrunde gelegt werden. Ein wichtiges Teilergebnis dieser theoretischen Untersuchungen ist, dafl der
Zusammenhang zwischen dem Elastizititsmodul und der materiellen Dichte durch eine quadratische
Funktion beschrieben ist.

Zur Beschreibung der Anisotropie wird auf den Strukturtensor zuriickgegriffen, wobei die vereinfachte
Beschreibung von Zysset und Cournier (1996) durch die materialtheoretischen Uberlegungen gerechtfer-
tigt wird. Die Strukturtensor-Beschreibung erméglicht eine Verifikation der Theorie, z.B. durch optische
Vermessung spongidser Knochenstrukturen.

Ein Berechnungsmodell wird in Analogie zur technischen Plastizititstheorie entwickelt. Ausgehend
von einer Zielfunktion werden Evolutionsgleichungen fiir die Hauptwerte des Strukturtensors und deren
Hauptrichtungen formuliert. Erste Berechnungsstudien anhand einfacher Modellstrukturen belegen die
Praktikabilitit der vorgeschlagenen Vorgehensweise.
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