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Untersuchung des thermopiezoelektrischen Strukturverhaltens
mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente

A. Gérnandt

Ausgehend von den grundlegenden Bilanz- und Erhaltungsgleichungen der Thermoelektrodynamik wird
eine vollstandig gekoppelte Beschreibung des thermopiezoelektrischen Materialverhaltens abgeleitet. Mit
Hilfe der schwachen Form des thermoelektromechanischen Gleichgewichts und den gekoppelten Kon-
stitutivgleichungen des 8-Feld-Problems wird ein allgemeines Finite-Element- Konzept zur numerischen
Lésung solcher Probleme vorgestellt. Es werden sowohl statische, als auch dynamische Strukturantworten
infolge thermischer, elektrischer und mechanischer Erregung beriicksichtigt. Zur effektiven Lésung des
gekoppelten Problems wird eine sukzessive, iterative Lisungsstrategie vorgeschlagen. Die Koppeleffekte
werden anhand eines Beispiels veranschaulicht.

1 Einleitung

In verschiedenen Anwendungsbereichen piezoelektrisch geregelter Strukturen, wie z.B. bei Raumfahrt-
strukturen, haben thermische Effekte einen grofien EinfluB auf das Strukturverhalten, den es zu beriick-
sichtigen gilt. Der Entwurf und die Analyse von aktiven Strukturen mit integrierten piezokeramischen
Aktuatoren und Sensoren erfordert leistungsfihige Berechnungswerkzeuge. Hier bietet die Finite-Element-
Methode (FEM) eine effektive Technik. Aufgrund ihrer vielfiltigen Einsatzmoglichkeiten sind viele theo-
retische und praktische Ergebnisse aus einem grofien Anwendungsbereich verfiighar. In einigen FEM-
Entwicklungen wird auch der thermische Aspekt berticksichtigt, wobei allerdings meist nur die thermi-
schen Deformationen und der pyroelektrische Effekt einbezogen werden und der elektrokalorische Effekt
sowie der Effekt der Deformationswirme fehlen. In diesem Artikel werden die vollstindig gekoppelten
Feldgleichungen und eine dazu &quivalente Variationsformulierung aus den grundlegenden Bilanz- und
Erhaltungsgleichungen abgeleitet. Aus der Variationsformulierung wird eine allgemeine, vom Element-
typ unabhéngige FEM-Formulierung entwickelt. Zur numerischen Losung wird eine sukzessive iterative
Losungsstratgie vorgeschlagen, da diese fiir die hier vorliegende schwache Kopplung effektiver ist als die
Losung der vollsténdig gekoppelten nichtsymmetrischen Gleichungen.

2 Lineare Theorie der Thermopiezoelektrizitiit

2.1 Bilanz- und Erhaltungsgleichungen, Entropieungleichung

Die nachfolgend aufgefiihrten Bilanz- und Erhaltungsgleichungen beschreiben die allgemeingiiltigen phy-
sikalischen Prinzipe der Erhaltung der Masse (1), der Impulsbilanz (2), der Drehimpulsbilanz (3), der
Bilanz der elektrischen Ladung (4), der Bilanz des elektrischen Feldes (5), der Erhaltung des magnetischen
Flusses (6), der Bilanz der elektromagnetischen Durchflutung (7), der Bilanz der elektromagnetischen In-
duktion (8) und der Energiebilanz (9). Zur eindeutigen Beschreibung eines thermoelektromechanischen
Prozesses bedarf es noch einer Aussage iiber die Reversibilitit und/oder Irreversibilitit der Energieum-
wandlung. Hierzu wird die Entropieungleichung (10) herangezogen.
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2.2 Konstitutivgleichungen thermopiezoelektrischer Festkrper

Die eingefiihrten Grundgleichungen sind allgemeingiiltig — unabhisingig von den spezifischen Materialei-
genschaften der Kontinua. Da die Anzahl der Feldgrofien hoher als die Anzahl der bisher zur Verfiigung
stehenden Gleichungen ist, sind noch konstitutive Gleichungen erforderlich, mit denen das konkrete Kon-
tinuumsverhalten beriicksichtigt werden kann. Im folgenden wird ein einfaches, linear elastisches und
dielektrisches Material betrachtet, welches polarisierbar, jedoch nicht magnetisierbar ist und in dem des-
halb g, = J; = 0 gilt. Wenn die elektromagnetischen Wellen im wesentlichen von den elastischen Wellen
entkoppelt sind und Wellenldngen in der Groflenordnung von elastischen Wellen betrachtet werden, kann
die Anderung der magnetischen FluBdichte B; gegeniiber den elektrischen Anteilen vernachlissigt werden.
Dies bedeutet im einzelnen, dafi H; B;, der Anteil des magnetischen Feldes an der elektromagnetischen
Leistung, gegeniiber dem elektnschen Anteil E; D; in der Energiebilanz (9) vernachldssigt und das elektri-
sche Feld als wirbelfrei angenommen werden kann (Tiersten, 1969 und Tiersten, 1990). Die Energiebilanz
(9) und das Induktionsgesetz (8) vereinfachen sich dann zu
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Der Vektor der Massenkraftdichte b; und die spezifische Warmequelle  werden als bekannt angenommen.
Als unabhingige Variablen werden u;, E; und © sowie deren riumliche Gradienten Uiy, Ei,; und O,

gewdhlt. Als abhingige Variablen ergeben sich T}, Di, gi, n und U. Es wird das elektrische Gibbs-
Potential (Mason, 1954) eingefiihrt:

0G=0oU~-E;D;—O¢n (13)

Nach dem Prinzip der Aquipriisenz wird angenommen, daf} jede der abhingigen Variablen vom gesamten
Satz der unabhéngigen Variablen abhiingig ist. Fiir homogene Korper entfillt die explizite Abhingigkeit
von der materiellen Koordinate X;. Eine explizite Zeitabhéngigkeit, wie z.B. Alterung, wird ausgeschlos-
sen. Da nach dem Prinzip der materiellen Objektivitit die Starrkérperbewegungen nicht das Materialver-
halten beeinflussen, existiert keine explizite Abhéngigkeit von u;. Die Zeitableitung der Gleichung (13)
ergibt

0G=9oU—E;D; —D; E; — © 97— gn® (14)
Die materielle Zeitableitung des elektrischen Gibbs-Potentials G(u;,;, E;, FE; s ©, 0,;) liefert
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Das Einsetzen der Gleichungen (14) und (15) in die Energiebilanz (11) fiihrt zu
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Die Gleichung (16) mu8 fiir beliebige Grofen ;,; B, Ej,i ,0,0,; erfiillt sein. Da die Ausdriicke in den
Klammern unabhingig von den genannten GréSen sind, miissen sie sich jeweils zu 0 ergeben (Nowinski,
1978). Daraus folgen die Konstitutivgleichungen
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Aus Gleichung (17) folgt die Unabhéngigkeit des Gibbs-Potentials von den rdumlichen Gradienten E; 7
und O,;. Weiterhin ergibt sich aus (16) und (17) die Restenergiegleichung (18)
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Die Substitution der spezifischen Wirmequelle r in der Entropieungleichung (10) mit Hilfe der Restener-
giegleichung (18) fiihrt zu
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Die Entwicklung des Vektors der Warmestromdichte g; in eine Taylorreihe fiir beliebige, aber fest gewéhlte
Wjk » Ej, Ej,, ,© um den Punkt ©,; = 0; und deren Einsetzen in die Ungleichung (19) liefert die konstitu-
tive Gleichung fiir den Vektor der Wirmestromdichte (20), welche dem Fourierschen Wirmeleitungsgesetz
entspricht, wobei der Wiarmeleittensor \;; positiv semidefinit scin muf8 (Carlson, 1972):
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Um weitere Aussagen zu erhalten, wird das elektrische Gibbs-Potential G = G(ui,j , E;,©) um den Aus-
gangszustand ¢ Go = ¢ G(0;5,0;, ©) in eine Taylorreihe entwickelt. Mit Einfiihrung der Temperaturinde-
rung ¥ = © — Qg ergibt sich
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Das elektrische Gibbs-Potential des Anfangszustandes kann ohne Einschrankung der Allgemeingiiltig-
keit zu 0 gesetzt werden, da in die konstitutiven Gleichungen nur Ableitungen von G eingehen. Die 1.
Ableitungen représentieren den jeweiligen Anfangszustand der Spannung (z.B. Eigenspannungen), der
elektrischen Verschiebung und der Entropie. Diese Anfangszustinde kénnen fiir viele Anwendungsfille
unberiicksichtigt bleiben (Altenbach, 1994). Die 2. Ableitungen entsprechen den konstitutiven Gleichun-
gen einer geometrisch und physikalisch linearen Materialtheorie. Ihren Koeffizienten kdnnen folgende
Bedeutungen zugeordnet werden:
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Da die spezifische Warmekapazitéit bei konstantem Volumen definiert ist als
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kann a in Gleichung (24) ersetzt werden durch
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Mit den eingefiihrten Koeffizienten ergibt sich ein quadratischer Ansatz fiir das elektrische Gibbs-
Potential:
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Die linearen konstitutiven Beziehungen zwischen den thermischen, elektrischen und mechanischen Feld-
grofien lassen sich unter Nutzung von Gleichung (17) aus Gleichung (27) ableiten:
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2.3 Gekoppelte Feldgleichungen

Die Impulsbilanz (2), die Drehimpulsbilanz (3), die Bilanz des elektrischen Feldes (5) und die Restener-
giegleichung (18) bilden die Grundlage fiir die gekoppelten Feldgleichungen:
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Da das elektrische Feld entsprechend Gleichung (12) als wirbelfrei angenommen wird, kann es aus dem
Skalarfeld des elektrischen Potentials ¢ gemif

Ei = =¥ (34)
abgeleitet werden. Die Substitution der konstitutiven Gleichungen (28) - (30), des Fourierschen Wirme-

leitungsgesetzes (20) und des elektrischen Potentials ¢ in die Feldgleichungen (31) - (33) fithrt auf das
folgende gekoppelte Differentialgleichungssystem
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Zur vollsténdigen Beschreibung des gekoppelten 3-Feldproblems bedarf es noch der jeweiligen Randbe-

dingungen auf der Oberfliche O, die als Vereinigung von Teiloberflichen angenommen wird, wobei keine
Uberschneidungen existieren.

O0=0,U07=0,U0p =0yU0,, UO,, (38)
O0,NOr=0,N0p=0sN0,, NO,, =0 (39)
u; = U; — Randverschiebung auf O, Tjin; = t; - Randspannung auf O (40)
¢ = p — Randpotential auf O, D;n; = —Q - Oberflichenladung auf Op (41)
v=1 - Randtemperaturdnderung auf Oy ¢; n; = —g, — Randwirmestromdichte auf Oy, (42)
qin; =qp = hy (9 + Og — O ) — konvektiver Wirmeiibergang auf Oq., (43)

3 Variations- und Finite-Element-Formulierung

Unter Einfiihrung der Gewichte du; — virtuelle Verschiebung, 6@ — virtuelles elektrisches Potential und
61 — virtuelle Temperatur lassen sich die Feldgleichungen (31) - (33) und die dazugehorigen Randbedin-
gungen (40) - (43) dquivalent als Funktionale darstellen:
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Mit den konstitutiven Gleichungen (20),(28) - (30) und der Gleichung (34) ergibt sich aus den Gleichungen
(44) - (46) eine Formulierung der schwachen Form des thermoelektromechanischen Gleichgewichts, welche
die Grundlage zur Ableitung einer Finite-Element-Beziehung bildet:
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Die Feldgréflen innerhalb eines Elementes (ue,.,?.) konnen mit Hilfe der Ansatzfunktionen
(Ny, Ny, Ny) und der Knotenfreiheitsgrade (uy,,,J%) iiber die folgende Verkniipfung approximiert
werden:

u, = Ny (&, 8,8&) ug e = Ny (&1,82,83) oy Ye = Ny (&1,62,83) Vi (50)

Zur Vereinfachung der Darstellung werden die Matrizen der Differentialoperatoren

[ 6/31’:1 0 0
8 a/gxz B/gx Bjom
D, = 3 D, =Dy = | 8/0zs (51)
9/0xzy 0/0x 0 8/8z:
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eingefiihrt und auf dic Ansatzfunktionen angewendet. Es ergeben sich in symbolischer Schreibweise die
Matrizen
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B, =D, N, B, =D,N, By =Dy Ny (52)

Das Einsetzen der Gleichungen (50) und (52) in die Formulierung der schwachen Form des thermoelektro-
mechanischen Gleichgewichts verbunden mit der Annahme 6F, = 2. O0F%, 6Fy = EéF;, 0Fy = ) 0F§
liefert die Element-Energiefunktionale in semidiskreter Matrix-Schreibweise:
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Mit den Abkiirzungen

Mg, = [.Nf pN.dV K¢, = [ .BTeB,dV K5, = [,.NJ Ny@x¢ B, dV
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148t sich das folgende Differentialgleichungssystem fiir ein Element ableiten:

M, ik + K&, u + K& o) — K&y 9 = £° (57)
Ko w, — K, 0 + Koy =2 (58)
K, tr = K5, ¢y + Hiy 0 + Ky O = £5 (59)

Bei Zusammenfassung der Elementmatrizen zu einer globalen Matrix kénnen die Systemgleichungen in
Vektor-Matrix-Schreibweise wiedergegeben werden:

My, 0 O i [0 0 0 (
0 oofl|¢|l + | 0o o o :
0 00 9 | Ko —Kyop Hyyp

i Ky Kutp —Kus u f.
+ Kou Ky, Koyy o | =11, (60)
0 0 Ky 9 £

4 Losungsstrategien

Wird die Zeitabhéngigkeit der Feldgrofien vernachlissigt, vereinfacht sich das Gleichungssystem zu
u ; i
o=t (61)
) fy
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Die Gleichungen sind nun nicht mehr vollstindig gekoppelt und kénnen in zwei Schritten geldst werden:
1. Berechnung des Temperaturfeldes (62), 2. Losung der gekoppelten piezoelektrischen Gleichungen (63)

Kﬂﬁ 9= fg (62)
[Kw Koy } [u}:[fu+ng19 -

Keou —Kgp » f, —Kyo 9
Fiir die numerische Behandlung des vollstindig gekoppelten Systems (60) ergeben sich prinzipiell zwei
Vorgehensweisen: 1. Die simultane Iteration iiber die elektromechanischen und thermischen Variablen,

2. Die sukzessive, ungekoppelte Vorgehensweise, bei der das piezoelektrische und das thermische Problem

nacheinander iterativ gelost werden und jeweils die AusgangsgrofBen fiir die Losung des koexistenten
Problems liefern.

In der Arbeit von Argyris u.a. (1984) werden die numerischen Eigenschaften dieser beiden Verfahren fiir
thermomechanische Vorginge untersucht und diskutiert. Die Vorteile der sukzessiven Lésung liegen in
ihrer algorithmischen Einfachheit und einer schnelleren Konvergenz gegeniiber der simultanen Losung
bei schwach gekoppelten Systemen. Im Gegensatz zur simultanen Losung kénnen hier zwei unabhéngige
Programmteile fiir die Berechnung des piezoelektrischen und des thermischen Feldproblems genutzt wer-
den. Da die Realisierung der thermopiezoelektrischen Kopplung im Rahmen dieser Arbeit unter Nutzung
eines bestehenden FEM-Systems (COSAR) erfolgt, wurde der Methode der sukzessiven Kopplung der
Vorzug gegeben. Dabei werden in jedem Schritt der Zeitintegration die Gleichungssysteme der instati-
ondren Warmeiibertragung (64) und der Piezoelektrizitét (65) separat geldst, wobei die Koppelterme als
Kraftvektoren auf der rechten Seite der Gleichungssysteme beriicksichtigt werden:

Hyy () + Ky (g = fs — Ky, oM + Ky (i)(;') (64)
[ My, 0 ] [ (())u ] n [ Ku. Kup ] { (D ] _ [ £, + Kus <(f>)19 (65)
0 0 Y Kou Koo (l)(p f, —Kyo WY

Bei der Zeitintegration wird fiir die Gleichung der Wirmeiibertragung das Crank-Nicolson-Verfahren und
fiir die piezoelektrischen Gleichungen das Newmark-Verfahren verwendet. Fiir den 1. Zeitschritt werden
die Ausgangszustédnde der Temperatur, der Verschiebungen und des elektrischen Potentials benutzt. Fiir
jeden Zeitschritt erfolgt eine Iteration der piezoelektrischen Variablen und der Temperatur, bis sich ein
Gleichgewichtszustand eingestellt hat.

5 Berechnungsbeispiel

Zur Verdeutlichung der beschriebenen Koppeleffekte wird ein von T.R. Tauchert vorgestelltes Benchmark-
Beispiel (Tauchert, 1997) untersucht. Eine Platte mit einem Breite-Hohe-Verhéltnis von b/h = 5 und dem
im Bild 1 dargestellten Lagenaufbau wird einer thermischen Belastung ausgesetzt. Es wird ein ebener
Verzerrungszustand senkrecht zur z;-Achse angenommen. Weiterhin gelten an den Réndern der Platte
(z2 = 0,b) fiir jede Schicht k die periodischen Randbedingungen ugk) = crg;) = 0. An den Innenflichen
z3 = —0.3h,0.3h und den Réndern der piezoelektrischen Schichten wird das elektrische Potential bei
¢ = 0 gehalten, wihrend sich auf den Auflenflichen eine beliebige Potentialverteilung einstellen kann.
Die einzelnen Lagen weisen folgende Materialeigenschaften auf:

e isotrope Schicht: E = Ey, v = v, @ = ap, A = Ao, 0 = 00, Cv = Cyo0

o orthotrope SChiCht, 0°: E2 =90- EQ, E1 = Eg =5 Eo, G12 = G23 =4. EQ, G13 = 1,5 . Eo,
V12 = V13 = Va3 = Vg, &g = 0,0002- g, oy = a3 = 0,2-ag, A2 =100- Ao, Ay = A3 = Ao, 0 =0,2-gg,
ci = 3 ¢iCysn

¢ orthotrope Schicht, 90°: Ey = 90- Ey, B> = E3 = 5+ Eg, G12 = G13 = 4 - Eg, Gag = 1,5 - Ey,
vig =113 = Va3 = Vg, on = 0,0002- ap, a2 = a3 = 0,2-cp, Ay =100+ Ao, Az = X3 = Ao, 0 =0,2: 9o,
Cy :3'61,0

e piezoelektrische Schicht: E = Ey, v = vy, @ = ag, A = A, k1 = ks = Ko, k3 = 10 - Ko, p = Ppo,
d31 = d3z = dog = dp, d33 = 1,4 - dp,0 = 00, ¢y = Cuo
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piezoelektrisch -
orthothrop, 90° S
—Ay isotrop
orthotrop, 0° Q
piezoelektrisch =
b

Bild 1: Laminataufbau der untersuchten Platte

Zur Berechnung wurden folgende Werte benutzt (siehe Bild 1): b=50mm, h =10 mm,
Eq = 2000 Nmm 2, vy = 0,25, ap = 10e™8 K1, do=1WKIm~t, ko = le™® Fm~1,
do =27 mV~1, po=0,25e" Cm~2K~!, gy = 7600 kgm=3, cyo =420 Wskg~'K~'. Die Platte
wird am Rand z3 = —h/2 einer plétzlichen sinusférmigen Temperaturbelastung o = sin(my/b)
mit ¥g = 50 K ausgesetzt, wihrend die Rinder 22 =0, z, =b und z5 = h/2 keine Anderung der
Randtemperatur erfahren (@ = 273,15 K).

Zur Untersuchung des Problems mit Hilfe der FEM wurde jede Schicht mit 26 isoparametrischen Scheiben-
elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen modelliert. Bei Vernachlissigung der Zeitabhingigkeit der
Feldvariablen kann die stationiire Lésung entsprechend den Gleichungen (62) and (63) ermittelt werden.
Das Diagramm in Bild 2 zeigt die normierte Verschiebung (u} = uz hag* 190_1 b=2) iiber die Hohe im Mit-

-0,055
u;‘ _ ‘;___—.._—-———"
-0,06 - : T,/“'—_'—_'"

-0,065

-0,07
o a (ungekoppelt, analytisch
0,075 (ungekopp ytisch)
—— b (ungekoppelt, numerisch)
5 i —e— c (gekoppelt, numerisch)
'0,08 f T T T
-0,5 -0,3 -0,1 0,1 0,3 Hohe, x* 0,5

Bild 2: Normierte Verschiebung w3 [0,5b; 3]

telschnitt der Platte. Der Graph a beschreibt die in Tauchert (1997) angegebene analytische Losung unter
Vernachldssigung der piezoelektrischen Effekte und des pyroelektrischen Effekts. Zum Vergleich wurde
auch eine FE-Berechnung ohne Beriicksichtigung der piezo- und pyroelektrischen Kopplung durchgefiihrt
(Graph b). Die ermittelte Lésung stimmt sehr gut mit der analytischen Lésung iiberein. Graph c zeigt die
berechnete Plattenbiegung, wenn zusitzlich die piezo- und pyroelektrischen Kopplungseffekte beriicksich-
tigt werden. Das Ergebnis zeigt, daf8 diese Kopplung einen starken Einflufl auf das Ergebnis besitzt. Bei
Beriicksichtigung der piezo- und pyroelektrischen Kopplung ergibt sich in den piezoelektrischen Schichten
eine Potentialdifferenz. Bild 3 zeigt die Anderung des elektrischen Potentials auf der unteren piezoelek-
trischen Schicht (z3 = —0.5h) iiber der Plattenbreite. Die Kurve a représentiert die FE-Losung unter
Beriicksichtigung der piezoelektrischen Kopplung; Graph b beschreibt die Losung, wenn zusétzlich auch
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auch die pyroelektrische Kopplung beriicksichtigt wird. Diese Darstellung zeigt, dafl der pyroelektrische
Effekt insbesondere bei der Sensorfunktion der Piezokeramiken beriicksichtigt werden musf.

250
P V]

200 -

150 -

—e—a (piezoelektrisch)

—o—b (thermopiezoelektrisch)

100 -

50 1~

0 02 04 0,6 08 Breite, x¥ 1

Bild 3: Elektrisches Potential ¢ [z3; —0, 5 h]

Wird die Zeitabhéngigkeit der Feldvariablen beriicksichtigt, miissen die gekoppelten Gleichungen (64) und
(65) gelost werden. Aufgrund der stofartigen Belastung wurde zum belasteten Rand hin eine Netzverfei-
nerung durchgefiihrt, um Anfangsoszillationen der instationiren Losung zu vermeiden. Im Bild 4 ist der
Temperaturverlauf am Punkt [z2 = 0.5b; 3 = —0.4 h] iiber die Zeit aufgetragen. Die Kurve a beschreibt
die ungekoppelte Losung des instationdren Temperaturfeldes, wihrend Graph b die gekoppelte Losung
unter Berticksichtigung des elektrokalorischen Effekts beschreibt. Der Effekt der Deformationswiirme ist
in diesem Beispiel sehr gering und wird nicht betrachtet. Die Kurve ¢ beschreibt die Differenz der beiden

Losungen a und b und damit den EinfluB8 des elektrokalorischen Effektes, der in diesem Beispiel ebenfalls
relativ gering ist.

320 5 0,2
® [K] '
310 -peeee o + 0
A® [K]
300 4 - -0,2
290 - 1 -0,4
280 4 a (ungekoppelt) 0,6
o b (gekoppelt)
* z —e— ¢ (elektrokalor. Eff)

270 ; ; r T -0,8

0,01 0,1 1 g Zeit[s] 10 100 1000

Bild 4: Temperatur ©® und Temperaturdifferenz A® am Punkt [0,5b; —0,4 h] iiber die Zeit
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6 Zusammenfassung

Auf der Grundlage der thermoelektromechanischen Bilanz- und Erhaltungsgleichungen und einer linearen
Materialtheorie wird die schwache Form des vollstéindig gekoppelten thermopiezoelektrischen Gleichge-
wichts entwickelt, welche die Basis zur Ableitung einer allgemeinen FEM-Formulierung bildet. Es zeigt
sich, daf} das erhaltene System von gekoppelten Differentialgleichungen eine unsymmetrische Struktur
aufweist. Die Temperatur ist nur von den ersten Zeitableitungen der Verschiebung und des elektrischen
Potentials abhéngig. Fiir stationire Berechnungen kénnen die Gleichungen teilweise entkoppelt geldst
werden. Fiir die instationére Analyse wird eine sukzessive iterative Losungsstrategie vorgeschlagen. An
einem Beispiel wird veranschaulicht, daf} die untersuchten thermischen Effekte einen deutlichen EinfluB

auf das Systemverhalten piezoelektrisch geregelter Strukturen haben kénnen, der beriicksichtigt werden
muf.
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Symbole

A — Fliche U - spezifische innere Energie

Cijri — Steifigkeitstensor U; — Geschwindigkeitsv. der el. Ladungstriger
D; — Vektor der elektr. Verschiebungsdichte z; - Ortsvektor

E - E-Modul a — Wérmeausdehnungskoeffizient

E; — Vektor der elektrischen Feldstiirke €i;x — Permutationssymbol

eijk  — piezoelektrischer Kopplungstensor Gij — Tensor der therm. Spannungskoeffizienten
H; — Vektor der magnetischen Feldstiirke n — spezifische Entropie

Ji — Vektor der elektrischen Stromdichte 0 — absolute Temperatur

m — Masse ©p - abs. Temp. des Ausgangszustandes

n; — Normalenvektor O - abs. Temp. der Umgebung

O — Oberfldche K — Dielektrizitétstensor

i — Vektor der pyroelektr. Koeffizienten v — Querkontraktionszahl

i — Vektor der Wirmestromdichte 0 — Dichte

T — Spannungstensor o  — elektrische Ladungsdichte

t — Zeit
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