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Lösbarkeit eines mathematischen Modells für Dichtungen mit

magnetischen Flüssigkeiten

T. Mitkova

In dieser Arbeit betrachten wir ein mathematisches Modell zur Beschreibung der Strömungsverhältnisse

in Dichtungen mit magnetischen Flüssigkeiten. Ausgehend vom physikalischen, dreidimensionalen Mo—

dell zeigen wir, daß aufgrund der geringen Spaltbreite eine zweidimensionale Betrachtungsweise zulässig

ist. Die mathematische Lösbarkeit des vereinfachten Modells wird mit der Galerkin-Methode untersucht,

wobei abweichend zu Standardtechniken schwache Mamimumprinzipien für gemischte Randwertaufgaben

zum Einsatz kommen.

1 Einleitung

Magnetische Flüssigkeiten, die auch Ferrofluide genannt werden, stellen komplexe Fluide dar, deren Ver—

halten sich durch ein äußeres magnetisches Feld beeinflussen läßt. Ein Standardwerk über Ferrofluide ist

das Buch von Rosensweig (1985). In Rosensweig (1979) findet man eine Reihe von technischen Anwen-

dungen von magnetischen Flüssigkeiten, z.B. zur Dämpfung von Schrittmotoren, zur Abdichtung von

Drehführungen (in Festplatten) und in der Medizin. Das Bild 1 stellt die Abdichtung von Drehführungen

mit magnetischen Flüssigkeiten schematisch dar.

 

‘ B

Bild 1. Dichtung mit magnetischer Flüssigkeit: 1 - Magnet, 2 - Kern, 3 - Magnetkern mit hyper—

bolischem Kopf, 4 — Schaft (Rotor), 5 - magnetische Flüssigkeit, A — Gebiet mit hohem

Druck, B — das Gebiet mit niedrigem Druck

Die Vorteile dieser Art zur Abdichtung von Drehführungen sind gut bekannt. Bei einer magnetischen

Dichtung existiert im Unterschied zur Manschettendichtung keine Kontaktreibung. Die hohe Qualität

der Hermetisierung und das Selbstwiedereinsetzen bei Durchbrüchen sind zwei der für praktische An—

wendungen wichtigen Eigenschaften der magnetischen Dichtungen.

Die Lage und Gestalt der magnetischen Flüssigkeit spielt eine wichtige Rolle für das Dichtungsverhalten.

Die das mit Flüssigkeit ausgefüllte Gebiet begrenzenden Oberflächen setzen sich aus zwei vorgegebenen

Oberflächen (die Oberfläche des Rotors und des magnetischen Kerns) und zwei freien Oberflächen zusam—

men. Die Zuverlässigkeit der Dichtung hängt von der Form der freien Oberflächen ab, deren Berechnung

die Simulation des Strömungsverhaltens der Flüssigkeit voraussetzt.

Für praktische Anwendungen und für die Effektivität der verwendeten Anlagen ist es sehr wichtig, daß

man das Verhalten der Dichtung gut untersucht. Dazu brauchen wir ein geeignetes, mathematisches

Modell, das sich durch ein System von partiellen Differentialgleichungen mit entsprechenden Randbe—

dingungen beschreiben läßt.

Im nächsten Abschnitt des Artikels stellen wir die mathematischen Gleichungen dar und formulieren

Bedingungen, unter denen sich das dreidimensionale Problem durch ein zweidimensionales Problem be—

schreiben läßt. Im dritten Abschnitt werden wir das stetige Problem in eine Variationsformulierung
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überführen. Eine wesentliche Bedeutung für die Untersuchungen hat die Behandlung der inhomogenen

Dirichletranddaten. Im Abschnitt 4 sind die Aussagen zur Existenz einer Lösung formuliert. Die Existenz

zeigen wir mit der in Girault und Raviart (1986) beschriebenen Galerkin-Methode, die eine Standard—

beweistechnik ist. Obgleich die Form für das gekoppelte Problem auf dem Produktraum nicht positiv

ist, gelingt es durch eine alternative Technik die Existenz einer Lösung eines äquivalenten Problems

nachzuweisen. Schließlich geben wir einen Ausblick der Möglichkeiten für numerische Untersuchungen

der Modellgleichungen.

2 Mathematisches Modell

Die physikalischen Gesetzmäßigkeiten, die in magnetischen Flüssigkeiten und im umgebenden Medium

gelten, lassen sich mathematisch durch ein System partieller Differentialgleichungen mit entsprechenden

Randbedingungen beschreiben. Der zeitliche Verlauf eines allgemeinen elektromagnetischen Feldes wird

durch die Maxwell-Gleichungen beschrieben. Da eine magnetische Flüssigkeit als nichtleitend angesehen

werden kann, reduzieren sich die Maxwell—Gleichungen auf

curl H = 0 div B = 0
(1)

Dabei bezeichnen H die magnetische Feldstärke und B die magnetische Induktion. Zwischen der magne-

tischen Feldstärke H und der magnetischen Induktion B besteht der im allgemeinen nichtlineare Zusam-

menhang B : u(|H|)H‚ dabei heißt magnetische Permeabilität. Im betrachteten Anwendungsfall

ist die magnetische Feldstärke H groß im Vergleich zur Magnetisierung M des in der Sättigung befind-

lichen Ferrofluids. Damit sind Formänderungen der freien Oberfläche auf die magnetische Feldstärke

vernachlässigbar.

Für inkompressible Medien, d.h. für Medien mit konstanter Dichte p erhält man aus der Massen- und

Impulsbilanz die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen. Wir benutzen sie als Grundlage des ma-

thematischen Modells, das die hydrodynamischen Eigenschaften der magnetischen Dichtungsfiüssigkeit

beschreibt.

Das zugrundeliegende Strömungsgebiet kann bei stationärer Betriebsweise rotationssyrnrnetrisch ange—

nommen werden. Wir betrachten daher die inkompressiblen, stationären Navier—Stokes Gleichungen in

Zylinderkoordinaten a: = rcosgo, y : rsincp, z = z und nehmen an, daß v : (Umvwvz) nur von r, z

abhängt. Dann gilt

övr vi 811T _ (9P 621),. 18% 1),» (92m
p<vr T—T+vz—>—fT—5F+n( +————+ ) (2)

       

Ö öz ör2 r 87" T2 822

am, 1)er am, _ ‘ 82a„ 1 81)“, up (92%

P<vrar + r “2E 490+" er? m? 72+ 322 (3)

% + 6—02. — f __ 8_P + _._a2vz + + _azuz (4)

p Ur 6r DZ 82 _ z 82 n 67‘2 7" ör 822

811T UT övz _

p(ar+7+5;)-0 (5)

Hier bezeichnen v und P die Geschwindigkeit und den Druck. Die physikalischen (konstanten) Parameter

sind die Dichte p und die dynamische Viskosität n. Da wir die Werte der magnetischen Feldstärke H

und der mittleren Magnetisierung M = 3E fOH MdH kennen, hat die Kraft f = (f1, f2)T die folgende

Darstellung f = ,uolVIVH, wobei ‚uo die magnetische Feldkonstante ist (Rosensweig, 1985). Aufgrund

der Rotationssymmetrie gilt pr : 0. Seien R der Radius des Rotors, a < R die Spaltbreite (Bild 2) und

v0 die Geschwindigkeit des Rotors für r = R. Die Einführung dimensionsloser Variablen

 

_R
P

er Y:E 111:3)l U2=v—z cal—2‘5 pz—Z- (6)
a a ’00 U0 U0 p110
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ergibt

 

8m am a 2 _ Öp 1 82111 a öul

“16X+“2ay (R+aX)°" ‘ f1—6_X+E<6X2+(R+ax)a—X (7)

_ L 2 + 312
R+aX “1 3Y2

aug 6m __ 6p 1 82112 a öug 82'112

“16X+“2W“ 2_ay+E(—8X2 <_R+ax)3:7+ aw (8)

am a 81142 _

fi+(“—R+ax>“l+'aV—O (9)

 

u8_w+u6_w_ a _ 1 Ö2w+ a 8_w a 2 +82w (10)

18X 26y R+aX W’— Re 6X2 R+aX 8X R+aX w 6Y2

mit der Reynoldzahl Re 2 pvoa/17. Vernachlässigt man alle Terme der Form

a 6 ‚_ _a

Karin? fur 5—?“ (11)

mit Ausnahme des Terms vor wg in der ersten Beziehung der im wesentlichen die zentrifugalen Kräfte

beschreibt, erhalten wir das folgende Modell in dimensionslosen Größen

1
. _5 2: _ _A

12u Vu w f Vp+Re u ( )

V-u=0
(13)

1

u-sz—Aw (14)
Re

mit 11 = (u1‚u2)T. Für gegebenes w sind die Gleichungen (12) und (13) die inkompressiblen Navier-

Stokes Gleichungen im zweidimensionalen Querschnitt. Für die Umfangsgeschwindigkeit w ergibt sich

eine Konvektions—Diffusionsgleichung. Dies bietet die Möglichkeit der iterativen Lösung des Systems

(12)-(14) unter Verwendung von Programmteilen für zweidimensionale Berechnungen.

Sei Q ein beschränktes Gebiet des R2 mit Lipschitzstetigem Rand F : ÖQ. Wir betrachten das Modell

der stationären, inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen in dimensionsloser Form7 das die Kopplung

zwischen der Sekundärströmung u und der Hauptströmung w beinhaltet:

1

ReAu+u - Vu+Vp = f(w2) in Q (15)

V-u:0 inQ (16)

1 A + -V *0 ' Q (17)wg w u w— in

Auch die Randbedingungen lassen sich aufgrund der Rotationssymmetrie auf Randbedingungen für den

zweidimensionalen Querschnitt zurückführen. Im Einzelnen gilt:

u z 0 auf FC U F5
(18)

uvn:0 aufFF (19)

n-U(u,p)ijvr=0 aufFF, 151,352 (20)
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w = 1 auf PS
(21)

w = 0 auf FC (22)

Öw
—— : fan 0 au PF (23)

mit F = FC U F5 U FF 2).

In (15) ist f gegeben durch

6w2 + ü?!
f(w2) = < 1108H 8a: (24)

l

 

3 
Bild 2. Das Modellgebiet: 1 - Oberfläche des Magnetkerns FC, 2 — Rotoroberfläche F5, 3 - freier

Rand FF, a - Spaltbreite

Dieses Modell für Dichtungen mit magnetischen Flüssigkeiten lässt sich mathematisch als ein System

von partiellen Differentialgleichungen (15)-(17) mit Randbedingungen (18)-(23) auffassen. Für die Ge—

schwindigkeit u und den Druck p gelten die (zweidimensionalen) Navier-Stokes Gleichungen (15)-(16).

Die Oberfläche des Magnetkerns FC und die Rotoroberfläche F5 sind die festen Ränder des Gebiets Q,

Deshalb gilt für u|FCuFS die klassische Stokes—Randbedingung (18). In Cuvelier und Driessen (1986)

ist bewiesen, daß auf dem freien Rand FF nicht die klassische Stokes-Randbedingung gilt, sondern die

Gleitrandbedingungen (19)—(20). Hier bezeichnet n - den Normalenvektor, 7' — den Tangentenvektor und

U(u,p)ij — den Spannungstensor. '

Für die Umfangsgeschwindigkeit w gilt die Konvektions-Diffusions Gleichung (17). Die Drehung des

Schafts erzeugt die inhomogene Randbedingung (21) auf F5. Da der Konzentrator feststehend ist, ver-

schwindet w auf I‘C.

Die Zentrifugalkraft ist der Grund dafür, daß die Funktion f quadratisch von der Umfangsgeschwindigkeit

w abhängt.

Das gekoppelte System zur Bestimmung von u, p, w wird iterativ gelöst. Bei bekannter Umfangsgeschwin-

digkeit w bestimmen wir (u‚p) aus (15), (16), (18), (19), (20). Die Berechnung von w aus (17), (21),

(22), (23) unter Nutzung des zuvor bestimmten Feldes u ergibt eine neue Näherung für ea.

In dieser Arbeit benutzen wir die üblichen Bezeichnungen aus Girault und Raviart (1986). Die Normen in

den Lebesgue- und SoboleV—Räumen Lp(Q) und seien durch ~ IIO’p’Q und - die Seminorm

in Hm(fl) durch | - Im,n bezeichnet. Das Skalarprodukt im L2(Q) wird mit (-, notiert. Zur besseren

Lesbarkeit werden vektorwertige Funktionen und Räume durch Fettdruck gekennzeichnet.
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3 Schwache Formulierung

Um das Problem (15)—(23) in eine schwache Formulierung zu überführen, verwenden wir die folgenden

Ansatz— und Testräurne:

V:=(H1(Q))2

V0 2: {VEVlv-n20auff‘p undv:0auchUFs}

Q == L362) = {q E 132(9) | (q‚ 1) = 0}

(25)
W2: {VEV0|(q,V-v)=0 VqEQ}

Z :: {z E H162)|z= 1 aqu‘S und 2:0 aufFC}

Z0 := {z E H162)|2 =0 aqu‘sUFC}

Die Räume Q = L362) und V0 3 (H662))2 genügen der LBB—Stabilitätsbedingung, das heißt

aß > o, so dais vq e Q ßHqIIo s sup m (26)
VEVo lvll

Einen Beweis der LBB—Stabilitätsbedingung für die Räume L362) und (H362))2 findet man in Girault

und Raviart (1986).

Wir führen nun die folgenden Bilinearformen und Trilinearformen ein:

a(u,v) := (Vu,Vv) Vu E V, v E V

A(w,z) :: (Vw,Vz) Vw 6 H162), z E H162)

n(u,v,m) z: (u-Vv,m) V11,v G V, m E V

N(u,w,z) := (u-Vw,z) VuEV,w€H162), zEH162)

Für u,v 6 V0 ist a(u, v) das übliche Skalarprodukt auf V0. Eine Variationsformulierung von (15)-(23)

lautet nun:

Finde ein Tripel {u‚p‚w} 6 V0 x Q X Z, so daß

Elga(u,v) + n(u,u,v) — (p,V - v) : (f(w2),v) VV 6 V0

(q,V-u)=0 VqEQ I (28)

—I%—eA(w,z) + N(u‚w,z) = 0 V2 6 Z0

Ziel der Untersuchungen ist es, Aussagen zur Lösbarkeit des Problems (28) herzuleiten.

Zunächst führen wir eine Homogenisierung der Dirichletschen Randbedingung w : 1 auf I‘S durch. Da F5

und FC keine Punkte gemeinsam haben, gibt es eine Erweiterung A0 6 Z mit A0|FS : 1 und ÄOIFC z 0.

Anstelle von w suchen wir nun S, wobei w z: S + A0 ist. Durch die Einschränkung der Testfunktionen

auf den Raum W aller divergenzfreien Funktionen aus V0 kann der gesuchte Druck p eliminiert werden.

Nach der Homogenisierung und der Druckelimination lautet das Variationsproblem:

Finde ein Paar {11, S} E W x Z0, so daß

fia(u,v) + n(u‚ u, v) : (f((S + A0)2),v) Vv E W ( )

29

fiA(S,z) + N(u,)\0,z) + N(u,S,z) = —RieA()\o,z) V2 E Z0

Wenn das Tripel {u,p,S} E V0 X Q x Z0 eine Lösung des Variationsproblems ist, dann ist das Paar

{u‚ S} E W x Z0 eine Lösung des Problems (29).
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Die Umkehrung gilt ebenfalls, da die Räume V0 und Q durch die LBB—Stabilitätsbedingung (26) mit-

einander verknüpft sind. Ist das Paar {u, S} E W >< Z0 eine Lösung des Problems (29), dann existiert

ein eindeutiges p E Q, so daß das Tripel {u,p, S} E V0 >< Q >< Z0 eine Lösung des Variationsproblems

ist. Deshalb beschränken wir uns in den folgenden Darstellungen auf die Analyse des Problems (29).

Für unser weiteres Vorgehen benötigen wir einige Eigenschaften der Trilinearformen. Die folgenden Aus-

sagen finden wir in Dorok (1995).

Lemma 1 Die Trilinearformen n : V >< V >< V —> R, N : V >< H1(Q) >< H1(Q) —> R sind stetig, d.h‚

In<u‚v‚m>| s CllV|1‚nll“||o,4,nHm||o,4‚nSc2|V|1‚n||“||1,nHmH1‚n vu‚v‚mev (30)

|N(u‚s‚z>| s esI511‚nllullo‚4,nHzleSc4ISI1‚nIIuII1‚gIIzH1‚n Vu€V‚S‚z6H1<n> (31)

Lemma 2 Sei u E V mit V - u = 0 und u-nlF : O. Dann haben die Trilinearformen n(-‚-,-) und

N(-, o, die Eigenschaften:

n(u; v, m) = —n(u,m,v) Vv,m E V (32)

N u, S, 2) = —N(u, 2,5) VS, 2 E H1(Q) (33)

n(u;v‚v) = 0 Vv E V (34)

N(u,S,S) = 0 VS E H1(Q) (35)

Die Anwendung von Standardtechniken zum Nachweis der Existenz einer Lösung des Problems (29)

erfordert die Positivität der entsprechenden Form der linken Seite von (29) auf dem Produktraum W >< Z0.

Mit Hilfe des Lemmas 1 und des Lemmas 2 kann für alle v E W,2 E Z0 die folgende Abschätzung

durchgeführt werden:

Rleah’av) + “(VA/9V) + fiA-(Zaz) + N(V‚/M175) + N(V>Z>Z) :

Riea(v,v) + fiAW) + N(v,Ao,z) 2

2 2 2 2

CSRieHVHLQ + CfifiEHZHIJZ — C4|/\0l1,0||V||1‚nllzll1,n Z

. 2 2

(Wesens—e — %|Äo|i,n) (Ilvllm + nznm)

wobei C5, c6 positive, aus der Poincareschen Ungleichung resultierende Konstanten und c4 die Konstante

in (31) bezeichnen. Somit stellt man fest, daß die Positivität und damit die Lösbarkeit von (29) nur

für kleine Reynolds-Zahlen Re gesichert werden kann. Ursache dafür ist, daß bei der Untersuchung

auf Existenz einer Lösung von (29) die Art der Kopplung zwischen der Geschwindigkeit u und der

Umfangsgeschwindigkeit S beweistechnisch vernachlässigt wird. Im Unterschied dazu überführen wir im

folgenden das Problem (29) durch “Elimination von S” in eine äquivalente Formulierung auf dem Raum

W. Zu diesem Zweck definieren und untersuchen wir das folgende (SP) Problem:

Sei v E W gegeben. Finde S E Z0, so daß

D(v;S,2) = [(2) V2 e Z0
(37)

mit

__1_D(v; S, 2) z: 1—21; A(S, 2) + N(V‚.S', 2) [(2) := Re A()\0, 2) — N(V‚ /\0,2) (38)

Für gegebene Funktion v E W ist D(V;S, 2) eine stetige Bilinearform auf Zo >< Z0. Für gegebene

Funktionen Äo E Z und v E W ist l(2) eine stetige Linearform auf Z0. Es gilt

1

D(v;2,2) 2 E IzliQ V2 E Z0, Vv E W (39)

Die Bedingungen des Satzes von Lax/Milgram (Girault und Raviart, 1986) sind damit erfüllt. Das
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bedeutet, daß das lineare Problem(SP) für jedes v E W eine eindeutige Lösung S E Z0 hat. Es existiert

also ein wohldefinierter Lösungsoperator

T:W——>Z0 v—>Tv:S (40)

Lemma 3 Der Lösungsopemtor T : W —> Z0 ist beschränkt und Lipschitz—stetig. Es gilt

lTv1~ mm s IIV1 — vzuw (4 + BIV2Im) <41)

wobei A = A(Re,HAOHOA’WIAOILWS), B = B(||/\0||074YQ,C‚Ü). Die Konstanten C und Ü sind die

Einbettungskonstanten der stetigen Einbettung der Räume V0 und Zo in den Räume L4(Q) bzw. L4(fl).

Beweis. Wegen |Tv|1,Q = |SI17Q betrachten wir eine a priori-Abschätzung für die Lösung S e Z0 des

Problems (SP). Zunächst gilt

im?!) g D(v; s, S) = 1(5) (42)

Mit den Eigenschaften (31) und (33) finden wir

1

1(5) s {gewollt + c|v|1‚QI|AoIIo‚4‚Q}Istm (43>

Dann gilt die a priori—Abschätzung

ISIm s {Holm + CRelvl1,Q|lello,4,9} <44)

Seien Tv1 : $1 und TV2 2 5'2, wobei V1‚V2 E W beliebig. Dann ist

lTvl ‘ TV2|1‚Q 2'51 ‘ S2|1,§2 (45)

Aus (40) folgt nach Differenzbildung, Ausnutzen der Eigenschaften (31), (33) und (35)

Isl — Sm s Ilv1— vgnw {HAOHW + ReÜ|52l1‚o} (46)

Zusammen mit (44) und (45) folgt die Ungleichung (41).

Wir können nun mittels T auf die zweite Gleichung in (29) verzichten und in der ersten Gleichung S

durch Tv ersetzen. Eine äquivalente Formulierung der Problems (29) lautet:

Finde v E W, so daß

ä a(v,m) + n(v‚v,rn) = (f((Tv + Ao)2),m) Vm E W (47)

Aufgrund der Äquivalenz der Probleme (29) und (47) können wir uns bei den weiteren Untersuchungen

auf das Problem (47) beschränken. Dabei ist von Vorteil, daß wir die Eigenschaften des Operators T und

damit die Kopplung zwischen der Geschwindigkeit v und der Umfangsgeschwindigkeit S beweistechnisch

ausnutzen können.

4 Existenz einer Lösung der stetigen Aufgabe

Wir zeigen zunächst die Existenz einer Lösung des Problems (47). Dazu schreiben wir das Problem (47)

in Operatorform

P(v) : 0 (48)
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mit

1

a(P(v)‚m> == E a(v,m) + n(v‚v‚m) — <f<<Tv + mm) vm e W (49)

Die Abbildung P : W —> W ist stetig. Als Grundlage zum Nachweis der Existenz einer Lösung des

Problems (48) benutzen wir eine Folgerung des klassischen Fixpunktsatzes von Brouwer, die man in

Girault und Raviart (1986) findet.

Theorem 1 Sei X ein endlich-dimensionaler Hilbert—Raum mit dem Skalarprodukt (-, und der Norm

| - IX. Weiter sei Q eine stetige Abbildung, Q : X —> X mit der folgenden Eigenschaft: Es existiert eine

Konstante k > 0, so daß

(Qx‚x)‚ S 0 VX E X mit |x[X : k (50)

Dann existiert ein Element x E X, so daß

Qx = 0, |x|X g k (51)

Das nächste Lemma liefert ein wichtiges technisches Resultat, das wir für unsere Beweistechnik benötigen.

Lemma 4 Seien w E Z0 und v E V gegeben und D(v;w,s) S 0 für alle s E H1(Q) mit s Z 0 und

5|Fcurs = O. Dann gilt für fast alle X E Q

w g sup w+
(52)

FcUFs

wobei w+ = mam(w‚ 0) E H1

Das Lemma (4) ist ein Sonderfall des schwachen Maximumprinzips, das man in Chicco (1970) finden

kann.

Lemma 5 Das Problem (47) hat eine Lösung v e W.

Beweis. Wir betrachten a(P(v),v) = Elga(v,v) + n(v,v,v) — (f((Tv + /\0)2),v). Mit (32) und (34)

gilt

a(P<v>‚v> 2 g—elvlig — (am +Mm vv e W <53)

Wir brauchen nun eine Abschätzung des Terms (f((Tv + A0)2),v). Wegen der Gestalt von f (24) gilt

(f((Tv+)\0)2), v) ~ Ö((Tv+/\0)2, v). Die Idee für eine geeignete Abschätzung, die von Dorok (1995) dar—

gestellt ist, können wir nicht anwenden, weil die Funktion f quadratisch von der Umfangsgeschwindigkeit

w abhängt.

Die Funktion Tv + A0 6 H1(Q) n L°°(Q) ist die schwache Lösung des Problems:

———1Aw+v'Vw:0
Re a

._ w .—

-0välrp-
0ers = 1: erc

Mit Hilfe von Lemma (4) finden wir Schranken für die schwache Lösung a)" : TV + A0 6 H1(Q) des

Problems (54).

D(v;w*—1‚3)=0 S 0 D(v;——w*‚3):0 S O

(«f—1))“ =0 S 0 :>w*51 —w*|ps :—1 S 0 :>w* 20

(w* — Ihre z —1 g 0 —w*|fc : 0 g 0

Daraus folgt die Abschätzung

||Tv + Aollom s 1 Vv e V (55)
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Mit der Abschätzung (55) und mit dem Einbettungstheorem H1 L) L1 gilt für v E W

l((Tv + A0)2,v)[ S I/(Tv + /\0)2vda:| 5/ Ivldx S Cl |v|139 (56)

Q o

Aus der Abschätzung (56) können wir schlußfolgern

a<P<v)‚v> 2 älvlig — 01mg (57)

mit C1 unabhängig von v.

Der Operator P ist also koerzitiv und wir setzen

K1 = K1(Re) := 01 Re
(58)

Nach dieser Vorüberlegung können wir nun die Existenz einer Lösung mit der Galerkin—Methode zeigen.

Da W ein separabler Hilbert—Raum ist, kann man ein System {IL-21 C W abzählbar vieler linear

unabhängiger Elemente in W auswählen, deren Linearkombinationen dicht liegen in W.

Sei Wm C W, Wm = span{ri}f;1. Dann ist mit

m

Gy = 221m y E Rm (59)

i:1

eine bijektive Abbildung G : Rm —> Wm definiert und |Gy|M2 ist eine Norm in Rm‘ Auf endlich-

dimensionalen Räumen sind alle Normen äquivalent, deshalb existiert ein [co > 0 mit |y| g 190|Gy|LQ .

Hier kennzeichen wir mit | - l die euklidische Norm in Rm. Wir definieren durch

(th = a(P(Gy‚ri)‚ i: 1, - - . ‚m (60)

einen stetigen Operator Q : Rm —> Rm. Da der Operator koerzitiv ist, gilt

(Qy,y) = a(P(Gy)‚Gy) Z 0 V lyl 2 koK1 (61)

Nach Theorem 1 existiert dann y E Rm mit Q? = 0. Wir setzen Wm = 0?, wegen (60) ist

a(P(wm),r,):0, i:1,...‚m (62)

Dann folgt aus (51)

|wm|LQ S K1 Vm E N (63)

Da der Raum W reflexiv ist, existiert wegen (63) eine Teilfolge ij und ein Element w E W, so daß

wmj —\ w in W. Wenn nun aus

wmj —\ W => a(P(me-),v) —> a(P(w),v) VV 6 W (64)

bedeutet das a(P(w),r,-) : 0 Vi E N. Da W : span{ri 0° erhalten wir a(P(w),V) : O Vv E W. Das
i217

heißt, daß ein w E W mit P(w) = 0 existiert. Die Existenz einer Lösung ist also bewiesen, wenn (64)

gezeigt werden kann. Wir betrachten die aus (30) und (32) folgende Abschätzung

In(ij;ij‚V) - ”(W;W‚V)l S Hij - W||0‚4‚Q|VI1‚Q(IijI1‚Q +|W|1‚Q) (65)

Mit der Eigenschaft von Lemma 1 gilt die Abschätzung

|(f((Tij)2)‚V) + (f((TW)2)‚V)I S 02 Hij - Wilma (66)

mit C2 = C2 (A, B, |wllyn, ITij + TW[1,Q,|V|1,Q).
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Wir wenden auf Ia(P(ij) — P(w)‚v)| die Dreiecksungleichung an und setzen die eben gewonnenen

Abschätzungen ein. Es gilt

1a<P<vvmn — Pm). v): s WWW» + 031|ij — wllo‚4‚g (67>

mit C3 = C3(027lv|1,Q7lwmjl1‚QilWl1‚Q)‘

Wegen der schwachen Konvergenz wmj 4 W in W gilt (1(ij — w, v) —+ 0 Vv E W.

Wegen des Sobolevschen kompakten Einbettungssatzes W H L4(Q) gilt

mej — wlIoÄ,Q ——> O für ij —\ w in W (68)

Mit der Beschränkheit (63) der Teilfolge ij ist dann (64) gezeigt. Das Problem (48) hat eine Lösung

W E W.

Lemma 6 Das Ausgangsproblem (28) hat eine Lösung {u,p,w} E V X Q >< Z.

Beweis. Das Problem (47) ist äquavalent zu Problem (37). Das Problem (37) besitzt damit eine Lösung

v E W. Dann existiert ein Paar (v,S) E W X Z0 mit S : TV, das das Problem (29) löst. Wegen der

Gültigkeit der LBB-Stabilitätsabschätzung gibt es ein eindeutiges p E Q, so daß das Tripel (v, p, S) E

W x Q X Z0 eine Lösung des Variationsproblems ist. Also hat das Ausgangsproblem (28) eine Lösung

{u,p,w} E V x Q x Z.

5 Ausblick

Diskretisierungskonzepte für die Modellgleichungen basieren auf Finite—Elemente—Methoden. Im Gegen-

satz zu anderen Diskretisierungsverfahren ist eine rigorose Konvergenzanalysis verfügbar. Komplexe

Strömungsgebiete können einfach behandelt werden. Die Randbedingungen sind leicht integrierbar und

die Adaption an Gebiete und Lösungsstrukturen ist einfach realisierbar.

Die Schwierigkeiten bei der Diskretisierung der Modellgleichungen bestehen in der Berücksichtigung der

Gleitrandbedingung (19). Zur Berücksichtingung dieser Randbedingung gibt es verschiedene Varian-

ten, deren Vor- und Nachteile zu diskutieren sind. Insbesondere sind Varianten, die die Randbedingung

in starker Form im Ansatzraum (wie z.B. in Bänsch und Deckelnick, 1997; Knobloch, 1995) oder in

schwacher Form (Sattelpunktformulierung in Verfürth, 1987) berücksichtigen, hinsichtlich ihrer eflizien—

ten Umsetzung in bestehende Programmsysteme zu bewerten.
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