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Losbarkeit eines mathematischen Modells fiir Dichtungen mit
magnetischen Fliissigkeiten

T. Mitkova

In dieser Arbeit betrachten wir ein mathematisches Modell zur Beschreibung der Strimungsverhiltnisse
in Dichtungen mit magnetischen Flissigkeiten. Ausgehend vom physikalischen, dreidimensionalen Mo-
dell zeigen wir, daf8 aufgrund der geringen Spaltbreite eine 2weidimensionale Betrachtungsweise zulissig
ist. Die mathematische Lisbarkeit des vereinfachten Modells wird mit der Galerkin-Methode untersucht,
wobei abweichend zu Standardtechniken schwache Mazimumprinzipien fiir gemischte Randwertaufgaben
zum Einsatz kommen.

1 Einleitung

Magnetische Fliissigkeiten, die auch Ferrofluide genannt werden, stellen komplexe Fluide dar, deren Ver-
halten sich durch ein dufleres magnetisches Feld beeinflussen 148t. Ein Standardwerk iiber Ferrofluide ist
das Buch von Rosensweig (1985). In Rosensweig (1979) findet man eine Reihe von technischen Anwen-
dungen von magnetischen Fliissigkeiten, z.B. zur Ddmpfung von Schrittmotoren, zur Abdichtung von
Drehfiihrungen (in Festplatten) und in der Medizin. Das Bild 1 stellt die Abdichtung von Drehfithrungen
mit magnetischen Fliissigkeiten schematisch dar.

! B
Bild 1. Dichtung mit magnetischer Fliissigkeit: 1 - Magnet, 2 - Kern, 3 - Magnetkern mit hyper-
bolischem Kopf, 4 - Schaft (Rotor), 5 - magnetische Fliissigkeit, A - Gebiet mit hohem
Druck, B - das Gebiet mit niedrigem Druck

Die Vorteile dieser Art zur Abdichtung von Drehfiihrungen sind gut bekannt. Bei einer magnetischen
Dichtung existiert im Unterschied zur Manschettendichtung keine Kontaktreibung. Die hohe Qualitit
der Hermetisierung und das Selbstwiedereinsetzen bei Durchbriichen sind zwei der fiir praktische An-
wendungen wichtigen Eigenschaften der magnetischen Dichtungen.

Die Lage und Gestalt der magnetischen Fliissigkeit spielt eine wichtige Rolle fiir das Dichtungsverhalten.
Die das mit Fliissigkeit ausgefiillte Gebiet begrenzenden Oberflichen setzen sich aus zwei vorgegebenen
Oberflachen (die Oberfliche des Rotors und des magnetischen Kerns) und zwei freien Oberflichen zusam-
men. Die Zuverlassigkeit der Dichtung hangt von der Form der freien Oberflichen ab, deren Berechnung
die Simulation des Strémungsverhaltens der Fliissigkeit voraussetzt.

Fiir praktische Anwendungen und fiir die Effektivitit der verwendeten Anlagen ist es sehr wichtig, dafl
man das Verhalten der Dichtung gut untersucht. Dazu brauchen wir ein geeignetes, mathematisches
Modell, das sich durch ein System von partiellen Differentialgleichungen mit entsprechenden Randbe-
dingungen beschreiben 148t.

Im né&chsten Abschnitt des Artikels stellen wir die mathematischen Gleichungen dar und formulieren

Bedingungen, unter denen sich das dreidimensionale Problem durch ein zweidimensionales Problem be-
schreiben 188t. Im dritten Abschnitt werden wir das stetige Problem in eine Variationsformulierung
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iiberfihren. Eine wesentliche Bedeutung fiir die Untersuchungen hat die Behandlung der inhomogenen
Dirichletranddaten. Im Abschnitt 4 sind die Aussagen zur Existenz einer Losung formuliert. Die Existenz
zeigen wir mit der in Girault und Raviart (1986) beschriebenen Galerkin-Methode, die eine Standard-
beweistechnik ist. Obgleich die Form fiir das gekoppelte Problem auf dem Produktraum nicht positiv
ist, gelingt es durch eine alternative Technik die Existenz einer Losung eines dquivalenten Problems
nachzuweisen. Schliefllich geben wir einen Ausblick der Mdglichkeiten fiir numerische Untersuchungen
der Modellgleichungen.

2 Mathematisches Modell

Die physikalischen Gesetzmé&Bigkeiten, die in magnetischen Fliissigkeiten und im umgebenden Medium
gelten, lassen sich mathematisch durch ein System partieller Differentialgleichungen mit entsprechenden
Randbedingungen beschreiben. Der zeitliche Verlauf eines allgemeinen elektromagnetischen Feldes wird
durch die Maxwell-Gleichungen beschrieben. Da eine magnetische Fliissigkeit als nichtleitend angesehen
werden kann, reduzieren sich die Maxwell-Gleichungen auf

curl H=10 divB =0 (1)

Dabei bezeichnen H die magnetische Feldstirke und B die magnetische Induktion. Zwischen der magne-
tischen Feldstérke H und der magnetischen Induktion B besteht der im allgemeinen nichtlineare Zusam-
menhang B = u(|H|)H, dabei heiit 4(]H|) magnetische Permeabilitiit. Im betrachteten Anwendungsfall
ist die magnetische Feldstirke H grof} im Vergleich zur Magnetisierung M des in der Séttigung befind-
lichen Ferrofluids. Damit sind Form#nderungen der freien Oberfliiche auf die magnetische Feldstirke
vernachlissigbar.

Fiir inkompressible Medien, d.h. fiir Medien mit konstanter Dichte p erhdlt man aus der Massen- und
Impulsbilanz die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen. Wir benutzen sie als Grundlage des ma-
thematischen Modells, das die hydrodynamischen Eigenschaften der magnetischen Dichtungsfliissigkeit
beschreibt.

Das zugrundeliegende Strémungsgebiet kann bei stationirer Betriebsweise rotationssymmetrisch ange-
nommen werden. Wir betrachten daher die inkompressiblen, stationsiren Navier-Stokes Gleichungen in
Zylinderkoordinaten £ = rcosy, y = rsing, z = z und nehmen an, dafl v = (v,,v,,v,) nur von r, z
abhingt. Dann gilt

v, V2 v, opP 8%v, 10w, . 0%,
P(”rar‘—‘o+“za>=ff‘5f+"( e Bt aE) s

r or? r Or r2 0z2

vy v, w,\ - Pvp | 188, vy  OPw,
/’(”r ar T e TV )Tt G tre Tt )
% + 6_’()2_ =f, - 8_P o _._82UZ 4 l% + _62UZ (4)
P\ Gy TP, ) =7 8. "\ Tror T a2
v, v, Ou, _
p(ar+7+5?)‘0 ©

Hier bezeichnen v und P die Geschwindigkeit und den Druck. Die physikalischen (konstanten) Parameter
sind die Dichte p und die dynamische Viskositiit 7. Da wir die Werte der magnetischen Feldstirke H
und der mittleren Magnetisierung M = i fOH MdH kennen, hat die Kraft £ = (fi, f2)7 die folgende
Darstellung f = ,uol\//\IVH, wobei uo die magnetische Feldkonstante ist (Rosensweig, 1985). Aufgrund
der Rotationssymmetrie gilt f, = 0. Seien R der Radius des Rotors, a < R die Spaltbreite (Bild 2) und
vo die Geschwindigkeit des Rotors fiir r = R. Die Einfithrung dimensionsloser Variablen

r—R
a

Uy Uy Uy P

X = Y:Z u = — Uy = w=-—+ p=-— (6)

2
Vo Vo Vo PUg
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ergibt

Ouy Ouy a 2 6p 1 /8% a Ouy

“ax tT oy (R+aX>w = h-5x +R—<6X2+<R+aX>8—X @
2
h <R+ X> aw)

8u2 6“2 _ 1 8211,2 a 6”2 82U2
“ax t gy f2_3_y Re (ax2+<R+aX>537+ay2) ®
8u1 a Bug _
X +(R+aX>u+?97_O ©

3w i Ow a 1 82w+ a Ow a 2 +62w (10)
“ox Ty T\R+ex )" T Re \ox® T\ Rvax)ox " \BE1ex) YT ave
mit der Reynoldzahl Re = puvga/n. Vernachlissigt man alle Terme der Form

a )

. _a
R+aX fin §=-o &l (11)

1+46X R

mit Ausnahme des Terms vor w? in der ersten Beziehung, der im wesentlichen die zentrifugalen Krifte
beschreibt, erhalten wir das folgende Modell in dimensionslosen GréBen

1
. — W =f— T 12
u-Vu-—-dw* =f Vp-l-ReAu (12)
V-ou=0 (13)
. = —A 14
u-Vw Te w (14)

mit u = (ug,uz). Fiir gegebenes w sind die Gleichungen (12) und (13) die inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen im zweidimensionalen Querschnitt. Fiir die Umfangsgeschwindigkeit w ergibt sich
eine Konvektions-Diffusionsgleichung. Dies bietet die Moglichkeit der iterativen Losung des Systems
(12)-(14) unter Verwendung von Programmteilen fiir zweidimensionale Berechnungen.

Sei  ein beschranktes Gebiet des R? mit Lipschitzstetigem Rand T’ = 8Q. Wir betrachten das Modell
der stationéren, inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen in dimensionsloser Form, das die Kopplung
zwischen der Sekundérstrémung u und der Hauptstrémung w beinhaltet:

—%An—i—u -Vu+Vp=f(w?) inQ (15)
V-u=0 inQ (16)

= Aw+u-Vw=0 inQ (17)
“gAwtu-Vo=0 in

Auch die Randbedingungen lassen sich aufgrund der Rotationssymmetrie auf Randbedingungen fiir den
zweidimensionalen Querschnitt zuriickfithren. Im Einzelnen gilt:

u=0 auflcUTg (18)
un=0 auflp (19)
n-o(u,p); - 7=0 auflp, 1<4,j<2 (20)
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w=1 aufTg (21)

w=0 auf Ty (22)
Ow

s £

5o =0 aufIp (23)

mit ' =T'c UTg UT'r (Bild 2).

In (15) ist f gegeben durch

dw? + Moﬁ—aﬂ
f(wz) = ( A D o= (24)
/ioM—g% ‘

Y

3

Bild 2. Das Modellgebiet: 1 - Oberfliche des Magnetkerns T'¢, 2 - Rotoroberfliche I'g, 3 - freier
Rand I'r, a - Spaltbreite

Dieses Modell fiir Dichtungen mit magnetischen Fliissigkeiten lésst sich mathematisch als ein System
von partiellen Differentialgleichungen (15)-(17) mit Randbedingungen (18)-(23) auffassen. Fiir die Ge-
schwindigkeit u und den Druck p gelten die (zweidimensionalen) Navier-Stokes Gleichungen (15)-(16).
Die Oberflache des Magnetkerns I'c und die Rotoroberfliche T'g sind die festen Rinder des Gebiets Q.
Deshalb gilt fiir u|p_ . die klassische Stokes-Randbedingung (18). In Cuvelier und Driessen (1986)
ist bewiesen, daf} auf dem freien Rand I'r nicht die klassische Stokes-Randbedingung gilt, sondern die
Gleitrandbedingungen (19)-(20). Hier bezeichnet n - den Normalenvektor, 7 - den Tangentenvektor und
o(u,p);; - den Spannungstensor.

Fiir die Umfangsgeschwindigkeit w gilt die Konvektions-Diffusions Gleichung (17). Die Drehung des
Schafts erzeugt die inhomogene Randbedingung (21) auf I's. Da der Konzentrator feststehend ist, ver-
schwindet w auf I'c.

Die Zentrifugalkraft ist der Grund dafiir, daf die Funktion f quadratisch von der Umfangsgeschwindigkeit
w abhéngt.

Das gekoppelte System zur Bestimmung von u, p,w wird iterativ gelst. Bei bekannter Umfangsgeschwin-
digkeit w bestimmen wir (u,p) aus (15), (16), (18), (19), (20). Die Berechnung von w aus (17), (21),
(22), (23) unter Nutzung des zuvor bestimmten Feldes u ergibt eine neue Niherung fiir w.

In dieser Arbeit benutzen wir die {iblichen Bezeichnungen aus Girault und Raviart (1986). Die Normen in
den Lebesgue- und Sobolev-Rdumen L?(§) und H™ () seien durch || - llo.p.0 und || - |l,,, o, die Seminorm

in H™(Q) durch |- |, o bezeichnet. Das Skalarprodukt im L*(Q) wird mit (-,-) notiert. Zur besseren
Lesbarkeit werden vektorwertige Funktionen und Réume durch Fettdruck gekennzeichnet.
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3 Schwache Formulierung

Um das Problem (15)-(23) in eine schwache Formulierung zu iiberfiihren, verwenden wir die folgenden
Ansatz- und Testriume:

V= (HY(Q))
Vo:={veV|v.n=0auf I'p und v =0 auf Tc UTs}
Q:=L§(2) = {g € L*(Q) | (¢, 1) = 0}

(25)
W:={veVol(g,V-v)=0 YgeQ}
Z:={z€ H(Q)|z=1auf I's und z = 0 auf T }
Zo:={z€H'(Q)|2=0 auf Ts UT¢ }
Die Réume @ = L§(Q) und V, D (H}(€))? geniigen der LBB-Stabilitstsbedingung, das heift
36> 0, sodabVge Q Blal, < sup LYY (26)
veEVyg lv'l

Einen Beweis der LBB-Stabilitétsbedingung fiir die Réume LZ(Q) und (HZ(€))? findet man in Girault
und Raviart (1986).

Wir fithren nun die folgenden Bilinearformen und Trilinearformen ein:
a(u,v) :=(Vu,Vv) YueV,veV
Aw,2) = (Vw,Vz) Ywe HY(Q), z € H(NQ)
n(u,v,m):= (u-Vv,m) Yu,veV meV

N(w,w,z):=(u-Vw,z) YueV,we H(N), zc H(N)

Fiir u,v € Vo ist a(u, v) das iibliche Skalarprodukt auf Vy. Eine Variationsformulierung von (15)-(23)
lautet nun:

Finde ein Tripel {u,p,w} € Vo x Q x Z, so dal
7 a(u,v) + n(u,u,v) — (p,V-v) = (f(w?),v) Vv eV,
(¢, V-u)=0 VgeQ : (28)
A Aw,z) + N(w,w,2) =0 Vze Z,

Ziel der Untersuchungen ist es, Aussagen zur Losbarkeit des Problems (28) herzuleiten.

Zunéchst fiihren wir eine Homogenisierung der Dirichletschen Randbedingung w = 1 auf I's durch. Da '
und I'c keine Punkte gemeinsam haben, gibt es eine Erweiterung Ao € Z mit Aolp, =1 und /\o|FC =0.
Anstelle von w suchen wir nun S, wobei w := S + )g ist. Durch die Einschridnkung der Testfunktionen
auf den Raum W aller divergenzfreien Funktionen aus V¢ kann der gesuchte Druck p eliminiert werden.
Nach der Homogenisierung und der Druckelimination lautet das Variationsproblem:

Finde ein Paar {u, S} € W x Zj, so da8

2 a(u,v) + n(u,u,v) = (£((S + X)?),v) VveW -
29
7 A(S,2) + N(u,X0,2) + N(u,5,2) = —& A(Xo,2) Vze Zo

Wenn das Tripel {u,p,S} € Vo x Q x Z; eine Losung des Variationsproblems ist, dann ist das Paar
{u, S} € W x Z; eine Losung des Problems (29).
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Die Umkehrung gilt ebenfalls, da die Rdume Vg und Q durch die LBB-Stabilitétsbedingung (26) mit-
einander verkniipft sind. Ist das Paar {u,S} € W x Z, eine Losung des Problems (29), dann existiert
ein eindeutiges p € @, so dafl das Tripel {u,p,S} € Vo x Q x Z; eine Lsung des Variationsproblems
ist. Deshalb beschrénken wir uns in den folgenden Darstellungen auf die Analyse des Problems (29).

Fiir unser weiteres Vorgehen benétigen wir einige Eigenschaften der Trilinearformen. Die folgenden Aus-
sagen finden wir in Dorok (1995).

Lemma 1 Die Trilinearformen n:V xV xV 5 R, N:V x H(Q) x H'(Q) = R sind stetig, d.h.

n(a,v,m)| < eVl gllullog glimlly gq < e [Vl gllull gllmll g Va,v,me v (30)

N, $,2)| < esIShallullypllzllo g < e Sl ollull glizll e VaeV,S,z e H(®) (31)

Lemma 2 Setu € V mit V-u = 0 und u-n|, = 0. Dann haben die Trilinearformen n(-,-,-) und
N(.,-,) die Eigenschaften:

n(u;v,m) = -n(u,m,v) VYv,meV (32)
N(u,8,z) = —N(u,2,5) VS,ze H'(Q) (33)
n(wv,v) = 0 VYvevV (34)
N(u,S,S) = 0 VSe HY(Q) (35)

Die Anwendung von Standardtechniken zum Nachweis der Existenz einer Losung des Problems (29)
erfordert die Positivitéit der entsprechenden Form der linken Seite von (29) auf dem Produktraum W x Z,.
Mit Hilfe des Lemmas 1 und des Lemmas 2 kann fiir alle v € W,z € Z, die folgende Abschitzung
durchgefiihrt werden:

RLea(V,V) F ’I’L(V,V,V) + ﬁA(z,z) W N(V,/\o,z) & N(V,Z,Z) =
']%?a(vav) + %A(Z,Z) + N(V,/\Q,Z) Z

1 2 1 2 A 2 2 >
csrellvilie + co gz llzlli o — cdl oly,ellvIl oll2lli o >

s 2 2
(min{es, co} s ~ Sholya) (VB0 + 112120

wobei cs, cg positive, aus der Poincareschen Ungleichung resultierende Konstanten und ¢, die Konstante
in (31) bezeichnen. Somit stellt man fest, dal die Positivitit und damit die Lésbarkeit von (29) nur
fiir kleine Reynolds-Zahlen Re gesichert werden kann. Ursache dafiir ist, daf bei der Untersuchung
auf Existenz einer Losung von (29) die Art der Kopplung zwischen der Geschwindigkeit u und der
Umfangsgeschwindigkeit S beweistechnisch vernachlassigt wird. Im Unterschied dazu {iberfiihren wir im
folgenden das Problem (29) durch “Elimination von S” in eine #quivalente Formulierung auf dem Raum
W. Zu diesem Zweck definieren und untersuchen wir das folgende (SP) Problem:

Sei v € W gegeben. Finde S € Zy, so dafl
D(v;8,z) = I(z) Vz € Zy (37)
mit
=

D(v;8,2) := }—21; A(S,2) + N(v,S,2) I(z):= Tie A(Xo,z) — N(v, o, 2) (38)

Fir gegebene Funktion v € W ist D(v;S,z) eine stetige Bilinearform auf Zy x Zy. Fiir gegebene
Funktionen Ao € Z und v € W ist () eine stetige Linearform auf Z,. Es gilt

1
D(v;z,z) > Te |z|iQ Vz € Zg,VVEW (39)

Die Bedingungen des Satzes von Lax/Milgram (Girault und Raviart, 1986) sind damit erfiillt. Das
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bedeutet, daf8 das lineare Problem(SP) fiir jedes v € W eine eindeutige Lésung S € Zg hat. Es existiert
also ein wohldefinierter Lésungsoperator

T:W—2Zy voaTv=S5 (40)
Lemma 3 Der Léosungsoperator T : W — Z; ist beschrdnkt und Lipschitz-stetig. Es gill
ITvi = Tvaly g < Ivi = Vallg g0 (4 + Blvaly ) (41)

wobei A = A(Re,||)\0|[0,4’Q,|)\0|17Q,5), B = B(H/\OHOA,Q’C’é)' Die Konstanten C und C sind die
Einbettungskonstanten der stetigen Einbettung der Riume Vo und Zy in den Riume L4(Q) bzw. L*(1).

Beweis. Wegen |T'v|, o = [S|, o betrachten wir eine a priori-Abschétzung fiir die Losung S € Z, des
Problems (SP). Zunéchst gilt

=I5 < D(v;5,8) = U(8) (42)

Mit den Eigenschaften (31) und (33) finden wir

1
15) < { 7ol + Clv, el | 151 (43)

Dann gilt die a priori-Abschitzung

Sl < {PPolq + C Re vl alldollo s} (44)
Seien T'v; = S; und T'vy = Ss, wobei vq,vy € W beliebig. Dann ist
I Tvi = Tva|, o =151 = Sal g (45)

Aus (40) folgt nach Differenzbildung, Ausnutzen der Eigenschaften (31), (33) und (35)
191 = Saly 0 < V2 = Vally,e 0 {[Mollo,i.0 + ReTlS2ly 0} (46)
Zusammen mit (44) und (45) folgt die Ungleichung (41).

Wir kénnen nun mittels T' auf die zweite Gleichung in (29) verzichten und in der ersten Gleichung S
durch T'v ersetzen. Eine &quivalente Formulierung der Problems (29) lautet:

Finde v € W, so daf

% a(v,m) + n(v,v,m) = (f((Tv + X)?),m) Vme W (47)

Aufgrund der Aquivalenz der Probleme (29) und (47) kénnen wir uns bei den weiteren Untersuchungen
auf das Problem (47) beschranken. Dabei ist von Vorteil, daf wir die Eigenschaften des Operators T und

damit die Kopplung zwischen der Geschwindigkeit v und der Umfangsgeschwindigkeit S beweistechnisch
ausnutzen kénnen.

4 Existenz einer Losung der stetigen Aufgabe

Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Losung des Problems (47). Dazu schreiben wir das Problem (47)
in Operatorform

P(v) =0 (48)
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mit

a(P(v),m) = % a(v,m) + n(v,v,m) — (f((Tv + X)?),m) Vme W (49)

Die Abbildung P : W — W ist stetig. Als Grundlage zum Nachweis der Existenz einer Losung des
Problems (48) benutzen wir eine Folgerung des klassischen Fixpunktsatzes von Brouwer, die man in
Girault und Raviart (1986) findet.

Theorem 1 Sei X ein endlich-dimensionaler Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-, -) und der Norm

| - |x- Weiter sei Q eine stetige Abbildung, Q : X — X mit der folgenden Eigenschaft: Es existiert eine
Konstante k > 0, so daf

(@x,x), <0 VxeX mit |x|x =k (50)
Dann ezistiert ein Element x € X, so daf§

Qx =0, |xlx <k (51)
Das néchste Lemma liefert ein wichtiges technisches Resultat, das wir fiir unsere Beweistechnik bendtigen.

Lemma 4 Seien w € Zy und v € V gegeben und D(v;w,s) < 0 fiir alle s € HY(Q) mit s > 0 und
slrours = 0. Dann gilt fir fast alle x €

w< sup wh

(52)
TeUls

wobei wt = maz(w,0) € HY(Q).

Das Lemma (4) ist ein Sonderfall des schwachen Maximumprinzips, das man in Chicco (1970) finden
kann.

Lemma 5 Das Problem (47) hat eine Lisung v € W,

Beweis. Wir betrachten a(P(v),v) = f-a(v,v) + n(v,v,v) — (F(Tv + Ao)?),v). Mit (32) und (34)
gilt

a(P(),V) > ==V o~ (T + X)), v) Vv e W (53)

Wir brauchen nun eine Abschitzung des Terms (f((7'v + Ag)?),v). Wegen der Gestalt von f (24) gilt
(F((Tv+X0)?),v) ~ 8((Tv+Xo)?, v). Die Idee fiir eine geeignete Abschitzung, die von Dorok (1995) dar-
gestellt ist, konnen wir nicht anwenden, weil die Funktion f quadratisch von der Umfangsgeschwindigkeit
w abhangt.

Die Funktion T'v + Ao € H'(Q) N L*°(Q) ist die schwache Losung des Problems:

—3+Aw+v-Vw=0
Re , (54)
wlp, =1, wlp, :O,a—‘r‘"lrp =1
Mit Hilfe von Lemma (4) finden wir Schranken fiir die schwache Losung w* = Tv + Ao € H'(Q) des
Problems (54).

D(v;w*—l,s):O < 0 D(v;-—w*,s)zo < 0
(W*=1)p, =0 < 0 3}=w<1 —if e = =1 < 0 )=w>0
W -Dyp,=-1 <0 —w*re =0 < 0
Daraus folgt die Abschiitzung
TV + Xollgoo <1 VVEV (55)
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Mit der Abschétzung (55) und mit dem Einbettungstheorem H' — L! gilt fiir v € W
[((Tv + Xo)?, V)| < [/(TV + Xo)?vdz| < / [vldz < Cy |v|1’Q (56)
Q Q
Aus der Abschitzung (56) koénnen wir schlufifolgern

a(P(),v) > ==V =~ i Il g (57)

mit C; unabhingig von v.
Der Operator P ist also koerzitiv und wir setzen

K, = K;(Re) := C1 Re (58)
Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir nun die Existenz einer Lésung mit der Galerkin-Methode zeigen.

Da W ein separabler Hilbert-Raum ist, kann man ein System {r};>1 C W abzéhlbar vieler linear
unabhingiger Elemente in W auswihlen, deren Linearkombinationen dicht liegen in W.

Sei W, C W, W,,, = span{r;}/",. Dann ist mit
m
Gy = Zyiri y €R™ (59)

eine bijektive Abbildung G : R™ — W, definiert und |Gy, ¢, ist eine Norm in R™. Auf endlich-
dimensionalen Rdumen sind alle Normen &quivalent, deshalb existiert ein ko > 0 mit |y| < ko|Gyl, T
Hier kennzeichen wir mit | - | die euklidische Norm in R™. Wir definieren durch

(Qy)i = a(P(Gy,r;), i=1,...,m (60)
einen stetigen Operator @ : R™ — R™. Da der Operator koerzitiv ist, gilt

(Qy,y) = a(P(Gy),Gy) 20 V|y| > koK, (61)
Nach Theorem 1 existiert dann y € R™ mit Qy = 0. Wir setzen w,, = G¥, wegen (60) ist

a(P(Wp,),r;) =0, i=1,....,m (62)
Dann folgt aus (51)

Wil o < K1 VmeN (63)

Da der Raum W reflexiv ist, existiert wegen (63) eine Teilfolge W,,; und ein Element w € W, so da8
Wi — W in W. Wenn nun aus

Wi =W =  a(P(Wn;),v) > a(P(w),v) V'veW (64)
bedeutet das a(P(w),r;) =0 Vi € N. Da W = span{r;}%2,, erhalten wir a(P(w),v) =0 Vv € W. Das
heifit, dal ein w € W mit P(w) = 0 existiert. Die Existenz einer Losung ist also bewiesen, wenn (64)
gezeigt werden kann. Wir betrachten die aus (30) und (32) folgende Abschiitzung

In(Winj; Wing, V) = n(wW; W, V)| < [Wmj = Wllo 4 olV] o (Wil o + Wi, ) (65)
Mit der Eigenschaft von Lemma 1 gilt die Abschétzung

(E(TWm;)*), V) + E(TwW)*),¥)] < Co [[Winj = Wllg 4 g (66)

mit Cy = C2(A, B, |W|1,Q, [TWpj + Tw|1,Q, |v|1,Q).
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Wir wenden auf |a(P(wy,;) — P(w),v)| die Dreiecksungleichung an und setzen die eben gewonnenen
Abschétzungen ein. Es gilt

|la(P(Wmj) = P(w),v)| < éla(wmj_w,v)l + G ||Wmj = wllg 4 o (67)
mit C3 = C3(Cq, [v|1’Q, |wmj|1,Q, |W]1’Q).
Wegen der schwachen Konvergenz wp,; — w in W gilt a(wp,; — w,v) 50 Vv e W.
Wegen des Sobolevschen kompakten Einbettungssatzes W — L4(Q) gilt

IWmj —Wllp 40 =0 fir wp; =w in W (68)

Mit der Beschrénkheit (63) der Teilfolge w,y; ist dann (64) gezeigt. Das Problem (48) hat eine Losung
weWw.

Lemma 6 Das Ausgangsproblem (28) hat eine Lésung {u,p,w} € V x Q x Z.

Beweis. Das Problem (47) ist &quavalent zu Problem (37). Das Problem (37) besitzt damit eine Losung
v € W. Dann existiert ein Paar (v,5) € W x Zy mit S = T'v, das das Problem (29) 1ost. Wegen der
Giiltigkeit der LBB-Stabilit4tsabschétzung gibt es ein eindeutiges p € Q, so daB das Tripel (v,p,S) €
W x @ x Zy eine Losung des Variationsproblems ist. Also hat das Ausgangsproblem (28) eine Losung
{w,pw}eVxQx2Zz

5 Ausblick

Diskretisierungskonzepte fiir die Modellgleichungen basieren auf Finite-Elemente-Methoden. Im Gegen-
satz zu anderen Diskretisierungsverfahren ist eine rigorose Konvergenzanalysis verfiigbar. Komplexe
Stromungsgebiete kénnen einfach behandelt werden. Die Randbedingungen sind leicht integrierbar und
die Adaption an Gebiete und Losungsstrukturen ist einfach realisierbar.

Die Schwierigkeiten bei der Diskretisierung der Modellgleichungen bestehen in der Berticksichtigung der
Gleitrandbedingung (19). Zur Beriicksichtingung dieser Randbedingung gibt es verschiedene Varian-
ten, deren Vor- und Nachteile zu diskutieren sind. Insbesondere sind Varianten, die die Randbedingung
in starker Form im Ansatzraum (wie z.B. in Bénsch und Deckelnick, 1997; Knobloch, 1995) oder in
schwacher Form (Sattelpunktformulierung in Verfiirth, 1987) beriicksichtigen, hinsichtlich ihrer effizien-
ten Umsetzung in bestehende Programmsysteme zu bewerten.
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