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Empirische Bayes-Schitzung in nichtlinearen statistischen
Modellen

R. Offinger

An Beispielen werden nichtlineare Normalverteilungsmodelle vorgestellt, die bei Finite-Element-Modellen
der Strukturmechanik auftreten. Hierbei versucht man durch Anpassung von Parametern eines Finite-
Element-Modells an Experimente ein besseres mathematisches Modell fiir das Schwingungsverhalten
zu erhalten. Fir einige der Parameterkomponenten hat man dabei noch Zusatzinformationen. Bei-
spielsweise hingen die Eigenfrequenzen einer Platte von den Dickeschwankungen der Platte ab und es
ist noheliegend, dabei eine rdumliche Korrelation anzunehmen. Mathematisch beschreiben wird dies
durch eine a-priori-Verteilung fiir die Dickenparameter, wobei allerdings hier die a-priori- Verteilung
noch unbekannte Parameter aufweist, man also die rdumliche Verteilung nicht vollstindig kennt. Das
Problem ist also die Parameterschitzung in nichtlinearen Modellen vom empirischen Bayesschen Typ,
d.h. mit unvollstindiger a-priori-Information. Es werden ein approzimativer Algorithmus zur Lisung
des Problems, der auf der Linearisierung des Modells beruht, und einige Ergebnisse hierzu vorgestellt.

1 Einfiihrende Beispiele

1.1 Nichtlineare Normalverteilungsmodelle

Die Uberlegungen im folgenden sind auch auf allgemeine nichtlineare Modelle von der Form
Y=n)+e e~N(OYI) (1)

mit a-priori-Annahme 9 ~ N (u(7), B(p)) anwendbar. Dabei bezeichnet A/ die multivariate Normalver-
teilung, d.h. der Fehlervektor € € RY wird als normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix
¥ € RV*N angenommen. Die Funktion 5 : R™ — RY ist i.a. nichtlinear und der Mittelwert bzw. die
Streuung der a-priori-Verteilung hiéngen i.a. von unbekannten Parametern v bzw. p ab.

Ein einfaches akademisches Testbeispiel ist etwa n(J) = 392(1,...,1)!, e ~ N(0,00Iy) (d.h. N Beobach-

tungen Y; = 292 + ¢; mit unabhéngigen und identisch A (0, 02)-verteilten MeBfehlern ¢;) mit bekannter
Streuung o3 des MeBfehlers und a-priori-Annahme ¢ ~ A (9, p?) mit bekanntem a-priori-Mittelwert J,
und unbekannter a-priori-Streuung p?.

1.2 Eigenwerte und Eigenvektoren eines strukturellen Eigenwertproblem als Beobachtungen

Bei der Anpassung von Finite-Element-Modellen in der Strukturmechanik versucht man mit der Beob-
achtung von Eigenfrequenzen und Eigenformen eines mechanischen System ein besseres mathematisches
Modell durch Parameteranpassungen zu erreichen. Der Beobachtungsvektor

Ar(9) )
Y = +e
(wu(ﬁ)
N——_————
n(9)
(mit I, L C {1,...,n}) besteht hier aus (fehlerbehafteten) Mefiwerten fiir die Eigenwerte \; (1), 4 € I, und
fiir gewisse Komponenten z;;, € I, j € L, der zugehérigen Eigenvektoren z;(9) = (24 (9),. ..,z (9))t

des strukturellen Eigenwertproblems
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des ungeddmpften Systems
M@+ KWz =0

mit Strukturparameter ¢ € R™, positiv definiter Massenmatrix M (¥) € R™ ™ und positiv definiter
Steifigkeitsmatrix K () € R™*"™.

Ein einfaches Beispiel hierzu ist das in Bild 1 dargestellte Massen-Feder-System mit n Massen mq, ..., my
und n + 1 Steifigkeiten k1, ..., kny1:

k1 ko k3 kn kn-l—l
my ma m3 Mn
e o o
o— o— o—s o—
Iy I9 T3 In

Bild 1: n-Massen-Feder-Schwinger in Reihenschaltung

Die Massen werden hier als bekannt vorausgesetzt, so daf der Strukturparameter @ = (ki,. .., kpy1)t nur
noch die unbekannten Steifigkeiten enthilt. Die Massenmatrix ergibt sich zu M (9) = diag(my,...,m,)
und die Steifigkeitsmatrix zu

[ ki + ko —ko
—ko ko + k3 —k3

—kn—-l kn——l + k'n _kn
_kn kn + kn+1 _

Plausibel sind zwei verschiedene a-priori-Verteilungen: Zum einen
19 2 4 N(ﬁo,TQIn_H)

d.h. die Parameterkomponenten sind unabhfingig und identisch verteilt, mit bekanntem Mittelwert 9
und unbekannter Varianz 72. Zum anderen mit riumlicher Korrelation zwischen den Komponenten, die
mit zunehmender Entfernung exponentiell abklingt, d.h. Cov(d;,9;) = 72pl*~I|. Genauer:

U~ N(’ﬂOa B(T2a p))
mit unbekanntem 72 und p und B(72, p);; = 72pli=il,
1.3 Eine Platte mit nichtkonstanter Dicke

Der letzte Fall zeigt die Richtung auf, die man fiir praxisrelevante Modelle zu beschreiten hat. So bein-
haltet ein Modell, das am Institut fiir Mechanik der Otto-von-Guericke-Universitét untersucht wird (vgl.
Zehn u.a. (2000), S.6971f.), als Parameterkomponenten die Dicken einer Platte an verschiedenen Stellen.
Hierzu wurden mehrere Platten ausgemessen, um einen Eindruck zu gewinnen, welche Modelle fiir die
rgumliche Korrelation der Dickenparameter in Frage kommen. Die Dicke einer dieser Platten kann man
aus Bild 2 ersehen.

Um die Verteilung der Dicken ; in den Punkten v; = (z;,v;), ¢ = 1,...,n, geeignet zu beschreiben,
wurde ein isotropes Modell fiir die Korrelationen gewihlt:

Cov(di,9;) = C(Jvi —v;])
Anschliefend wurde versucht, verschiedene parametrische Modellen (vgl. Cressie 1993, S.61 f.) an das
Variogramm 2v(h) = 2C(0) — 2C(h) anzupassen (Beachte: 2v(|v; — v;|) = Var(¥; — 9;), d.h. das Va-

riogramm kann man aus den quadrierten Dickendifferenzen schiitzen; die jeweiligen Mittelwerte dieser
quadrierten Differenzen in Abhsngigkeit vom Abstand sind in Bild 3 als Punktewolke dargestellt).
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Bild 2: Eine Platte mit nichtkonstanter Dicke

Ein geeignetes parametrisches Modell war hierbei das Exponentialmodell
275,c(h) = ¢(1 — exp(—h/a))

Mittels einer Methode aus der rdumlichen Statistik (vgl. Cressie 1993, Formel 2.6.12), die die angenehme
Eigenschaft hat, besonders fiir kleine Distanzen eine sehr gute Niherung zu liefern, wurden dann die
Parameter a und ¢ bestimmt, und man erhielt die Kurve in Bild 3 fiir das geschétzte Variogramm.

Fiir ein praxisrelevantes Modell wird man i.a. die Dicke der Platte an den verschiedenen Stellen nicht
durch Versuche ermitteln, sondern zur Anpassung eines Finite-Element-Modells versuchen, durch einen
représentativen Ausschnitt ein geeignetes Modell fiir die Covarianzfunktion zu bestimmen. Man wihlt
dann also z.B. ein Exponentialmodell, wobei man fiir das weitere Vorgehen aber a, ¢ und C(0) als
unbekannt ansetzt, also eine a-priori-Verteilung von der Form

U~ N((ﬂfh e .,ﬂo),B(C(O),CL,C))

falls man zudem keine systematischen Abweichungen von einer bekannten mittleren Dicke 9 erwartet,
also E(¥;) = E(Y;) = Yo voraussetzt.

2 Bayes-Methode bei vollstindiger a-priori-Information

Da die hier vorgestellte Methode zur empirischen Bayes-Schiitzung auf der Bayes-Schitzung bei vollstin-
diger a-priori-Information beruht, wird hierzu im folgenden ein Verfahren vorgestellt. Man betrachtet
also die Situation eines nichtlinearen Modells der Form (1) mit

¥ ~ N (u, B)

und bekannten p und B. Ein iibliches Schitzverfahren beruht dann darauf, die a-posteriori-Dichte zu
maximieren, was zu einem Kleinste-Quadrate-Problem mit Strafterm fiihrt:

min |y = (@) + 19 - wl

Zur Losung dieses Problems erwiesen sich die Verfahren von Collins u.a. (1974) und von Friswell (1989)
als ungeeignet, vergleiche Zehn u.a. (1999) und Offinger (1999).
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Bild 3: Variogrammschitzung

Konvergenz gegen den gesuchten Wert liefert hingegen das iterative Verfahren 99 = p und

Yipr =i+ (BT + JIZ7W) 7 (JZ7 (y — 0(9:) + B~ (u = 05)) (2)
mit J; = g%(ﬂi) (zur Berechnung von Ableitungen der Eigenwerte und der Eigenvektoren im Beispiel
1b) vergleiche z.B. Offinger (1998)). Diese Formeln kann man wie folgt motivieren: Im (i 4+ 1)ten Itera-
tionsschritt betrachtet man das in ¥¥; linearisierte approximative Modell

Y:n(ﬁi)-l-.]i'(ﬁ—ﬁi)-l-e
und bestimmt dann in diesem die Bayes-Schitzung 9,4, zur a-priori-Verteilung ¢ ~ A (u, B).
Fiir einen Zusammenhang der Formel (2) mit den Formeln von Pdzman (1992, 1993) und einer alter-
nativen Darstellung vergl. Offinger (1999). Numerische Untersuchungen an Testproblemen vom Typ 1.1
und 1.2 zeigten, da8 dieses iterative Verfahren ungefihr die gleiche Konvergenzrate wie das Verfahren
von Pdzman aufweist, ndmlich etwas besseres Verhalten als lineare Konvergenz, i.a. aber weniger Ite-

rationen bendtigt. Zudem 148t sich mathematisch beweisen, dafl zumindest ein lokales Maximum der
a-posteriori-Dichte gefunden wird, falls Konvergenz eintritt.

3 Die empirische Bayes-Methode
Man betrachtet jetzt den Fall, daf} in der a-priori-Verteilung unbekannte Parameter v und p auftreten:

9 ~ N(u(v), B(p))
Das iibliche Vorgehen besteht nun darin, Schitzwerte ¥ und p fiir diese Parameter aus der Randdichte

M(y,0)(y) = / Fo(y)(y,p)(9) dd

von Y mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren zu bestimmen, wobei fy die Dichte der A (n(¥9),X)-
Verteilung und m(, ,) () die Dichte der N (u(y), B(p))-Verteilung, der a-priori-Verteilung, bezeichnet.
Anschlieflend ergibt sich die Schétzung fiir ¢ gemi dem Verfahren bei vollstéindiger a-priori-Information.
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Ein Problem besteht nun darin, daf im nichtlinearen Fall die Integration in der Formel fiir die Randdich-
te nicht explizit 16sbar ist und insbesondere nicht die Dichte einer Normalverteilung ist. Ein mégliches
Vorgehen im nichtlinearen Fall wére nun, das Integral fiir die Randdichte jeweils numerisch auszuwer-
ten, z.B. mit einer Monte-Carlo-Methode. Fiir praxisrelevante Beispiele ist dieses Verfahren allerdings
sehr aufwendig, da hierbei fiir viele verschiedene ¥-Werte () bestimmt werden mu$, also viele struk-
turelle Eigenwert-Probleme geldst werden miissen. Weniger aufwendig ist folgendes Verfahren, das auf
schrittweiser Linearisierung basiert:

Im linearen Fall ist ndmlich m(, ,)(y) die Dichte einer Normalverteilung: Falls
nW)=J-9+y  e~N(O,X) und I ~N(u(y),Bp)

dann ist die Randdichte von Y die Normalverteilung N'(Ju(v)+o, 2+ JB(p)J*) und man erhalt folgende
Formel fiir die Randdichte (mit einer Konstanten c):

=2Inmy,,)(y) = ¢ +Indet(T + JB(p)J*) + (y — yo — Ju(7)) (T + JB(p)J*) " (y — yo — (7))

Zur Minimierung solcher Funktionen wurden in der Varianzkompontenanalyse Verfahren entwickelt (vgl.
z.B. Rao und Kleffe (1988) oder Searle u.a. (1992)). Hat man hiermit Schéitzwerte ¥ und p bestimmt,
erhilt man im linearen Modell als Schétzung fiir 9:

9= (B(@) ™ +JTTH)THBE) " @) + Iy — vo)))

4 Ein Algorithmus zur approximativen Lésung des empirischen Bayes-Verfahrens
Initialisierung: i := 0, 9y = w(yo) fiir ein geeignetes .
1. Linearisiere das Modell in ¥;, d.h. bestimme die Jacobi-Matrix J; = %(191-) der Funktion 7 in 9;:
an(gi)+Ji'(ﬂ—3i)+6

2. Berechne die (neue) empirische Bayes-Schitzung (¥, p) in diesem linearen Modell mit einem Ver-
fahren aus der Varianzkompontenanalyse, d.h. 16se

min Indet(Z + J;B(p)Jf)+
(7,p)

(y = () = Jiluly) — D) (S + LB (p)JE) ™ (y — n(D:) — Ji(u(v) = 93))

3. Fiihre einen Updateschritt des Verfahrens zur Bayes-Schitzung bei vollsténdiger a-priori-Informa-
tion durch:

ir1 = Bi+ (BT (3) + JIS™1 ) U ISy — 1) + BT (D) (u(3) — y)

4. Falls Konvergenzkriterium nicht erfiillt, setze ¢ := ¢ + 1 und gehe zuriick zu (1).

Dieser Algorithmus wurde untersucht an unserem (akademischen) Testbeispiel aus 1.1 bei verschiedenen
Werte von 02 /N fiir %9 = 1 und bei Beobachtung § = Ef\;1 y; = 1, d.h. im Modell YV; = %192 + €; mit
unabhéngigen und identischen Fehlern e; ~ A'(0, 02) und a-priori-Annahme ¢ ~ A(1, p?). Die Ergebnisse
sind in Bild 4 dargestellt. Ferner ist hier zum Vergleich noch der Bayes-Schitzer fiir p2 = 1, d.h. bei
vollstdndiger a-priori-Information angegeben.

Man erkennt, dafl unser Algorithmus eine sehr gute Niherung ergibt, obwohl er mit deutlich weniger
Rechenaufwand als die numerische Integration verbunden ist.
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Bild 4: Ergebnisse des Algorithmus im akademischen Testbeispiel aus 1.1
Literatur
1. Collins, J. D.; Hart, G. C.; Hasselman, T. K.; Kennedy, B.: Statistical Identification of Structures.
ATAA Journal, 12, (1974), 185-190.
2. Cressie, N. A. C.: Statistics for spatial data. John Wiley & Sons, New York u.a., (1993).
3. Friswell, M. I.: The Adjustment of Structural Parameters using a Minimum Variance Estimator.
Mechanical Systems and Signal Processing, 3(2), (1989), 143-155.
4. Offinger, R..: Bayes-Verfahren zur Parameterschiitzung in strukturmechanischen Modellen, Preprint
MBI-98-1, Otto-von-Guericke-Universitdt Magdeburg (1998), 107-113.
d. Offinger, R.: Bayes-Verfahren zur Parameterschitzung in nichtlinearen Regressionsmodellen, Pre-
print MBI-99-1, Otto-von-Guericke-Universitit Magdeburg (1999), 13-20.
6. Pdzman, A.: Geometry of the Nonlinear Regression with Prior. Acta Math. Univ. Comenianae,
LXI(2), (1992), 263-276.
7. Pézman, A.: Nonlinear Statistical Models. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht u.a., (1993).
8. Rao, C. R; Kleffe, J.: Estimation of variance components and applications. Elsevier Science Pu-
blishers, Amsterdam u.a., (1988).
9. Searle, S. R.; Casella, G.; McCulloch, C. E.: Variance Components. John Wiley & Sons, New York
u.a., (1992).
10.  Zehn, M. W.; Martin, O.; Offinger, R.: Influence of Parameter Estimation Procedures on the Upda-
ting Process of Large Finite Element Models, (1999), 240-250 in: Friswell, M.I. and Mottershead,
J.E. and Lees, A.W. (Hrsg.): Identification in Engineering Systems, Proceedings of the Second
International Conference held in Swansea, (March 1999).
11.  Zehn, M. W.; Saitov, A.; Schmidt G.: Beriicksichtigung statistischer Modellunsicherheiten in den

Dicken von CFK-Strukturen bei der indirekten Parameteridentifikation. VDI Berichte, 1550, (2000),
691-705.

Anschrift: Dipl.-Math. Robert Offinger, Institut fiir Mathematische Stochastik, Otto-von-Guericke-
Universitdt Magdeburg, D-39016 Magdeburg. e-mail: roff@saturn.math.uni-magdeburg.de

242



