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Dynamischer Kontakt des Radialreifens als viskoelastische Schale
mit einer starren Stiitzfliche bei stationidrem Rollen

A. E. Belkin, N. L. Narskaya, F. Bohm, A. Duda, R. Wille

Untersucht werden die Deformation und die Betriebscharakteristiken Kontaktdruckverteilung und Rollwider-
stand von Radialreifen beim stationdiren Rollen. Als mathematisches Modell des Reifens wird eine dreischichtige
Schale verwendet mit zwei Membrantragschichten anstelle der Karkasse und des Giirtels, die iber eine
Gummizwischenschicht durch Schubkrifte zusammenwirken. Fiir dieses Modell wird das Differentialgleichungs-
system des stationdren Rollens angegeben. Vorgeschlagen wird eine Losungsmethode fiir das Kontaktproblem,
die auf der Berechnung von Einfluffunktionen der Kontakispannungen beruht. Die Wirkung der Kontaki-
spannungen wird bestimmt. Mit Hilfe der erarbeiteten Methode wird der Einfluf3 einer Reihe von konstruktiven
und Nutzungsparametern auf die Grofie des Rollwiderstandes untersucht: der Breite des Giirtels, des
Armierungswinkels im Giirtel, der Geometrie des Laufteils, der Dicke des Protektors, des Reifeninnendrucks und
der Rollgeschwindigkeit. Dabei wurde festgestellt, daf3 es Werte der Konstruktionsparameter des Giirtels gibt,
bei denen der Rollwiderstand zum Minimum wird.

1 Einfiihrung

Bisher werden Berechnungen des Spannungs-Deformationszustandes bei Reifen unter Nutzlasten immer noch
statisch ausgefiihrt. Bei hoheren Rollgeschwindigkeiten jedoch unterscheidet sich der Charakter der Reifen-
deformation wesentlich von den Deformationen des stehenden oder langsam rollenden Reifens (Biderman u.a.,
1963; Buchin, 1988). Bereits frithe experimentelle Untersuchungen am Reifen auf der Lauftrommel haben
gezeigt, daBl mit zunehmender Geschwindigkeit eine Umverteilung des Kontaktdrucks vor sich geht und
demzufolge auch eine Veridnderung der Beanspruchung des Gummis in der Protektorzone (Zacharov und
Novopol skij, 1957). Diese dynamischen Effekte machen sich bereits bei Geschwindigkeiten bemerkbar, die
wesentlich unter den kritischen Werten liegen.

AuBer der Beriicksichtigung dieser dynamischen Effekte ist die Bestimmung der Energiedissipation im Reifen-
material bei zyklischer Deformation wichtig. Auf ihrer Grundlage werden Rollwiderstand und Wirmebildung im
Reifen berechnet.
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Bild 1. Hauptkonstruktionselemente des Luftreifens
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In diesem Artikel wird ein spezielles Berechnungsmodell des Reifens verwendet, welches auf der Schalentheorie
beruht und in der Lage ist, die erwihnten Phiinomene des Energieverlustes bei zyklischer Beanspruchung zu
simulieren. Um dieses Modell zu begriinden, betrachten wir die Hauptkonstruktionselemente eines Reifens
(Bild 1). Das wichtigste Element ist das Traggeriist des Reifens (Karkasse), bestehend aus einer oder mehrerer
Gummi-Kord-Lagen. Durch die Struktur und konstruktive Ausfiihrung der Karkasse werden die wesentlichen
Eigenschaften des Reifens bestimmt. Die Karkasse des Diagonalreifens besteht aus einer geraden Anzahl
von Gummi-Kord-Schichten mit sich netzartig iiberkreuzenden Verstirkungsrichtungen, wihrend in der
Karkasse des Radialreifens die Kordfiden parallel zu den Meridianen verlaufen und kein Netz bilden
(Bild 2). Dadurch erhilt der Radialreifen eine hohe Nachgiebigkeit gegeniiber Vertikallasten und gewihrleistet
damit den Fahrkomfort. Das den Radialreifen umgiirtende Element (Giirtel oder breaker) dagegen behdlt die

Netzstruktur.
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Schnitte der Schichten beim Radialreifen

Bild 2. Unterschiedlicher Konstruktionsaufbau des Diagonal- und Radialreifens

Fir die Losung von Problemen der inneren Reifenmechanik werden unterschiedliche Berechnungsmodelle
verwendet, die von Buchin (1988) zusammengestellt und in der Arbeit von Duda und Wille (1999) einer
vergleichenden Analyse unterzogen wurden. Von den Schalenmodellen am genauesten ist das Modell der
vielschichtigen Kompositschale mit diskreten Verschiebungsansitzen fiir die einzelnen Schichten, bei dem fiir
alle Schichten unterschiedslos eine Art verallgemeinerter Timoshenko-Hypothese angenommen wird, so daf} fiir

die deformierte Reifenschale insgesamt die Normale in eine gebrochene Linie iibergeht (Grigolyuk und Kulikov,
1988; Kulikov u.a., 2000).

Fiir den Fall stark unterschiedlicher Schichtsteifigkeiten (z. B. Reifengummi E, = | ... 10 N/mm® , Textilkord
E. = 1000 ... 2000 N/mm?, Stahlkord E.= 10 .. 10° N/mm? ) wurde die allgemeine Theorie der geschichteten
Schalen mit abwechselnd steifen und weichen Schichten von Bolotin und Novichkov (1980) aufgestellt. Diese
Theorie beruht auf der Betrachtung des Gleichgewichts jeder steifen Schicht im Einzelnen, wodurch die
Ordnung des Systems losender Differentialgleichungen von der Anzahl der steifen Schichten abhingt. Die
Anwendung dieser Theorie auf den Fall, daB8 jede der Kordlagen im Reifen als steife Schicht der Schale
angesehen wird, ist wegen der hohen Ordnung der Differentialgleichungen kompliziert und wurde bisher nur fiir
die Berechnung der axialsymmetrischen Deformation des Reifens bei Belastung durch Innendruck durchgefiihrt
(Kuzmin und Novichkov, 1983; Novichkov und Kuz ‘'min, 1984).
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Das Berechnungsmodell kann dadurch vereinfacht werden, daB benachbarte membranartige Kordschichten zu
einer gedachten Schicht mit summarischen Steifigkeitswerten zusammengefaft werden. Diesen Weg gingen
Bohm (Habilitation, 1966) beim Ringmodell und Biderman und Levkovskaya (1969, 1971, 1974), die den Lauf-
teil des Radialreifens als dreischichtige Schale bestehend aus zwei orthotropen Membranschichten (Karkasse
und Giirtel) und einer weichen isotropen Gummizwischenschicht, die nur Querkraftschubspannungen iibertragt,
auffaBten. Nach diesem Schema wurde der durch Innendruck beanspruchte Reifen berechnet.

In der vorliegenden Arbeit wird das Reifenmodell der dreischichtigen pneumatischen Schale auf den Fall
beliebiger nichtaxialsymmetrischer Belastungen iibertragen. Der durch die Zusammenfassung der anisotropen
Giirtelschichten zu einer orthotropen Membrantragschicht begangene Fehler wird hier fir die Bearbeitung von
Problemen der duBeren Reifenmechanik, insbesondere des Kontaktproblems, in Kauf genommen. Fiir genauere
Berechnungen der inneren Spannungen und Deformationen des Reifens mit Beriicksichtigung der Eigenbiege-
wirkung und aller Anisotropieeffekte des Giirtels wire das einfachste Modell eine 5-schichtige pneumatische
Schale mit drei anisotropen Membranschichten (1 Karkass-Schicht, 2 Giirtelschichten) und zwei weichen

isotropen Gummizwischenschichten — siehe die Schnitte der Schichten beim Radialreifen in Bild 2.

Die Autoren gehen davon aus, daB die zweidimensionalen Schalenmodelle des Reifens, trotz ihres
eingeschrinkten Informationsgehaltes im Vergleich zu den 3D-Festkorpermodellen, von groBem praktischen
Interesse fir die Aufstellung der generellen Abhingigkeiten der #uBeren Reifenmechanik und fir die
Bestimmung der BetriebskenngroBen des rollenden Reifens sind.

2 Mathematische Formulierung des Problems

Wir betrachten das ebene stationdre Rollen eines Rades mit Radialreifen bei der Wirkung einer Vertikallast Q. ,
einer Lingskraft Q, und eines Drehmomentes M, (Bild 3a). Wenn als die das Rollen charakterisierenden
Parameter die Winkelgeschwindigkeit des Rades Q sowie die Vertikal- und die Langskraft @, und @,
angenommen werden, dann sind das Drehmoment (Antriebs- oder Bremsmoment) M, , die Rollwiderstands-
leistung N, und das Rollwiderstandsmoment M, nach Buchin (1988) A

My=QRyn+Q.d N,=M,Q2-Q,V M,=N,/Q2=M,-QRy (1)

V — Geschwindigkeit des Radzentrums in x-Richtung; R, =V/§2 — effektiver Rollradius; Ry, — dynamischer
Radius des Reifens; d — Versetzung der vertikalen Reaktionskraft.

Die GroBen R.;, Ry , d ergeben sich aus der Losung des Kontaktproblems fiir den rollenden Reifen.
ZweckmiBigerweise wird fiir die Problemformulierung angenommen, daB die Radachse unbeweglich ist und die
Stiitzflache sich unter dem Rad mit der Geschwindigkeit V bewegt.

Bild 3. Stationires Rollen eines angetriebenen Rades (a) und
Zerlegung der Kontaktfliche in Streifen (b)
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Als Berechnungsmodell des Reifens wird die bereits diskutierte und an statischen Aufgaben erprobte
dreischichtige Schale bestehend aus Karkasse — Gummizwischenschicht — Giirtel verwendet (Bohm, 1966, 1967,
Biderman und Levkovskaya, 1969, 1971; Belkin und Chernecov, 1993; Belkin, 1998), auf die eine vierte, den
Protektor ersetzende, nicht mittragende duBere Bettungsschicht aufgesetzt ist (Bild 4). Die Karkasse und die den
Giirtel modellierenden Schichten werden als Membranen behandelt. Die hier getdtigte Annahme der
momentenfreien Lagerung an der Felge muB bei Untersuchung des Randeffekts durch eine Drehfederlagerung
ersetzt werden.

Bild 4. Berechnungsschema des Radialreifens als dreischichtige Schale
1 — Karkasse; 2 — Giirtel; 3 — Umschlag der Karkasse;
4 — fiktive Schicht (Erkldrung siehe S. 363); 5 — Protektor (Winkler-Bettung)

Beim stationdren Rollen ist die Geschwindigkeit v eines beliebigen Reifenpunktes die konvektive Ableitung
des Ortsvektors R* des deformierten Reifens ‘

(2)

@ — Winkelkoordinate des betreffenden Meridianschnittes; s — Bogenkoordinate lings der Referenz-Meridian-
linie vom Felgenpunkt aus gemessen.

In den mit der Radachse verbundenen zylindrischen Koordinaten i, , i, , i3 ist der Ausdruck fiir den Geschwin-
digkeitsvektor eines Reifenpunktes

d . (2 4 g . BE .
v:QHa—z—v]1]+[—8—(}+p+r]12+:}—(§; 13} 3)

r — Abstand des Punktes der nichtdeformierten Schale von der Radachse; p , v, & - Verschiebungen des
Reifenpunktes in radialer, Umfangs- und axialer Richtung, d. h. in den Richtungen i, , i,, i;.

In der Basis der Hauptkriimmungslinien und der Normalen der undeformierten Schale (d. h. in den Richtungen
t,, t,, n)ist derselbe Geschwindigkeitsvektor gegeben durch

v-—-.Qr[w2 tl+(l+e2)t2—z92 n] (3a)
mit ¢,, @, ¥, als den Schalendeformationsparametern, z. B. aus Biderman (1977).
Der Beschleunigungsvektor eines Schalenpunktes kann entweder aus

2 2 2
a:gazgz[&_f;_ 20 pls B a0l 9%, @
» I

oder aus
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a=Q0% {[U;;—(::—(H%)cose] t, +(%e;—+a)2 cos@ -0, sine]t2 —[%%+(1+e2)sin6] n}

(4a)
berechnet werden, & — Winkel zwischen der Normalen n zur Schalenbezugsflache und der Rotationsachse is
Die in diesen Formeln verwendeten Schalendeformationsparameter sind im Fall der Torusschale

ou w dv  cosb w
6 =—+— ey = +—u+—
ds R rog r R,
ad 0 6
w1=a—v T ELE. (5)
s rog r
5o _9w g =y _ 9w
'R 9s TR, rog
u, v

» ’

w — Verschiebungen des Reifenpunktes in meridionaler, Umfangs- und Normalenrichtung; R, , R, -
Hauptkriimmungsradien (Bild 5).

n (w)
(V)

t, (u)

=[cose -sin6 ][p
i sin@ cose][é]
-—---—._—..‘L—_—..—._.. .. 5 ". &

5 &

Bild 5. Bezugsfliche der Reifenschale: Torusfliche der Karkasse (a), Meridiankurve (b),
Beziehungen zwischen den Verschiebungen u, v und p, & (c)

Die Gleichungen des dynamischen Gleichgewichts von Elementen der Karkasse und des Giirtels in meridionaler,
Umfangs- und Normalenrichtung sind nach Belkin (1998) und Belkin und Narskaya (1997):
in meridionaler Richtung s

J (k) dJ (k) (k P B
—&—;-(r T, )+—8—(;Sz -T, ) cos 6 + L

o rrgl -
R, h
J w(k) b (7} )
—nzkkrz.()z{——ﬁ—(Pre;k’)cosO —m,,rt0? ﬁ——(lhe(z”)cosﬁ 0 (6)
in Umfangsrichtung ¢
d , J reY rQ
Zr W)y Z 1 4 g0 o5 8 + 2ot Zirqglt—
&s( ‘ ) dp * & R, h L
2 b Qe(k) k k 86(’,) ¢
—my, r$2° 8_20+w£ ' cos— 18 sin@ |- my r22* —5(-/2—)—~+a)§”cos€—z9§“ sin@ |=0 (M
in Normalenrichtung
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(1)

0
i(rP])+iP2 = [£+IY;—2—C]3} = (’”11 +mzl)r292 [

Lo (1 +ef! )sin(9 i
s do de

©)
+(myy +myy )r2022 {———8;92 + (1+e§2>)sim9} =0 8)
4

Die in runde Klammer gesetzten Indizes k, =1, 2 bezeichnen die steifen Membranschichten (Karkasse k=1 ;
Giirtel k= 2). Wenn in den Formeln (6) und (7) k=1 ist, dann ist [ =2 zu setzen, und umgekehrt.

Die inneren Krifte sind die in der Schalentheorie iiblichen Spannungsresultierenden bezogen auf die

Lingeneinheit des Elementrandes: T/, 7!/~ meridionale und Umfangsnormalkrifte in den steifen

Membranen; S*’— Membranschubkrifte; Q; , Q, — Querkrifte in der Gummizwischenschicht. Hieraus
werden die auf die Referenzgeometrie bezogenen fiktiven Schubkrifte

S](k) :S(k) +T](k)a)1(k) Sék) s S(k) +T2(k)a)§k)
sowie die auf die steifen Schichten reduzierten Querkrifte
Pl(k) =0,5 Q1 -—Tl(k)l%(k) —S(k>19ék> Pz(k) =05 Q2 _Tz(k),[}ék) —S(k)iyi(k)

gebildet. Weiter sind T = Tl(l) +Tl(2) ; T, = Tz(l) +T2(2) die Membrankrafte und A= P]m +P](2>,

P, =PV +P{* die effektiven Querkrifte in der dreischichtigen Schale.

Mit my,, my; (k,j=1,2) werden die auf die steifen Schichten reduzierten Massendichten des Schalenelementes
bezeichnet, die sich aus folgender Uberlegung crgeben. Dic der Beschleunigung a entsprechenden Trigheits-
krifte sollen auf die steifen Membranschichten abgesetzt werden. Das geschieht durch eine Massenmatrix, die
mit Hilfe des Verteilungsgesetzes der Geschwindigkeiten iiber die Schalendicke

v=N,(z) vV +N2(z)v(2)

( Ni(z) , Ny(z) — Formfunktionen; z — Normalkoordinate zur Schalenbezugsflache) aus der auf die Einheit der
Referenzflache bezogenen kinetischen Energie

1 1 2 2
T=— J Pyt =— [m“ (V(l)) +2my, v v 4+ my, (v(z)) }
2 2 i )

berechnet wird. Es ist also

my, = prlzdz my =my = [pN Nydz Moy = Ipszdz
(h) (h) (h)

p — Dichte des Materials an der Stelle z . Hiermit sind die auf die steifen Schichten bezogenen Triigheitslast-
vektoren

M _ 1 2 9) 1 D)
q ——m”a( ) —my, al q? =-m,, a' ) —m,,a h

a9 A Beschleunigungen in den steifen Schichten. Mit Riicksicht auf die Formel (4a) fiihrt das auf die

Triagheitsglieder in den Gln. (6) — (8).

Die Beziehungen zwischen den inneren Kriften und den Deformationen in der zyklisch beanspruchten Kord-
Gummi-Schale werden iiblicherweise als lineare Elastizitdtsgesetze aufgebaut

{1} =[D]“{e}® {0}* =p,1{ 7} )

mit
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k O 0 )T (k)_( k) (0 (k))T
{T}()=(T1(),T2(),S()) [} =le® e m

{Q}=(Q1, Qz)T {7}:(7’13> 723)T

Die von Null verschiedenen Elemente der Elastizititsmatrizen [D]* [D,] sind nach Buchin (1988):

dP =Cycos*y, +4Ghy d® =C,sin'y, +4Ghy
A = dli? =@, sin™ip, cos® i $2GH, (10)
d§§)=Cksin2chos2wk+G/1k C,=E i,n

d}’“ = d}/zz -_—Gh

ne — Anzahl der realen symmetrisch angeordneten Kord-Gummischichten, die in Gedanken zu einer steifen
orthotropen, die Karkasse oder den Giirtel simulierenden Membranschicht, zusammengefafit werden; £, — Kord-
steifigkeit; iy , w; — Kordfadendichte und Armierungswinkel (zwischen Kord- und Meridianrichtung);
G - Schubmodul des Gummis.

Bei der Berechnung des rollenden Reifens ist die Energiedissipation im Reifenmaterial zu beriicksichtigen. Wir
nehmen als Hypothese die Giiltigkeit der linearen Viskoelastizitdt sowohl fiir den Gummi als auch fiir den Kord
an und konnen dann formal die physikalischen Gleichungen (9) beibehalten, wenn in den Beziehungen fiir die
Elastizititskoeffizienten (10) der Gummi-Schubmodul G und die Kordsteifigkeit E; durch die entsprechenden
Operatoren ersetzt werden (Moskvitin, 1981):

—o0 —oo

t L
G(f)=Go| £0)- ] R(rr)f(r)dr} E(f)= Ek{f(r)— [R(t=7)f(z)dr (1
f steht fiir eine beliebige Komponente der Deformationsvektoren {}* und {y} ; R(t — ) — Relaxationskern
fiir den Schub im Gummi; R\ (f — 1) — Relaxationskern fiir den gezogenen Kord.

Bei stationdrem Rollen sind die Deformationen periodische Zeitfunktionen mit der Periode 2n/Q2 . Durch
Darstellung der Deformationsfunktion f als Fourier-Reihe in der Form

f — if eimQI
m

m=—oo

erhalten wir aus (11) fiir G(f) und E, (f) die folgenden Fourier-Darstellungen

6(f)= Slomasicimalne  E(f)= SlEmeiEme],em

nm=-—oo m=—oo

mit G m2]+iG"m2) als komplexem Schubmodul des Gummis und E[(mQ)+iE](m| als komplexe

Kordsteifigkeit, die mit den entsprechenden Relaxationskernen durch Fourier-Integraltransformation zusam-
menhédngen (Moskvitin, 1981).

Im weiteren setzen wir voraus, daf} die komplexen Charakteristiken des Gummis und des Kords als Funktionen
der Frequenz m& experimentell bestimmt wurden. Die zugehorigen Standardversuche findet man zum Beispiel
bei Belkin (1998). Dann gelten, fiir jede Harmonische des zyklischen Prozesses einzeln, die
Elastizititsbeziehungen (9), (10), wenn dort die Elastizititsmoduli G und E; durch G’'+iG"und E,+iE]
ersetzt werden.

3 Losungsmethode fiir das Kontaktproblem
Die Berechnung erfolgt in zwei Etappen. Als erstes wird der rotationssymmetrische Spannungszustand des
Reifens unter der Wirkung des Innendruckes und der Zentrifugalkriifte berechnet. Das Problem wird geometrisch

nichtlinear formuliert und mit Hilfe der schrittweisen Niherung nach Newton/Kantorovich (in jedem Schritt wird
eine lineare Randwertaufgabe geldst; vgl. auch Karmishin u. a. 1975) bearbeitet. In der zweiten Stufe wird die
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Differentialgleichungen fiir die Abweichungen vom rotationssymmetrischen, vorgespannten Zustand der ersten
Etappe linearisiert und mit Hilfe trigonometrischer Reihenansitze in Umfangsrichtung ¢ gelst. Die dabei in der
Meridianrichtung s entstehenden Randwertaufgaben werden nach der Methode der schrittweisen Orthogona-
lisierung von Godunov (1961) behandelt; siehe auch Grigorenko und Vasilenko (1992).

In dieser Arbeit werden die Kontaktbedingungen des Reifens mit einer starren StraBenoberflache untersucht. Bei
stationdrem Rollen konnen diese Bedingungen sowohl in differentieller Form, d. h. durch die Geschwindigkeiten
der Punkte des deformierten Reifens, als auch in integraler Form durch die Punktverschiebungen dargestellt
werden. Wegen der einfacheren Darstellung wird hier nur der Fall ohne Ablosen des Reifens von der Stiitzflache
im Kontaktbereich betrachtet. Die Stiitzflache wird als eben angenommen.

Fiir einen Protektorpunkt im Kontakt liegt der Geschwindigkeitsvektor vp, in der Stiitzebene, d. h. vp. - k=0,
wobei k der Normaleneinheitsvektor der Stiitzfliche ist. Mit Riicksicht auf (3) ergibt sich

(Bap(;, ~Vp, ]coup—[aav;' + Ppe + Iy jsin(o =

der Index “Pr” verweist auf einen Punkt der Protektoroberfliche. Die Integration dieser Gleichung ergibt eine
Kontaktbedingung formuliert in den Verschiebungen:

Ppr COS @ —Vp SN @ + rp, COS @ = Ry, (12)

Wir betrachten den Fall des freien Rollens. Dabei ist Q, = 0 und die im Gleichgewicht stehenden Schub-
spannungen werden hier nicht beriicksichtigt. Die einzige zu bestimmende Kontaktkraftkomponente ist also der
Normaldruck ¢(s, ) k . Durch Projektion dieses Vektors auf die lokalen Achsen der Schalenfliche t; , t, , n
erhalten wir die in die Bewegungsgleichungen eingehenden Belastungen

q, = —q(s, go)cosa cos @ g, = q(s,(p)sin Q q; = —q(s,(p)sin G cos@ (13)

Zur niherungsweisen Bestimmung des Kontaktdruckes ¢(s, ¢) nutzen wir die Methode der EinfluB-
funktionen. Der Laufteil des Protektors wird durch Parallelkreise in eine Anzahl n schmaler Streifen
aufgeteilt und es wird angenommen, daB sich der Kontaktdruck iiber die Streifenbreite nicht dndert. In der
Umfangsrichtung ¢ (d. h. in Rollrichtung) kann sich der Kontaktdruck #ndern. Im Unterschied zum
unbeweglichen Reifen ist beim rollenden Reifen der Kontaktdruck unsymmetrisch in Bezug auf die
Vertikalebene durch die Radachse (d. h. in Bezug auf das Kontaktzentrum). Der Druck ¢i¢) im i-ten Streifen
(Bild 3b) kann angenommen werden als

q; ((p):{ Pu (0.a,)+ py ®,(0.2;) wenn lo| < e, ”
0 wenn |¢| >a,

a; — halber Kontaktwinkel im i-ten Streifen; @(p, ;) , Dy(p, @) — vorzugebene Funktionen der Umfangs-
koordinate ¢ , durch welche der in Bezug auf ¢ = 0 symmetrische und antisymmetrische Teil der Kontakt-
druckverteilung angenéhert werden; p;;, p,; — unbestimmte Koeffizienten.

Die Funktion des Kontaktdruckes g¢i(p) enthilt also 3 unbekannte Parameter py; , py , & , die so bestimmt
werden, daB die Kontaktbedingung (12) in drei ausgewihlten Kollokationspunkten auf dem i-ten Streifen erfiillt
ist. Zur Durchfiihrung der Berechnung wird die Funktion des Kontaktdruckes (14) in eine Fourierreihe zerlegt

‘h((o) =p; X &m (ai Jeosme + Py 2 gw" (e sinme (15)
m=0

m=|

Die Reihenkoeffizienten ¢ (e,), g™ (c,) sind bekannte Funktionen des gesuchten Kontaktwinkels a; .

Der symmetrische ,,Einheits“druck g;(@) =1-cos m¢ ruft in der Schale das Verschiebungsfeld
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P = Pin(s)cosm@ + p;, (s)sinm ¢
E=¢,,(s)cosmp +¢;, (s)sinm g (16)

Vin (5)sinm @ = v, (s)cosm

hervor. Ebenso entstehen infolge des antisymmetrischen ,,Einheits“drucks ¢;(@) =1-sin m¢ die Verschiebungen

Pin(s)sinm @ — p;, (s)cosmg
&im(s)sinm @ = &7, (s)cosm a7

~Vim(s)cosm —vi, (s)sinm ¢

p=
3

In (16) und (17) sind die ersten Glieder die Verschiebungskomponenten, die sich ,,in Phase* mit der duBeren
Last dndern; die zweiten mit * bezeichneten Glieder bleiben gegeniiber der Belastung um die Phasen-
verschiebung /2 zuriick. Die zweiten Glieder sind durch die Viskoelastizitét der Schalenmaterialien bedingt.

Die Koeffizienten p, (s), o}, (s), &, (s). & (s), v, (s), v, (s) , welche die Bedeutung von EinfluBfunktionen

haben, wurden durch die Berechnung des Reifens als dreischichtige viskoelastische Schale auf der Grundlage
(6) — (9) bestimmt. Um die sprungartige Umbildung des fiir den Laufteil und den Umschlag der Karkasse
zutreffenden dreischichtigen Modells in eine Membran im Seitenwandbereich numerisch zu verarbeiten, wird im
Bereich der Seitenwand in das Berechnungsmodell eine fiktive dufere Tragschicht sehr geringer Steifigkeit
eingefiihrt (vgl. Bild 4).

Wenn die EinfluBfunktionen gefunden sind, dann ergeben sich mit (16) und (17) die Verschiebungen durch
Superposition der Schalenverschiebungen aus allen im Kontaktgebiet auf die Streifen wirkenden Driicken gi(¢) .
Mit Riicksicht auf (15) erhalten wir:

p= Z Pii Z g (a,-)[p,-m (s)cosme+ p;,. (s)sin m(p]+

+ z Pai Z g (e, )[pm (s)sinme— p. (s)cos m(p]

&= Zp,, Zg e )[f,»m(s)cos me+&; (s)sinm(p}+
=1 m=0 (18)

+ z Pa 2 ganm (o, )[fim (s)sinmp—£&; (s)cos m(p]
v= 2 Dy Zg AV i (S)sinm@ — V], (s)cos m(p]+

+ 2 Dai Eg"“'" (; )[— Vi, (s)cosme—v; (s)sin mqo]

Entsprechend dem verwendeten Berechnungsschema des Reifens werden die Verschiebungen der Oberflichen-
punkte des Protektors aus den Verschiebungen des Giirtels unter Hinzufiigung der Zusammendriickung des
Protektors als viskoelastische Winkler-Bettung bestimmt. Fiir die Punkte des i-ten Kontaktstreifens gilt

H sym asym
Ap, = py 3 Em o )cos(mfp v/)+po,ZM

o sin(mp —y) (19)
lBl )82 m=0 EP. m=l EPr

Ep, — dynamischer Modul des Protektorgummis (bei Kompression); y - Phasenverschiebung zwischen Spannung
und Deformation; Hp, — Dicke der Protektorschicht; B, - Sittigungskoeffizient der Lauffliche; B3, —

Abminderungskoeffizient der Stollenkompression infolge Behinderung der seitlichen Deformation durch
Reibung.

Durch Einsetzen der aus (18) und (19) bestimmten Verschiebungen des Protektors pp; , Vp, , rpr in die
Kontaktbedingung (12) erhalten wir die Gleichung
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F(SJ/’? P11 P21 > @1 ses Plis Pai s @isoes Pin s Pon > @ 5 Rdyn):() (20)

Wegen des Niherungscharakters der angenommenen Kontaktdruckverteilung (14) kann die Gleichung (20) nicht
in jedem Punkt des Kontaktgebietes erfiillt sein. Die Funktion F héngt ab von den 3n Parametern des
Kontaktdrucks py , psi» & (i =1,2,..,n) sowie vom Wert des dynamischen Reifenradius Rayn . Zur
Berechnung dieser Parameter fordern wir, daB die Bedingung (20) in drei Kollokationspunkten auf jedem
Kontaktstreifen erfiillt ist:

F(Sjv(/’jll Pi1> P21 @15 sPris P2is @iseovs Pins P2ns @ Rdyn)zo
F(‘j"/’/z; P11s Pa1s Qs eosPris P2iy @is oo s Pins Pan» @i Rdyn):o (21)
F(-V/v‘/’ﬂ? Pr1> P21s O s Pris P2is @io o5 P P2ns O Rdyn)zo WETE S

(s;.9,),(s; ,9,,).(s; , ¢,3) — Koordinaten der Kollokationspunkte auf dem j-ten Streifen.

Zu den 3n Gleichungen des Punktkontaktes kommt noch die Gleichgewichtsgleichung fiir den Reifen als Ganzes
hinzu:

n

@ =2 {]"Ii ((0)(’?1» ),- (ASPr ),-d(P = i Pu(rpr ), (AsPr ),- {_er’l((P, a;)dg (22)

i=l g i=l a,
(A4sp,); — Breite des i-ten Kontaktstreifens; (rp;); — Radius des Parallelkreises in der Mitte des i-ten Kontakt-
streifens. Das Gleichungssystem (21), (22) wird beziiglich der Kontaktparameter py;, py, & (j=1,2, ..., n) und

des dynamischen Radius Ry, gel0st.

Weiter ergibt sich fiir das Rollwiderstandsmoment

M =Qz.d:

r

I Mz

fa; (p)sing o )} (asp, ) do
i Iﬂ(x,
Mit dem Kontaktdruck aus (14) und der Fourier-Darstellung (15) ergibt sich hieraus durch Integration:

M, = i Py & (0;) (rPr ),2 (ASP" )i -
=1

g™ (o, )— Koeffizient bei der ersten Harmonischen der Fourierreihe fiir den antisymmetrischen Teil der
Druckverteilung @,(¢, a, ).

Aus dem Rollwiderstandsmoment M, werden die Versetzung d der Vertikalreaktion, die Rollwiderstandskraft
F, und der Rollwiderstandskoeffizient f; berechnet:

d=M,/Q, F,=M,[R f,=F./0,
R, =L;/2a; —Rollradius (L; - Kontaktlinge im i-ten Streifen).

In den konkreten Berechnungen wurden als erste Annaherungen des symmetrischen und des antisymmetrischen
Anteils der Kontaktdruckverteilung folgende Ansatzfunktionen benutzt:

|1 bei Jg|<a _[o/a beilo| < @ 24
d),((p,a)a{o bei |¢|>a ¢2(¢,a)—{0 beilg| > « )

d. h. der Druck wurde iiber die Streifenlidnge als linear verteilt angenommen. Diese Annahme stimmt mit den
realen Verhiltnissen im ,,Latsch* des rollenden Reifens iiberein, die sich bei einem linear viskoelastischen
Kompressionsgesetz fiir die Beschreibung der Gummihysterese kombiniert mit dem Reifen als Spannband ohne
Biegesteifigkeit auf radial elastischer Bettung ergeben (Bohm, 1966/67, Seite 23-24).
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4 Ergebnisse der Berechnungen des dynamischen Reifenkontaktes

Als Beispiel betrachten wir die Kontaktberechnung fiir den PKW-Reifen 165/80R14. In Bild 6 sind Form und
Abmessungen der Kontaktfliche sowie die Verteilung des Kontaktdrucks iiber die Breite der Lauffliche sowohl
fiir den stehenden als auch fiir den mit V = 150 kmv/h rollenden Reifen angegeben. In beiden Fillen betrégt die
Vertikallast auf den Reifen Q, = 4,85 kN . Fiir die Berechnung wurde die Lauffliche in 20 schmale Streifen
unterteilt, d. h. die Kontaktbedingung wird in 60 Punkten erfiillt.

0.44 0.33l% MPa
a
. \ AN

Entrance in contact 4 T/

MP T 1
032y, 7 o 0 313 029

; : \T/‘ K“T/

o- 11 )| 11
0.25
"Nt
1T 1

a) V=0 b) V=150km/h

Bild 6. Kontaktfliche und Kontaktdruckverteilung iiber die Breite der Lauffldche beim freien Rollen:
(a) stehender Reifen; (b) rollender Reifen (Reifen 165/80R14)

Die Kontaktflichen fiir den stehenden und den rollenden Reifen ergaben sich praktisch gleich zu 209,3 cm’
(B=120 mm, L =191 mm). Beim stehenden Reifen wurde der Kontaktdruck als in Umfangsrichtung konstant
angenommen. Beim Rollen dagegen iibersteigt der Kontaktdruck am Einlauf wesentlich die Werte am Auslauf.
Die sich aufgrund des linearen Ansatzes (14), (24) ergebenden Spitzen in der Kontaktdruckverteilung beim Ein-
und Austritt (Bild 6b) sind Idealisierungen, die bei realer nichtlinearer Verteilung des Druckes iiber die
Kontaktlidnge abgebaut werden.

Die Kontaktdruckverteilung iiber die Breite der Lauffliche hat drei Maxima, im Zentrum und an den seitlichen
Riéndern, was fiir PKW-Reifen mit ihrem geringen Innendruck und demzufolge auch ihrer geringen Seitenwand-
steifigkeit charakteristisch ist. Diese Art Kontaktdruckverteilung hat offensichtlich zwei Ursachen. Bekanntlich
steigt bei Schalen mit endlicher Schubsteifigkeit der Kontaktdruck an den Rindern der Kontaktfliche. Wegen
der duBleren Winkler-Bettungsschicht mu8 umgekehrt der Druck am Rande abfallen. Beide Tendenzen iiber-

lagern sich hier. Bei LKW-Reifen dagegen iiberwiegt der Membranspannungszustand und der Kontaktdruck fallt
zum Rand hin ab.

Bei dem betrachteten Fahrregime sind die Versetzung der vertikalen Spannungsresultierenden in der Kontakt-
flache d = 2,45 mm, das Rollwiderstandsmoment M, = 11,9 Nm und der Rollwiderstandskoeffizient f, = 0,0085.

Die angegebene Methode ermoglicht es, den Einflul der Rollgeschwindigkeit auf den Deformationszustand des
Reifens zu untersuchen. Am deutlichsten macht sich der GeschwindigkeitseinfluB auf die Deformation der
Karkasse bemerkbar. In den Bildern 7 sind Isolinienfelder der Durchbiegungen w der Karkasse bei verschie-
denen Geschwindigkeiten des freien Rollens gezeigt. Die Meridiankoordinate s zahlt von der Radfelge bis zum
Reifendquator, die Winkelkoordinate ¢ — vom Kontaktzentrum in Rollrichtung. Somit entsprechen die rechte
untere und die rechte obere Ecke im Koordinatenfeld dem geometrischen Zentrum der Kontaktflidche.
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Bild 7. Niveaulinien der Karkasse-Normalverschiebungen bei verschiedenen

Rollgeschwindigkeiten (Reifen 165/70R13)
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Aus den Bildern 7 erkennt man, daB bei V = 230 km/h in der Seitenwand des Reifens nach dem Kontaktauslauf
eine im Raum stehende, aber im Reifenmaterial umlaufende, Welle entsteht. Das Profil dieser Welle ist im
Bild 8 fiir die Geschwindigkeiten V =230 km/h und V = 280 km/h gezeigt. Die Wellenamplituden von der
GroBenordnung 1,2 ... 1,3 mm sind zwar unbedeutend im Vergleich zu den Durchbiegungen der Karkasse, aber
allein die Tatsache ihres Erscheinens ist ein Zeichen fiir die Uberschreitung der kritischen Geschwindigkeit, bei
der die Verformungen vom Kontakt weg zunidchst monoton und dann oszillierend abklingen. Wegen der
geringen Giirtelvorspannung am seitlichen Rand ist dort die Amplitude besonders deutlich.

—46.0

. displacement, 10-4m e oo isplacement, 10 “m
n.-§ M ki 21.0 ¥ = 2o0onh
as.c: 1z
54/ 3 0.0
1.2.-S -12.0 ‘
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-u.l-jr\d m s \
‘ \
\
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-3%.8 3 J ‘\ L -72.8 ]A p /\ \‘ _J/
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e \JVA\./\’ » o \« \ / u/ "1
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Bild 8. Wellenprofile in der Seitenwand bei verschiedenen Rollgeschwindigkeiten
(Reifen 165/70R13)

Das vorgeschlagene Modell gestattet die Untersuchung des Einflusses einiger konstruktiver und Betriebs-
parameter auf den Rollwiderstand. Messungen am Rcifcn zeigen, daB dic Giirtelbreite wesentlichen EinfluBl auf
den Rollwiderstand hat (Buchin, 1993). Die gleiche Abhingigkeit ergab sich durch Anwendung des
vorgeschlagenen Modells.
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Bild 10. Abhéngigkeit des Rollwiderstandskoeffizienten f,
und der Reifeneindriickung d, von der relativen
Giirtelbreite Bgirel / Bproweke beim Reifen MI-225

bei Innendruck p =0,67 MPa;

bei p=0,47 MPa

Bild 9. Rechnerisches Profil des Reifens MI1-225
(Gleichgewichtslage unter Innendruck)

Als Beispiel betrachten wir im Bild 9 den Reifen MI-225 mit den eingezeichneten Kontaktstreifen 1 bis 9. Im
Bild 10 ist fiir Q, = 14,2 kN und zwei verschiedene Innendriicke der Rollwiderstandskoeffizient f; als Funktion
der Giirtelbreite angegeben. Wie man sieht, ist diese Abhiingigkeit nicht monoton, sondern sie hat fiir eine
bestimmte Giirtelbreite ein Minimum. Diese Art der Abhingigkeit wird so erkldrt: je breiter der Giirtel, desto
wichtiger ist die Rolle der Schubdeformation 7,3 in der Gummizwischenschicht zwischen Giirtel und Karkasse.
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Diesen Sachverhalt erkennt man aus Bild 11 durch Vergleich der y;3-Kurven bezogen auf die Randzonen des
Giirtels fiir verschiedene Giirtelbreiten. Wegen der Schubamplituden, die fiir die Energiedissipation
verantwortlich sind, werden die Energieverluste in einem Reifen mit breiterem Giirtel (und groBeren
Schubdeformationen y,3) erheblich héher und der Rollwiderstand ist demzufolge ebenfalls hoher. Allerdings ist
der breitere Giirtel flacher und besitzt eine hohere Vorspannung am Rand, wodurch die Amplituden der
Seitenwandwellen deutlich kleiner werden.
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Bild 11. Anderungszyklen der Schubdeformation y,3 in der Gummi-Zwischenschicht an den Giirtelrandern
fiir verschiedene Giirtelbreiten ( p = 0,67 MPa ; Q,=14,2kN; V = 100 km/h )

Die hohen Verluste in Reifen mit schmalem Giirtel bei iiberkritischen Rollgeschwindigkeiten dagegen erklaren
sich aus dem Anwachsen der Eindriickungsenergie wegen der geringen Radial-Steifigkeit des Reifens. Beim
Rollen ,,zirkuliert* die Energieproduktion im Material, was zum Ansteigen der Verluste fiihrt.

Ebenso wichtig ist der Einfluf des Kordwinkels y im Giirtel auf den Rollwiderstand (Bild 12). Auch hier gibt
es wieder einen optimalen Wert fiir den Konstruktionsparameter, bei dem der Rollwiderstandskoeffizient
minimal wird. In den betrachteten Beispielen sind aber nicht die konkreten Werte der zu minimierenden
Parameter wichtig (sie hdngen im starken Mafle von den Hysteresiseigenschaften des Reifenmaterials ab)
sondern die Tendenzen. Um niherungsweise identische Rollbedingungen bei unterschiedlichen Werten des
Reifeninnendrucks zu gewihrleisten, wurde die Vertikallast Q, jeweils so angenommen, daB der Wert Q,/ p
konstant blieb.

fndst
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Bild 12. EinfluB des Kordwinkels y im Giirtel auf den Rollwiderstandskoeffizienten f;
(Reifen MI-225) fir V =100 km/h und
1-p=0,67MPa; Q,=142kN;: Q,/p=212cm’,
2-p=047MPa; Q,=997kN; Q,/p=212cm’

Anderungen der Giirtelbreite und des Kordwinkels im Giirtel haben EinfluB auf alle SteifigkeitskenngroBen des
Reifens. Es ist daher schwierig durch konstruktive Veridnderungen den Rollwiderstand zu vermindern, ohne daf3
sich andere Betriebscharakteristiken des Reifens verschlechtern, z. B. seine Armortisations- und Gléttungs-
fahigkeit, seine Hafteigenschaften u. a.
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Wenn wihrend des Konstruktionsprozesses eines Reifen-Prototyps die Geometrie und die Steifigkeiten der
Karkasse und des Giirtels unverindert bleiben, dann bleibt in der Entscheidung des Konstrukteurs nur noch die
Gestaltung der Lauffliche. Am Beispiel des Reifens MI-225 wurde untersucht, wie der Kriimmungsradius der
Lauffliche den Kontaktdruck g und den Rollwiderstandskoeffizient f; beeinfluBt. In nachstehender Tabelle
sind die Berechnungsergebnisse fiir sechs Konstruktionsvarianten zusammengestellt, die sich nur durch den Wert
des Laufflachenradius unterscheiden:

Variante | Kriimmungs- Druck im Kontakteinlauf (N / mm?)
radius A", % | f-10°
Nummer des Kontaktstreifens (vgl. Bild 9)
mm 1 2 3 4 5 6 7 8 9

I 500 0,72 048 042 043 048 053 058 061 0,63 54,9 0, 98
2 600 0,79 051 043 043 047 0,52 0,56 0,59 0,61 65,8 0, 97
3 680 10,83 0,53 044 043 047 051 055 057 0,59 72,0 0,96
4 750 0,86 0,54 0,44 043 046 0,50 0,53 0,56 0,57 77,3 0, 96
5 850 090 0,55 045 043 045 049 0,52 0,55 0,56 83,6 0, 96
6 1000 0,94 057 0,45 043 045 048 0,551 053 0,54 90,7 0, 96

*¥) 4dg = s = Imin .10y g - Ungleichformigkeitskoeffizient der Kontaktdruckverteilung
Qmiuel

**) beim realen Reifen MI-225

Aus den Tabellenwerten folgt, daB die Kriimmung der Protektoroberfliache das Kontaktdruckprofil stark beein-
fluBt. Mit abnehmender Kriimmung (in den betrachteten Grenzen) steigt der Ungleichférmigkeitsindex Aqg scharf
an. Die GroBle der Kontaktflache und der mittlere Kontaktdruck bleiben dabei fast gleich. Ebenso wenig dndert
sich der Rollwiderstandkoeffizient f; . Das alles gilt exakt natiirlich nur unter der Bedingung konstanter
Protektordicke.
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Bild 13. Abhangigkeit des Rollwiderstandskoeffizienten von der Dicke
des Protektors (Reifen MI-225)

Messungen an neuen Reifen und an Reifen mit abgetragenem Protektor (Knoroz u. a., 1976) zeigten, daB bis zu
50 % des Verlustes an mechanischer Reifenenergie auf den Protektor entfallen konnen. Das verweist auf die
starke Abhiingigkeit der Energieverluste und damit auch des Rollwiderstandes von der Protektordicke. Aus dem
durch numerische Analyse erhaltenen Bild 13 kann indirekt der Protektoranteil der Energieverluste dadurch
bestimmt werden, daB man den Rollwiderstandskoeffizient f, fiir einen neuen Reifen mit dem des vollstindig
verschlissenen Reifens vergleicht. Es handelt sich hier um eine indirekte Bewertung, weil mit der Veranderung
der Protektordicke auch eine Umverteilung des Kontaktdrucks einhergeht und damit auch eine Umverteilung der
Energieverluste im Reifenmaterial.

Dieser frither bereits mit der FEM untersuchte Vorgang ist im Bild 14 gezeigt. Mit Verminderung der
Protektordicke (und damit der Nachgiebigkeit in vertikaler Richtung) wird auch hier wieder eine starke Zunahme

369



des Kontaktdrucks an den Réndern beobachtet. Dies ist in Ubereinstimmung mit bekannten Ergebnissen aus der
Kontakttheorie der Schalen (Popov, 1975; Grigolyuk und Tolkachev, 1987).

Kontaktdruck q,, MPa
M} : N
02

1 2 \43:

» & « 2 ) » @ ® Y, mm

Bild 14. Kontaktdruckverteilung bei verschiedenen Werten der Protektordicke
fir p=0,47 MPa, Q,=14,2kN und
l-Hp,=12mm; 2-Hp=8mm; 3-Hp =4 mm

Der Rollwiderstand hingt wesentlich von der Fahrgeschwindigkeit V ab. Fiir die addquate Modellierung dieses
Einflusses muf3 man eigentlich iiber Daten der Abhingigkeit der Verlustmoduli des Reifenmaterials von dessen
Deformationsgeschwindigkeit verfiigen. Die Empfindlichkeit des Modells gegeniiber der Fahrgeschwindigkeit
kann aber auch iiber die frequenzunabhingigen Verlustcharakteristiken hergestellt werden. In Bild 15 ist die so
berechnete Geschwindigkeitsabhingigkeit des Rollwiderstandskoeffizienten fiir die Reifen 175/70R13 und
MI-225 dargestellt. Im Bereich miBiger Geschwindigkeiten dndert sich der Rollwiderstand nur wenig, erst ab
V = 150 km/h (Reifen 175/70R13) oder V = 200 km/h (Reifen MI-225) nehmen die Verluste stark zu, was
durch das Auftreten von Schwingungen im Giirtelrand und in der Seitenwand des Reifens zu erkliren ist.
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Bild 15. Rollwiderstandskoeffizient f; in Abhingigkeit von der Geschwindigkeit
1 — fiir Reifen 175/70R13 (p=0,2 MPa, Q,= 4,0kN)
2 — fiir Reifen MI-225 (p=0,47 MPa, Q,=10,0kN)

Durch Vergleich der Kurven f£,(V) in Bild 15 fiir die beiden untersuchten Reifen erkennt man, daB fiir den PKW-
Reifen 175/70R13 bei miBigem Innendruck der Beginn des starken Anstiegs der Rollverluste im Bereich der
realen Geschwindigkeiten liegt. Das bedeutet, daB fiir Hochgeschwindigkeitsreifen z. B. der Kategorie Z mit

240 km/h Hochstgeschwindigkeit das Problem der Absenkung der geschwindigkeitsabhingigen Verlustanteile
sehr aktuell ist.

Die untersuchten Beispiele zeigen die Moglichkeiten des vorgeschlagenen dreischichtigen Reifenschalenmodells
und der Analysemethode des Einflusses von Konstruktions- und Nutzungsparametern auf das Deformations- und
Kontaktverhalten des Reifens. Das ist besonders wichtig fiir die Prognostizierung der Ausgangscharakteristiken

beim stationdren Rollen. Die Berechnungsmethode ist im Programmkomplex CASCADE realisiert, iiber
welchen ausfiihrlich in der Arbeit Belkin u. a. (1993) informiert wurde.
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5 Schluflfolgerungen

Fiir die Berechnung der Deformationen und der Ausgangscharakteristiken des Radialreifens bei stationdrem
Rollen wurde das mathematische Modell einer viskoelastischen dreischichtigen Schale verwendet. Die Losung
des Kontaktproblems erfolgte nach der Methode der EinfluBfunktionen. Trotz starker Vereinfachungen der
realen Verhiltnisse gelingt es, zu qualitativ richtigen Aussagen iiber das Deformations- und Kontaktverhalten
sowie iiber die Abhingigkeit der wichtigsten Betriebsparameter von der Reifenkonstruktion und der Fahrge-
schwindigkeit zu kommen. Ein Optimum der Giirtelbreite und damit der Schulterbeanspruchung des Giirtels
wurde gefunden. Die durch das dreischichtige Schalenmodell mogliche Beriicksichtigung der Schubdefor-
mationen ist fiir die Beurteilung der Festigkeit des Reifens von entscheidender Bedeutung. Einc detaillierte
statische FEM-Berechnung findet sich bei Feng (1995).

Der Artikel enthilt die Grundideen fiir das Vorgehen bei angewandten Untersuchungen des stationdren Reifen-
Boden-Kontaktes auch mit entsprechend verbesserten Modellen: z. B. fiir die geplante Berechnung als
5-schichtige Schale mit Membrantragschichten (zur Beriicksichtigung der Eigenbiegesteifigkeit und der
allgemeinen Anisotropie des Giirtels sowie der Asymmetrie in der Kontaktdruckverteilung) oder fiir die
Verwendung verbesserter nichtlinearer Ansatzfunktionen fiir die Kontaktdruckverteilung im nachgiebigen
Boden. Eine weitere denkbare Verbesserung besteht in der Beriicksichtigung instationdrer Vorgidnge durch
Gitterpunktdarstellung der Losung in Umfangs- und Meridianrichtung unter Verwendung diskretisierter
Schalengleichungen (Bohm u. a., 1989).
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