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Variationslésungen fiir schubstarre Platten (I)

K. Naumenko, J. Altenbach, H. Altenbach

Professor Dr.rer.nat.habil. Hans-Georg Hahn zum 70. Geburtstag gewidmet.

Auf der Grundlage der Kirchhoffschen Plattentheorie und der Variationsmethode von Vla-
sov/Kantorovich werden Ldsungsansitze fir Platten mit geraden Plattenrindern im Rahmen der
geometrisch linearen Theorie diskutiert. Durch eine alternierende, iterative Verbesserung eingliedriger
Niherungsansitze fir jeweils eine Koordinatenrichtung erhdlt man ein effektives Losungsverfahren,
das analytische Niherungslosungen fir die Verformungen und die Schnittgréflen fir das Gesamtge-
biet einer Platte liefert. Die Genauigkeit der so abgeleiteten Losungen ist fir viele Anwendungen
ausreichend.  Die Einsatzmdglichkeiten des Liosungsweges sind von der Plattengeometrie abhingig.
Ausfiihrlich wird die Lésung linearer Aufgaben fiir Rechteck- und Parallelogrammplatten diskutiert. Teil
T umfafit die Ableitung fiir kartesische Koordinaten und enthilt Beispiele fiir Rechteck- und Trapezplatten.

1 Motivation

Ausgangspunkt fiir die Ableitung von Niherungsverfahren mit Hilfe von Funktionsansitzen fiir das

Gesamtgebiet ist im allgemeinen das elastische Potential der schubstarren Platte, vgl. Altenbach u.a.
(1998. a)

=1, +1I,

Das Potential fiir die inneren Krifte einer schubstarren Platte bei Vernachléssigung geometrischer Nicht-
linearitéten lautet in kartesischen Koordinaten, Bild 1,

T} = % / K[(Aw)? - 2(1 - v)(w11w,22 — why)]dA (1)
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Bild 1. Rechteckige Platte in kartesischen Koordinaten
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und fiir das Potential der dufleren Krifte erhilt man

I, (w) = —/qwdA + ?{mmw,nds - %q;@ds (2)

F’ﬁ)‘ F(i*

Die Plattensteifigkeit X' = Eh®/12(1 — v?) kann konstant oder verinderlich sein. w(z1,z,) ist die
Plattendurchbiegung, die Integration iber die Fléchenlast ¢ soll im verallgemeinerten Sinne auch Linien-
und Punktlasten einschlieBen. m.,, und ¢}, sind vorgegebene Randbiegemomente und Randkréfte, wobei
das Randintegral tiber I'z» auch Einzelrand- und Eckkrifte erfafit.

Das Prinzip vom Minimum des elastischen Potentials mit der notwendigen Bedingung 6II = 0 lie-
fert nach den Regeln der Variationsrechnung die Plattendifferentialgleichung und alle Randbedin-
gungsmoglichkeiten. Hier ist jedoch das elastische Potential IT Grundlage fiir die Ableitung von
Néaherungslosungen. Dabei sei besonders hervorgehoben, daf8 sich der Ausdruck fiir I7; in vielen Fillen
vereinfachen 14t (Altenbach u.a., 1998. a). Fiir gerade Rénder mit starrer Einspannung, elastischer
Einspannung, aber starrer Lagerung und momentenfreier starrer Lagerung gilt fiir I7; die einfachere
Gleichung

1

II;(w) = 5/K(Aw)%m 3)
A

Beim Naherungsverfahren nach Ritz wird die Niherungslosung @ in der Form

W(z1,22) = Zaiwi(th) (4)
=1
oder
W(z1,2T2) = ZzainU(ﬂh)ij(xz) (5)
i=1 j=1

gesucht. Die Bedingung 6/7(w) = 0 fithrt auf die Gleichungen

Ho;(w) =0 i=12,...,n (6)

bzw.

I, (0)=0 k= 1,200 e [=1,2,....m (7)

Die Losung der Plattenaufgabe ist damit auf die Losung eines Gleichungssystems fiir die unbe-
kannten konstanten Koeffizienten a; bzw. ay reduziert. Die Bedingungen fiir die Konvergenz der
Néherungslosung gegen die analytische Plattenlésung kénnen eindeutig definiert werden (Altenbach u.a.,
1998 a). Als Ansatzfunktionen werden vielfach die Eigenfunktionen transversal schwingender Balken
oder des Knickstabes, aber auch iiber das Gesamtgebiet definierte Polynomansitze gewshlt, s. z.B.
(Altenbach u.a., 1998 a; Chia, 1980; Liew und Wang, 1993; Vlasov, 1958). Das Verfahren von Ritz
wird fir viele Félle mit Erfolg angewendet. Bei konzentrierten Belastungsbereichen oder nichtlinearen
Plattenaufgaben ist die Konvergenz gegen die gesuchte Losung schwach. Niherungsansitze mit einer
dann notwendigen hoheren Anzahl von Reihengliedern fithren aber vielfach auf numerische Probleme.

Das Naherungsverfahren nach Vlasov/Kantorovich liefert in Verbindung mit einer iterativen Verbesse-
rung der Losung héufig schon mit einem eingliedrigen Ansatz gute Ergebnisse. Die Niherungslosung
W(x1,x2) wird jetzt in der Form

n

W(w1,x2) = ZWi(l“z)Xi(UCl,xz) (8)

=1
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oder

W(z1,22) = ) Wi(m2)xi(21) (9)

=1

gesucht. Statt der unbekannten Koeffizienten a; des Ritz-Ansatzes miissen jetzt unbekannte Koeffi-
zientenfunktionen W;(z;) bestimmt werden. Die Anforderungen fiir die Ansatzfunktionen y; kénnen
wiederum eindeutig definiert werden. Die notwendige Bedingung 6IT(w) = 0 fiihrt auf ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen. Das Verfahren von Vlasov/Kantorovich wurde erfolgreich zur
Losung unterschiedlicher Plattenaufgaben, von Schalen kurzer Linge, von Stabschalen, von Faltwer-
ken u.a.m. eingesetzt (z.B. Altenbach u.a., 1994; Goldner, 1961; Reissner und Stein, 1951; Vlasov,
1958).

Fiir schubstarre Platten unterschiedlicher Geometrie wird die Vorgehensweise nachfolgend erliutert. Alle
Gleichungen werden zunéchst zum besseren Versténdnis fiir den einfachen Fall einer Rechteckplatte ab-
geleitet, und danach wird dann die Méglichkeit der Erweiterung auf Trapez- und Parallelogrammplatten
diskutiert. Es werden ausschliefllich eingliedrige Variationsansitze betrachtet. Die angefiihrten Beispiele
demonstrieren die Qualitit eingliedriger Ansitze fiir Rechteckplatten. Mehrgliedrige Ansétze fiihren auf
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen, die im allgemeinen numerisch gelést werden miissen (vgl.
z.B. Grigorenko und Tumashova, 1989; Kryukov, 1984). Der wesentliche Vorteil der Variationslosungen
nach Vlasov/Kantorovich, die Ableitung einfacher analytischer Niherungslosungen, die vor allem effek-
tiv in der Entwurfsphase einer Konstruktion eingesetzt werden kinnen, geht dann verloren. Wie fiir die
Parallelogrammplatten im Teil II gezeigt wird, kénnen die eingliedrigen Variationsansétze sinnvoll durch
Zusatzterme ergéinzt werden.

2 Rechteckplatten

Fiir eine Rechteckplatte in kartesischen Koordinaten, Bild 1, kann die Né&herungslosung w(zy,z2) als
Summe von Produktansitzen dargestellt werden

w(z1,T9) = Z Wi(z2)x:(z1)
=1

Wi(z2) sind unbekannte Koeffizientenfunktionen. Die x;(z;) werden so gewihlt, daB8 @ die kinematischen
Randbedingungen erfiillen. Im weiteren werden die dimensionslosen Koordinaten & und n, vgl. Bild 1,
verwendet. Beschrénkt man sich auf ein Reihenglied

w(&,m) = Wy(mx(é) (10)

und auf Platten mit K = const, erhilt man durch Einsetzen in den Ausdruck der Energie der inneren
Krafte (1) folgende Gleichung

1

n 1
K
(W) = —5 / YW} / X"2dg + W)? / x2d¢
213
0 0 0

(11)

1 1
+ 2wPWIW, / X"xd€ +2(1 — v)y* W2 / x’2d§> dn
0 0

mit v = l3/l;. Hierbei wurde die Integration fiir einen durch die Linie 1 = const abgeschnittenen
Plattenteil durchgefiihrt, vgl. Bild 2. Die erste Variation

§IT,(w) = IT; (4 + 6%) — IT; ()
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Bild 2. Schnittgrofen und Randbelastungen fiir einen Plattenabschnitt

liefert nach partieller Integration mit [f(2)]2=} = f(1) — £(0)

K
SITi(D) = 712 [AW“/( ) — 27 (B - VBo)W,;’(n) + '74CW17(77)} W, (n)dn i~
12
1
- f[@n(?’l)éWn(n)]z == [Mamow; ]
Hierbei wurden folgende Bezeichnungen verwendet:
K " 2
My(n) = =z AW,/(n) — (B — Bo)y an(n)}
K
Qy(n) = T AW = (B(2 =] == BoV)’r?Wé(n) (13)
1 1 1
a= [x0a 5= [x0i o= [vew 8= [vOxO).
0 0 0

Als duflere Krifte am abgeschnittenen Plattenteil wirken die SchnittgroBen mys, ¢f und die Eckkrifte
2m;5 am Schnittufer n = const, die vorgegebenen Randkréfte und Momente 17, ¢ und die Flichenlast

q, Bild 2. Mit ¢} ist die Kirchhoffsche Ersatzquerkraft bezeichnet. Fiir die Variation des Potentials der
duBeren Krifte (2) gilt

I, = -4 / G W () + - / mas(€, m)X(E)dESW (1)
l 1
N / Mo EX(EAEEW(0) - 2 O/ 025 (€)X (€)dESW, (0) (14)
l2 £=1
- [—;O/QQ(ﬁ n)x(&)dé — [2mm(£,n)x(£)]£=o]5Wn(n)
mit
5 =1 2 n=1
itn) = [at€mx@as+ 1 By 5 0X(1) = GaX(O)]_+ 3 [l () = R X' ©@)]
0

Damit ergibt sich mit 6II = 0 aus den Gleichungen (12) und (14) unter Beachtung, daf die Variation
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dWy(n) willkiirlich ist, folgende gewthnliche Differentialgleichung vierter Ordnung:

3 B —-vB C
wiv 2w 4 = 2 0.2 4

Die Randterme mit 6W,(0) und 6W;(0) verschwinden, wenn am Rand = 0 kinematische Randbe-
dingungen vorgeschrieben werden. Fiir den Fall, daB das Schnittufer n = const mit dem Plattenrand
zusammenfillt, gilt, wenn kinematische Randbedingungen vorgeschrieben werden,

w(E,m) = Wnmx(€) = @a(§) B,n(€,n) = Wy(n)x(€) = &a(€)

(16)
oWy (1) = 6W,(n) =0

mit W, und @, als am Rand n = const vorgeschriebene kinematische Gréfien (die Durchbiegung und die
Normalenneigung). Fiir beliebige 6W; (n) # 0 und §W; (n) # 0 ergeben sich aus den Gleichungen (12)
und (14) die wesentlichen Randbedingungen am Rand 1 = const

1
M,(0) = / o (€)X (E)dE @0 = [ Gua(&) x(6)de (17)
0

My(n) = /mzz(f,n)x(E)dﬁ Quln) =

(4]

G (6O ~  [2maz(emx(@)] _

(18)

o O—

Die Gleichungen (18) definieren die sog. ,verallgemeinerten“ Schnittgrofen — das Biegemoment M, und
die Querkraft @,. Diese entsprechen der Wirkung der am Schnittufer = const wirkenden Platten-
schnittgrofen maa, mi2 und g, die wie folgt berechnet werden, vgl. z.B. Altenbach u.a. (1998. a)

K K
Moz = —l—g(w,nn o+ ’72’/“’,65) mig = —‘ﬁ”l(l —V)Wen
2 2 (19)

*

K
q; = N [w,mm + 72(2 & V)w,ffv]
2

Setzt man die Losung (10) in die Gleichungen (19) ein und fiihrt die Integration entsprechend den
Gleichungen (18) durch, erhilt man die bereits eingefiihrten Beziehungen (13). Aus den Gleichungen
(18) ist leicht zu erkennen, daf§ mit dem eingliedrigen Ansatz (10) die statischen Randbedingungen nur
néherungsweise erfiillt werden kénnen.

In dem folgenden Kasten sind die gewthnliche Differentialgleichung sowie die Ausdriicke fiir die Verfor-
mungen und die verallgemeinerten Schnittgrofien zusammengefaft:

Differentialgleichung

WY (n) = 2rW, (1) + sgWo(n) = ge(n)
Durchbiegung

Wa(n)

Normalenneigung
o(n) = W,(n)

Biegemoment
KA
My (m) = === Wy (n) = t§W(n)]
2
Querkraft

Qo) = —%4 (W () — (2r2 — 2)W! (m)]
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In diesen Gleichungen sind

2 _ B_VBO’yz

P2 = C 4 2_(B—BO)V2
¢ A

_ L
e =1 ge(n) = ﬁq(n)

w
s

Die Differentialgleichung entspricht der Randwertaufgabe fiir einen Biegebalken auf elastischer Bettung.
Die Losung kann in elementaren Funktionen wie folgt ausgedriickt werden:

4
=Y ci(n) + W2(n) (20)

=1

wobei (;,¢ = 1,...,4 die vier unabhéngigen Integrale der homogenen Differentialgleichung sind, WP ist
die Partlkularlosung und c¢; sind die aus den Randbedingungen zu bestimmenden Konstanten. Dxe Art
der Funktionen ¢; hingt von den Wurzeln der charakteristischen Gleichung ab. In Abhéingigkeit von den
Koeffizienten r¢ und s¢ werden hier die drei folgenden Fille betrachtet:

S¢g >Te:
C1(n) = coshognsin Ben  (2(n) = coshagncos Ben
(3(n) = sinh agn cos Ben ¢4(n) = sinh aensin Ben (21)
9 Frl s2 —r?
o 3 ST L ek
=3 Pe 2
e <7Te
Gi(n) =sinhfBen  (2(n) = coshaen
C3(n) = sinh agn Ca(n) = cosh Ben (22)
=4[ré+ _35 ﬁﬁ:\/’"?‘\/rg_sg
Sg = Te *
Ci(m) =ncosh(ren)  (2(n) = cosh(ren) (23)

(s(n) = sinh(ren)  (4(n) = nsinh(ren)

Man kann die Berechnung der c; und der Partikulirlésung W” erleichtern, indem man die Losung mit

Hilfe der Ubertragungsmatrix konstruiert. Mit dem Vektor der eindimensionalen kinematischen und
statischen Gréfien

Wr,((rg) %7577;
_ ©n\n _ \7
Walh =\ Moy | = | ~(KA/Z) W, )" — te2 W, (m)]
Q. () (K AJB) W () — (202 — 2)W! ()]

kann man die Losung wie folgt angeben:

W, (1) = Ke(n)Wo, + W2 (n) (24)
mit
Kuwm)  Kue(n) Kum(®) Kug(n) W, (0)
Kel) = | ki) Ko Koo Koo | Wor= | 520 (28)
Kqu(n) Koo(n) Kom(n) Koq(n) @+(0)
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—zgs(t)K«uQ(n —t)dt

_f - —Ruq(n)
= 8 L= | 2R (26)
‘Ofgﬁ(t) MQ(” — t)dt "'RQQ(T])

- Ofge(t)KQQ(n ~ t)at

Die Ubertragungsmatrix Kz 148t sich nach der Methode der Anfangsparameter in Analogie zum Bie-
gebalken aus der Linearkombination der vier Integrale der Differentialgleichung sowie entsprechender
Ableitungen bilden, vgl. Altenbach u.a. (1998 a), Altenbach u.a. (1994) und Vlasov (1958). Die
Ubertragungsmatrlzen fiir die beiden Sonderfille (21) und (22) sind im Anhang angegeben. Mit der
Ubertragungsmatrix 148t sich die Losung fiir vorgegebene Randbedingungen und #ufiere Belastungen
einfach formulieren. Als Beispiel ist die Losung fiir den Fall eingespannter Rénder angegeben. np ist die
Koordinate des Angriffspunktes einer Einheitslast

Wa(n,nr) = Kum(m)Mo(nr) + Kwo(n)Qo(nr) — Ruwg(n;nF)
Ruq(13mr)Kpq(l) = Rp(L;1r) Kuwg(1)

Kourt (D) Ep(1) = Kpna(1) Kug(1) )
Roo(151r) Kuwq(1) = Rug(1;1r)Kpo(1)

KwM(l)KwQ(l) S KgoM(l)KwQ(l)

Mo(nr) =

Qo(nr) =

Die Terme R,q und R,q hingen von der Art der Belastung ab. Fiir eine im Punkt np wirkende
Einzellast F' = 1 ergibt sich

Kuwom—nr), n>nr Keq(n—nr), n>nr
Ruq(minrp) = ; (mnr) = Y (28)
0, n<nr 0, n<nr
Fiir eine Vollast mit g¢(n) = 1 erhélt man
Rug(n) = KD(m) - KU(0) mit der Stammfunktion K} / Bl (29)
Fiir eine linear verteilte Vollbelastung 1 -7 kann man schreiben
Roo() = Kig () =m0 - KP0) mie kD) = [ K (30)
Analog erhélt man fiir die Belastung g¢(n) =1 -3
Ruq(n) = 2K,q" (n) — 20K (0) - K{h (0) - 2K 55 (0) (31)
Damit folgt durch Induktionsschluf fiir eine Belastung 1 - n™
n t:"] )
==X ol -] ) miv K00 = [ K (32

k=0

Die Funktionen K,q konnen einfach analytisch integriert werden. Fiir den Fall s¢ > r¢ ergibt sich fiir
die ersten zwei Integrale

KDm = é[(aﬁ—ﬁ?)@(n)~2asﬂsC2(n)]
KUD ) %[%(a? - 382)1(n) + Be (B2 — 302)Gs(m)]
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Fiir den Fall einer im Bereich t, < n < t;, verteilten konstanten Belastung ¢ = 1 folgt z.B.

0, fir 0<n<t,
Rug(n) = { KW (n—t) - K0), fir t, <n<t (33)
Ky —ta) ~ KD~ 1), fir t,<n<1

Fir beliebige Belastungsfunktion g(n) kénnen die Partikulirlésungen (26) im allgemeinen nicht analy-
tisch integriert werden. Approx1m1ert man die Belastungsfunktionen durch Polynomansitze, lassen sich
die Losungen mit Hilfe der Ubertragungsmatrizen in elementaren Funktionen angeben. Durch Superpo-
sition einfacher Teilbelastungen kénnen dann auch komplexere Belastungszustéinde erfat werden.

Ist die Funktion W, berechnet, erhélt man die N&herungsldsung in der Form @(¢,n) = W, (n)x(£). Die
Genauigkeit der Plattenlosung héngt in erster Linie von der Funktion x(¢£) ab. Wahlt man fiir x(¢) die
Biegelinie eines Balkens mit entsprechender Belastung und Randbedingungen an den Rindern ¢ = const,
d.h., die Losung der Differentialgleichung x'V (¢) = g(¢), erhilt man durch Integration die Werte fiir
Se und ¢ nach den Gleichungen (13) und (15) und damit die Funktion W, (n). Dieser Losungsweg
liefert fiir die Berechnung von Rechteckplatten mit v 3> 1 und mit stetigen Flachenbelastungen gute
Néherungswerte, vgl. Altenbach u.a. (1994), Géldner (1961) und Vlasov (1958). Dabei ist die Funkti-
on x(¢) immer in Richtung der kleineren Stiitzweite zu wihlen. Die schlechtesten Néaherungslosungen
erhdlt man fiir Quadratplatten, d.h. fiir ¥ = 1. Die Plattenbelastungen sind immer in solche Belastungs-
zustinde umzuordnen, die zu affinen Durchbiegungen fiir alle Schnitte n = const fiihren.

Durch die Vorgabe einer Ansatzfunktion x(¢) und Berechnung der Funktionen W,,(n) durch Losung der
entsprechenden Differentialgleichung (15) sind die N&herungen in &-Richtung und in n-Richtung von
unterschiedlicher Qualitat. Dies fiihrt u.a. dazu, daf fiir symmetrische Plattenaufgaben die Symmetrie-
bedingungen verletzt werden. Die Genauigkeit eingliedriger Niherungslésungen kann jedoch durch das
nachfolgende Iterationsschema wesentlich verbessert werden.

Als Startlosung x[%(¢) wird die Biegelinie eines Balkens angenommen, Bild 3. Durch numerische Inte-
gration iiber die Koordinate £ erhilt man die Koeffizienten sg ! und r[O] nach den Gleichungen (13) und
(15). Aus der Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung (15) ergibt sich die Funktion W,gO] (n) (der

erste Vlasov-Rechenschritt). Nun wird die Funktion W,[,O] als vorgegebene Funktion y!(n) eingesetzt.
Die neue Losung wird in folgender Form gesucht:

B(€,n) = W ()XW ()

Durch Nullsetzen der ersten Variation des elastischen Potentials erhilt man analog zu den Gleichun-
gen (12) bis (18) die im folgenden Kasten angegebene Differentialgleichung sowie die verallgemeinerten
kinematischen und statischen GréSen. Es sind nur £ und 7 vertauscht worden.

Differentialgleichung

W (&) = 2riWE (€) + sy We(€) = gq ()
Durchbiegung
We(€)

Normalenneigung
p(€) = W((6)

Biegemoment

KA
M(6) = -—5- li UAGEEAAG)
Querkraft

K A3

Qel&) = ——5—[We"(©) - (2ry - £5)We(©)]
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s
w(€,m) wilm X[ifll (n) W(€,n)
T
n n n _
AN €
] \
| \
xH(¢) - =i+l SL R [ [

yo
i=0

B(€, 1) = W (e)xl+1 ()

= o A _ xl(g) = (1 - ¢2)

s =4,73196 % =3,46362 WO(n)  Bomes =0, 00139%714
st =4,80736 I = 3, 38602 WEM(E) Wmaz = 0’00135‘1_;(1'41
st =4,80737  r11=3,38605 Wil(n)  Bpmee =0, 00126%7“

l4
s =4,80737 1 =3,38005 WHAE) W = 0,00126'1"7
Bild 3. Iterative Verbesserung der Biegefliche fiir eine allseitig eingespannte Quadratplatte unter Vollast
mit
(B = Bp)v I

P O ey 2 — 2 -
by = Av2 S Ayt ty A2 gn(€) —KA74 46

1

0

b
I
S

=

(M
S
Y
3
o

Il

o—_ .

X?(mdn  C= / x"?(m)dn  Bo= [x’(n)x(n)]
0

Die Losung kann analog der bereits diskutierten Losung fiir die n — Koordinatenrichtung mit Hilfe der
Ubertragungsmatrix (24) konstruiert werden. Nach Vergleich der Werte s, und 7, mit den Startwer-
ten kann der RechenprozeB wiederholt oder abgebrochen werden, Bild 3. Die Konvergenz der Itera-
tionsprozedur wurde hier fiir eine allseitig eingespannte Quadratplatte unter konstanter Vollast illu-
striert. Die sich daraus ergebende Losung fiir die maximale Durchbiegung Wma. = 0,001269%1 sowie
fiir das maximale Biegemoment fimqp = —5, 22¢ol2 stimmt mit der Referenzlosung wmae. = 0, 001269%{[:,
Mmae = —5,13gol%, vgl. Timoshenko und Woinowsky-Krieger (1959), sehr gut iiberein. Die Qualitit
der Néherungslosung kann man auch durch Einsetzen in die Plattengleichung

AAw(zy,1z3) = —q%@ (34)

tberpriifen. Fiir die exakte Losung muf fiir alle Plattenpunkte gelten

-IEAAU) =1
q
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Bild 4. Erfiillung der Plattengleichung fiir eine allseitig eingespannte Quadratplatte unter konstanter
Vollast. a) Eingliedriger Ansatz w(§,n) = agWe(§)W,(n), b) Losung mit vier Ansatzfunktionen

je Richtung @w(&,n) Zl_ Z =1 03P ()P, ().

Die Ergebnisse fiir eine eingespannte Platte unter konstanter Vollast sowie fiir eine eingespannte Platte
unter einer auf der Fliche 0,2 x 0,2 in der Mitte verteilten konstanten Belastung sind auf den Bildern
4 und 5 dargestellt. Es ist zu sehen, daf das Einsetzen der eingliedrigen Né&herungslosung in die Plat-
tengleichung fast exakt (mit Ausnahme der Eckpunkte) den Wert 1 liefert, Bild 4a. Die Storung an
den Ecken klingt sehr schnell ab. Im Falle einer Teilbelastung ist die Storung wesentlicher, Bild 5a.
Im Bereich der Belastungsfliche ist die N&herungslosung sehr genau. Zum Vergleich sind Ergebnisse
fiir Ndherungslésungen mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens dargestellt. Diese Losungen wurden dabei in
Form einer Doppelreihe wie folgt gesucht:

4 4
= Z Z Q45 QSE, (77)
i=1 j=1

wobei als Ansatzfunktionen &;, und &,, die Eigenfunktionen des transversal schwingenden Balkens
vorgegeben wurden. Diese Funktionen sind z.B. in Altenbach u.a. (1998 a) fiir unterschiedliche Randbe-

Bild 5. Erfiillung der Plattengleichung fiir eine allseitig eingespannte Quadratplatte unter konstanter
Teilbelastung. a) Eingliedriger Ansatz w(£,n) = agWe(§)W,,(n), b) Lésung mit vier Ansatzfunk-
tionen je Richtung w(¢,n) = Z?:I ijl a;;Pei (€) Py ().
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Beispiel Anzahl k., - 10° km - 102

der Iterationen | a¢, Be.n eigene Lésung eigene Losung

1 3 4,150 | 2,286 | 5,60 %) 555 | 1,267) 1,95

2 3 4,156 | 2,416 | 1,26 *) 1,27 | 513%) 518

3 3 3,178 | 0,174 4,06 *) 4,06 4,79 *) 4,76

4 5 3,142 | 7,354 | 12.86 *) 12,84 | 0,112 *) 0,11
1,421 | 3,005

5 3 4,258 | 2,226 - 0,91 0,16 *) 0,16

6 6 1,792 | 0,563 | 206,5 **) 202,1 | 212,5 **) 201,4
0,323 | 0,237

Tabelle 1. Losungen fiir eine Quadratplatte mit unterschiedlichen Belastungen und Randbedingungen:
ky = F?’z, km = F (Beispiel 1); ky, = 9"7’4, kw = qol® (Beispiele 2 bis 6) *) Timoshenko
und Woinowsky-Krieger (1959), **) Mizusawa (1994)

dingungen tabelliert. Mit dem Ritzschen Verfahren erhilt man erst mit 4 Ansatzfunktionen je Richtung,
d.h. mit 16 Reihengliedern Niherungslésungen, die den hier vorgeschlagenen eingliedrigen Ansitzen
ungeféihr gleichwertig sind, vgl. Bilder 4b und 5b.

Das vorgestellte iterative Variationsverfahren wurde fiir unterschiedliche Randbedingungen und Bela-
stungsfille eingesetzt. Als Startfunktion fiir den Iterationsproze mufl nicht die Biegelinie eines Balkens
vorgegeben werden. Man kann auch geeignete , Plattenfunktionen® mit Hilfe der Ubertragungsmatrix
(24) fiir beide Koordinatenrichtungen formulieren. In Tabelle 1 sind Losungen fiir andere Randbedingun-
gen und Belastungsfille angegeben. Der Vergleich mit Losungen nach Mizusawa (1994) und Timoshenko
und Woinowsky-Krieger (1959) zeigt eine gute Ubereinstimmung. Man sieht, da$ die Anzahl notwendiger
Iterationen von den Lagerungs- und Belastungsarten abhsingt. Die maximale Anzahl der Vlasov-Schritte
ist fiir Aufgaben, die keine Symmetrien erhalten, notwendig.

Weitere Beispiele fiir Rechteckplatten mit eingliedrigen Losungsansitzen sind in Altenbach u.a. (1998
b) diskutiert.

3 Trapezplatten

Betrachtet werden im folgenden Trapezplatten nach Bild 6. Eine eingliedrige Ansatzfunktion im Sinne
des Variationsverfahrens nach Vlasov/Kantorovich hat jetzt die Form

W(z1,32) = W(z1)x(z1,22)
wobei die Ansatzfunktion x(z1,z3) so zu wihlen ist, daf§ die Randbedingungen fiir die Rénder z, = +ma;

erfiillt werden. Wie im Falle der Rechteckplatte erhilt man durch Einsetzen von  in das elastische Po-
tential und Anwendung des Prinzips vom Minimum des elastischen Potentials, d.h. aus 81T = 0, eine
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H,

Lo

T2 =mIy

L

T2

A
Bild 6. Trapezplatte: m = tana = Hy/L;
gewdhnliche Differentialgleichung fiir W(z;), die sog. Eulersche Differentialgleichung des Variations-

problems. In Abhingigkeit von den Randbedingungen der Trapezplatte ist nach Abschnitt 1 fiir das
Potential IT; der inneren Krifte die Gleichung (1) oder die Gleichung (3) zu wihlen.

Ist die Trapezplatte nach Bild 6 an allen Réndern starr eingespannt und durch eine konstante Flichenlast
go belastet, lautet das elastische Potential IT

Ly mz
H(w) = / / l:-;—f((A’w)2 = qow} d.’EzdIL‘]_ (35)
Lo —mzx;

Der eingliedrige Ansatz w(z1,22) = W(z1)x(21, 22) mit der vorgewihlten Ansatzfunktion x(z1,z2) und
der unbekannten Koeffizientenfunktion W (z) erfiillt fiir x(z;,2) = (2 —m?2?)? die Randbedingungen
am schrigen Rand

(1,22 = £mz1) =0 Wpn(T1,22 = £mz) =0

Fir K = const folgt aus Gleichung (35)

Ly mzy L1 mz,
- K
1@ =5 [ [ a0 e ) dnd - [ [ oWe@xEedma @)
Lo —mz;y Lo —mzy

Fiihrt man die Integration iiber x5 aus, erhilt man ein eindimensionales Funktional I7 , dessen Ge-
samtfunktion F' von der gesuchten Koeffizientenfunktion W (z;) und deren Ableitungen bis zur zweiten
Ordnung abhéngt

Ly
H(W(wl)) = /F(C[,‘l,W, W’,W”)dl‘l (37)
Lo

Die Bedingung 611 = 0 fiihrt auf eine gewohnliche Differentialgleichung 4. Ordnung fiir W (z;) als
Eulersche Differentialgleichung des Variationsproblems (37)

d d?
F e —-—F ' § —F n = 0 38
o = =y +dm¥ R1% (38)

Die Differentialgleichung fiir W(z;) kann man auch einfacher mit Hilfe des Reduktionsverfahrens nach
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Kantorovich ableiten

mxi

{AA[W(.’El)X(xl,mz)] g QKO_} X(1‘1,$2)dl‘2 =0 (39)

—mz

Im Unterschied zur Rechteckplatte hat die Differentialgleichung fiir W(z1) bei Trapezplatten
verédnderliche Koeffizienten. Die einfache Konstruktion allgemeiner Losungen wie fiir die Rechteckplatte
nach Abschnitt 2 mit Hilfe der Methode der Ubertragungsmatrizen ist daher nicht moglich. Auch die
Anwendung des Iterationsschemas kann nicht in der dargestellten Form erfolgen, da die Ansatzfunk-
tionen die Randbedingungen fiir die Rinder x5 = +mxz; erfiillen miissen. Fiir Trapezplatten ist die
Variationsmethode nach Vlasov/Kantorovich somit ohne zusitzliche ﬁberlegungen nur bedingt einsetz-
bar. Beispiele findet man u.a. in Altenbach u.a. (1998 a). Entspricht die Genauigkeit der eingliedrigen
N&herungslosung nicht den Anforderungen, koénnen im Rahmen der Variationsmethode mehrgliedrige
Losungsansitze gewéhlt werden. Wegen des damit verbundenen hohen Lésungsaufwandes wird man
aber allgemein darauf verzichten und ein anderes Nsherungsverfahren zur Losung wihlen. Trapezplat-
ten werden daher hier nicht weiter betrachtet. Im Abschnitt 4 (Teil IT) wird dafiir am Beispiel von
Parallelogrammplatten erlautert, wie eine Verallgemeinerung des Losungsweges fiir Rechteckplatten bei
schiefwinkligen Platten vorgenommen werden kann.
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Anhang A: Ubertragungsmatrizen fiir Plattenaufgaben

s>r €1, = (2= (s = Ca=
cosh an sin By cosh an cos B sinh am cos 8 sinh an sin Bn
W (0) ©(0) M(0) Q(0)
W(n) 2af¢a — (r* — %) slz[( 2~ t%)als —Ca -Si?(aCl = 8Ca)
+(s* +1%)8¢s]
(1) [(s* ~ t*)aty 20602 + (r* = £%)Ca —(aC1+5C) Koo =Kwu
—(s® +t%)B¢s]
M(n) (s4 — 2% 4 t4)C4 ——312—{[t4 -t 4 2s2(r2 - tz)}aCl Kmum = Kypp Kmg = Kwy
—[t* —s* —25%(r? — t2)]B¢3}
Q () | —{lt* - s* +25°(** = t))]ats Koy = Kmw Kom = Kxow Koo = Kww
—[t* = s* = 25%(r? - t2)]ﬂC3}
Tabelle 2. Ubertragungsmatrix, s > r
FeT G = Gz = (s = Ca=
sinh Bn cosh an sinh an cosh Bn
W (0) ©(0) M(0) Q"(0)

W) |~ =B+ (" -a)a —gtlﬁ[a(t2 - B Ca=C

—B(t* - a*)B¢s)

;;%(acl — BCs)

@(n) Bt — o®)1 ~(t® — 52 BG—al  Keq=Kwnm
—a(t’ - B%)(s +(t? — @®)¢2
M(n) | [£2(t* — 2r%) + o?B%)(Ca — C) ~al—ﬁ[a(t2 -8’0 Kum=Kp» Kug=Kw,
—,3(t2 _ a2)2<~3
QR () | [B(t? = o?)2¢1 — a(t? — %)% Kgo = Kmw Kom = Kxkow Koo = Kww

Tabelle 3. Ubertragungsmatrix, s < r
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