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Vernetzungskriterien fiir Kkerbbeanspruchungsorientierte FE-
Analysen

E. WeiB, J. Rudolph, J. Hoffmann

Die zunehmende Nutzung lokaler Konzepte des rechnerischen Ermiidungsfestigkeitsnachweises erfordert die
korrekte Erfassung konstruktiver Details (z. B. Schweinahtbereiche) innerhalb des Berechnungsmodells. Die
zum Einsatz kommenden numerischen Berechnungsverfahren wie die Finite-Elemente-Methode (FEM) sind
einerseits pridestiniert fiir die Beanspruchungsermittlung in Kerbbereichen, andererseits aber bereits vom An-
satz her mit dem Diskretisierungsfehler behaftet, der sich besonders drastisch in Bereichen hoher Beanspru-
chungsgradienten auswirkt und zu Unsicherheiten bei der Ergebnisbewertung fithrt. Um diese Unsicherheiten zu
reduzieren, werden konkrete und generell anwendbare Richtlinien zur Elementierung im Rahmen der 2D-FE-
Modellierung vorgestellt, die ohne adaptive Netzverfeinerung (adaptive meshing) zu optimaler Ergebnisgenau-
igkeit bei der Kerbspannungsanalyse fiihren.

1 Einleitung

Moderne rechnerische Verfahren des Ermiidungsfestigkeitsnachweises nach lokalen Konzepten (z.B. Richtlini-
enkatalog, 1986; Haibach, 1989; Radaj, 1995; Rudolph und WeiB, 1997) erfordern eine detaillierte Festigkeits-
analyse. Entsprechend hohe Anforderungen werden an die zum Einsatz kommenden numerischen Berechnungs-
verfahren, wie die Finite-Elemente-Methode (FEM) oder die Randelementmethode (BEM), gestellt. Generell
kann diesen numerischen Verfahren attestiert werden, den gestellten Anforderungen zumindest potentiell ge-
recht zu werden. Wesentlichen EinfluB auf die Giite der erzielten Losungen nehmen jedoch das gewihlte Bau-
teilmodell und die gewihlte Vernetzungsstrategie insbesondere in Bereichen hoher Beanspruchungsgradienten.
Fiir die praktische Durchfiihrung des rechnerischen Ermiidungsfestigkeitsnachweises ist es folglich erforderlich,
eindeutige Richtlinien zur Elementauswahl und Elementierung insbesondere im Bereich von Kerben bereitzu-
stellen, die sich auf konkrete ermiidungsrigefihrdete Bauteilbereiche iibertragen lassen. Dabei weisen beson-
ders geschweilite Bauteilbereiche eine erhdhte Sensibilitit gegeniiber zyklischer Belastung auf, da zum einen
ihre duflere Form in der Regel zu hoher geometrischer Kerbwirkung fithrt, zum anderen aber auch das SchweiB-
nahtgefiige Mikrokerbwirkung hervorruft. Der Beanspruchungsermittlung im Bereich der Feinstruktur der
Schweifinaht kommt folglich besondere Bedeutung zu, sofern man sich zur Nachweisfiihrung des lokalen, kerb-
spannungsorientierten Konzeptes bzw. des Kerbgrundkonzeptes bedient. Im Rahmen des vorliegenden Aufsat-
zes werden fiir ebene Kerbprobleme konkrete Losungsvorschlige unterbreitet, wobei zunichst eine eindeutige
Definition des Kerbbegriffes mit entsprechenden Anmerkungen zur Berechenbarkeit von Kerben stehen soll.

2 Zum Kerbbegriff

Mit Blick auf die rechnerische Behandlung der Ermiidungsfestigkeit ist es von erheblicher methodischer Be-
deutung, eine gedankliche und definitionsgemifle Trennung von Mikro- und Makrokerbwirkung vorzunehmen.
Unter einer Mikrokerbe soll dabei in Anlehnung an (Richtlinienkatalog, 1986) eine sehr kleine, geometrisch
meist nicht eindeutig definierte Kerbe verstanden werden. Hierzu gehoren beispielsweise Rauhigkeiten und
UnregelmiBigkeiten der Schweiinahtoberfliche, aber auch Einschliisse und andere Inhomogenitéten im Inneren
des Materials. Thre Beriicksichtigung in der Nachweisfiihrung erfolgt in der Regel durch experimentell ermittelte
und statistisch abgesicherte Faktoren bzw. durch die Bereitstellung von Wohlerkurven, die verschiedene Ein-
fliisse bereits enthalten. Die Makrokerbe 146t sich als eine in ihrer Geometrie in der Regel definierte und damit
berechenbare Kerbe auffassen (Richtlinienkatalog, 1986). Sie kann bei Nutzung der modernen Instrumentarien
der Festigkeitsanalyse weitgehend in das Berechnungsmodell integriert werden. Als Makrokerbe im weiteren
Sinn sollte in Anlehnung an Radaj (1995) aber auch das Aufeinandertreffen unterschiedlicher Werkstoffe
(Werkstoffkerbe) wie z. B. bei Austenit-Ferrit-Verbindungen (siche z. B. Weil u. a., 1997) und das Auftreten
singuldrer Lasten (Belastungskerbe) betrachtet werden. Die Geometriekerbe als Untermenge der Makrokerbe
1aBt sich hingegen noch in die Begriffe Strukturkerbe und Kerbe mit definiertem Radius aufteilen. Als Struktur-
kerbe soll dabei die Verinderung der Kriimmungsverhéltnisse eines Fliachentragwerkes (z. B. torisphérische
Boden) oder auch Wanddickendnderungen aufgefaBit werden. Die Strukturkerbe l4Bt sich haufig bereits mit
analytischen Methoden der Festigkeitsberechnung (z. B. Biegetheorie der Rotationsschalen ( siehe z. B. Timos-
henko und Woinowsky-Krieger, 1959; Fliigge, 1962) erfassen. Die unter dem Begriff Kerbe mit definiertem
Radius zusammengefafite Untermenge umfaft die Kerbe im engeren Sinn, die nur in den einfachsten Fillen
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analytisch (siehe z. B. Neuber 1985), zumindest im 2D-Bereich jedoch immer numerisch mittels detaillierter FE-
Modellierung (siche z. B. Radaj, 1975; Rainer, 1985; Rudolph, 1997) zu erfassen ist._Zur le@genannten Kate-
gorie gehort letztendlich auch die geometrisch beschreibbare duBere Kontur der SchweiBnaht einschlieBlich ihrer
Ubergiinge (siche z. B. Rainer, 1985; Rudolph und WeiB, 1996), die einen erheblichen EinfluB auf das Ermii-
dungsverhalten einer SchweiBkonstruktion hat (siche z. B. Rudolph und Weil3, 1996, 1997). Das Schema nach
Bild 1 liefert eine dem beschriebenen Konzept folgende Klassifizierung des ermiidungsrelevanten Kerbbegriffes.
Gegenstand der im folgenden darzulegenden Elementierungsstrategie ist im wesentlichen die Geometriekerbe
und dabei besonders die Kerbe mit definiertem Radius. Sie ist beim detaillierten rechnerischen Ermiidungsfe-
stigkeitsnachweis, z. B. nach lokalem, kerbspannungsorientiertem Konzept Gegenstand der Beanspruchungs-
analyse, wihrend der Zweig Mikrokerbe nach Bild 1 in den Bereich der Beanspruchungsbewertung fillt und
damit auf die Bereitstellung von Ermiidungskennlinien bzw. zusitzlichen Faktoren hinausliuft, die die genann-
ten Mikrokerbwirkungseffekte enthalten.

Kerbe

y

Makrokerbe Mikrokerbe —‘
)

4 Y

Geometriekerbe | | Werkstoffkerbe || Belastungskerbe Gefiigestruktur ||Oberflichenkerbe

Kerbe mit
definiertem Radius

Strukturkerbe

Bild 1. Klassifizierung des Kerbbegriffes

Bei der Behandlung scharfer Kerben ist stets die Mikrostiitzwirkung des Werkstoffes zu beachten (Neuber,
1968), die zu einer Abminderung der theoretischen Maximalbeanspruchung fiihrt. Rechnerische Beriicksichti-
gung kann sie durch eine fiktive VergroBerung des Kerbradius nach Neuber (1968) bzw. speziell fiir SchweiB-
nghte nach Radaj (1985) oder nach dem Spannungsgradientenansatz nach Siebel, Meuth und Stieler (siehe z.
B. Siebel und Stieler, 1955; Richtlinienkatalog, 1986; Jaenicke, 1988; Radaj, 1995) finden.

Fir die Berechnungspraxis erscheint die fiktive Erhshung des realen Kerbradius innerhalb des FE-Modells zu-
néchst am leichtesten handhabbar zu sein, mit den modernen Maglichkeiten des Postprocessing 148t sich aber
auch das Gradientenverfahren ohne groBere Schwierigkeiten realisieren.

3 Bewertung des Approximationsfehlers bei der Anwendung numerischer Berechnungsverfahren

Numerische Verfahren wie die Finite-Elemente-Methode (FEM) und die Randelementmethode (BEM) sind
aufgrund ihres approximativen Charakters ungeachtet der erzielbaren Genauigkeit bereits vom Ansatz her mit
Fehlern behaftet, die sich aus Modellbildung, Elementauswahl und Diskretisierungsgrad ergeben. Alle genann-
ten Fehlerarten konnen vom Anwender der Methoden gezielt beeinfluft und minimiert werden. Wahrend sich
der Detailliertheitsgrad des Modells (z. B. Erfassung konstruktiver Details) und die Elementauswahl (z. B.
Schalen- oder Volumenelemente) an den Erfordernissen der jeweiligen Nachweisfihrung (z. B. detaillierter
rechnerischer Ermiidungsfestigkeitsnachweis) orientieren muf, 148t sich der dem Ansatz bereits anhaftende
Diskretisierungsfehler tiber die Art und Dichte der Vernetzung gezielt steuern und in die Grenzen praxisrele-
vanter Ergebnisgenauigkeit dringen. Die Anzahl der Elemente beeinfluBt wesentlich die Exaktheit der zu er-
wartenden Resultate. Besonders in Bereichen hoher Beanspruchungsgradienten ist deshalb eine moglichst enge
Vemnetzung anzustreben, wobei die verwendeten Elemente lediglich geringe Verzerrungen zur Anpassung an die
vorgegebene Geometrie erfahren sollten. Diese Grundregel wird in der praktischen Anwendung numerischer
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Verfahren zur konkreten Bauteilanalyse in der Regel bereits rein intuitiv befolgt (siehe z. B. Weil u.a., 1995).
Genauigkeitssteigerung ist durch Erhéhung der Elementanzahl (h-Adaptivitit), durch Netzverdichtung in der
Umgebung hoher Beanspruchungsgradienten (r-Adaptivitit) und schlieBlich durch Erhohung des Grades der
Ansatzfunktionen fiir die einzelnen Elemente (p-Adaptivitdt) erreichbar. Die Genauigkeitssteigerung bei Nut-
zung von Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen wird mit lingeren Rechenzeiten und Konvergenz-
schwierigkeiten bei nichtlinearen Analysen erkauft. Die steigenden Genauigkeitsanforderungen bei der Erfas-
sung hoher Beanspruchungsgradienten haben zur Entwicklung spezieller Elementtypen (p-Elemente) gefiihrt
(siche z. B. Peano, 1976; Rust und Miiller, 1995), deren Implementierung innerhalb kommerzieller Programm-
systeme derzeit noch im Entwicklungsstadium ist (z.T. Beschriankung auf linearelastische Analysen, beschréinkte
Auswertungsmdglichkeiten hinsichtlich FehlergroBen usw. (ANSYS, 1996). Interessant ist dabei die Moglich-
keit der variablen Anpassung des Grades der Ansatzfunktionen an die Genauigkeitsforderungen des jeweiligen
Modells.

Da die Kopplung zwischen angrenzenden Elementen iiber gemeinsame Knoten mit entsprechenden Ubergangs-
bedingungen erfolgt, wird bei der strukturmechanischen Analyse die Stetigkeit der Verschiebung gewihrleistet.
Abgesehen von speziellen hermiteschen Elementen (siehe z. B. Zienkiewicz, 1975; Smith und Duncan, 1970;
Watson, 1986; Beer und Watson, 1992), die bei der Implementierung in Programmcodes erhebliche Schwie-
rigkeiten bereiten, kann die Stetigkeit des Tangentenanstiegs, d. h. der ersten Ableitung, vom Ansatz her nicht
erfiillt werden. Die abgeleiteten GroBen (z. B. Spannungen) weisen deshalb an den Elementréindern Spriinge auf,
die als Klaffung (siehe z. B. Schnack, 1976; Weill und Krieg, 1989; Weil u.a., 1989) bezeichnet werden und ein

MaB fiir die Genauigkeit einer durchgefithrten Analyse darstellen. Die Klaffung der Spannungskomponente o i
am Knoten £ 146t sich durch die Gleichung

'G ik (ungemittelt) - o ; (gemittelt)|

E. . = 1
ik o x (Bezug) )

darstellen. Als Bezugswert o, (Bezug) kame idealerweise die exakte Referenzlosung in Frage, die jedoch in

den meisten praktischen Fillen nicht zur Verfiigung stehen wird. In Anlehnung an Wei und Krieg (1989) bieten
sich jedoch folgende ReferenzgroBen an:

e der grofite Wert 6;; im betrachteten Gebiet (Element)
e der gemittelte Wert ; im betrachteten Gebiet (Element)
* der gemittelte Wert 6;; am Knoten £.

Der letztgenannte Wert steht dabei als Standardausgabegrofie innerhalb des Postprocessing kommerzieller FE-
Programmsysteme zur Verfligung. Die Spannungen werden in der Regel aufgrund der zur Anwendung kom-
menden numerischen Integration nicht direkt in den Knoten, sondern in den sogenannten GauBpunkten inner-
halb des Elementes und damit dort auch am genauesten ermittelt, zu den Knoten hin extrapoliert und dann an
den Elementgrenzen gemittelt. Die Differenz zwischen ungemitteltem und gemitteltem Knotenwert erscheint
zunéchst als sinnvolles FehlermaB.

Eine weitverbreitete, leicht handhabbare und in FE-Programmsystemen standardméBig implementierte Methode
(Miiller und Rehfeld, 1993; Rust und Miiller, 1995; ANSYS, 1996) der Abschitzung des Diskretisierungsfehlers
stellt die Fehlerenergienorm nach Zienkiewicz und Zhu (1989) dar. Hierbei geht man ebenfalls von den realitits-
fremden Spannungsspriingen an den Elementrindern im Vergleich zu den gemittelten Beanspruchungswerten
aus. Fehlerkriterium bildet dann die sogenannte Energienorm aus den Spannungsdifferenzen im Vergleich zur
Energienorm aus den berechneten Spannungen selbst (Rust und Miiller, 1995). Die Fehlerenergienorm F ergibt
sich dann aus dem Ausdruck

Fe \/ Gesamtfehlerenergie @)

Gesamtfehlerenergie + Gesamtformianderungsenergie

Sie ist innerhalb des Postprocessing explizit als AuswertungsgroBe abrufbar. Die Anforderungen an den Diskre-
tisierungsgrad konnen damit zahlenmaBig als Unterschreitungsforderung einer bestimmten prozentualen Fehler-
grenze formuliert werden. Durch sequenzielle Netzverfeinerung innerhalb mehrerer Analysen kann nun die
Unterschreitung der vorgegebenen Fehlergrenze erzwungen werden. Dieser Verfeinerungsprozefl wird allgemein
als adaptive Vernetzung (adaptive meshing) bezeichnet und 4Bt sich beispielsweise innerhalb des FE-
Programmsystems einfach in Makroform weitgehend automatisieren (siche z. B. Miiller und Rehfeld, 1993;
ANSYS, 1996;). Generell 148t sich jedoch feststellen, daB von dieser iterativen Netzverfeinerung in der Be-
rechnungspraxis haufig kein Gebrauch gemacht wird. Neben der durch die Netzanpassung bedingten Erhohung
der Rechenzeit bleibt als objektives Argument anzufiihren, daB sowohl Klaffung als auch Fehlerenergienorm
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allenfalls tendenzielle und generelle Angaben zum Diskretisierungsfehler erlauben, {iber die prozentuale Giite
der Absolutwerte speziell bei hohen Beanspruchungsgradienten jedoch keine eindeutige Aussage zulassen. Als
Ausweg bietet sich hier die systematische Kalibrierung des verwendeten Netzes durch Verifikation anhand von
Kerbfillen an, fiir die ,,exakte™ analytische Referenzlosungen vorliegen. Dieser Weg wird im folgenden Ab-
schnitt beschritten.

Zusétzlich sollten FEM und BEM als alternative Verfahren zur Ermittlung von Kerbbeanspruchungen verglei-
chend und bewertend gegeniibergestellt werden. Sofern zumindest in modellierungstechnischen Teilbereichen
allgemeingiiltige, streng mathematisch oder zumindest empirisch begriindete Vernetzungsrichtlinien abgeleitet
werden konnen, erlibrigt sich eine adaptive Vernetzung von vornherein. Im Mittelpunkt sollten dann praxisrele-
vante Anwendungsfille wie die detaillierte Modellierung von Schweifinahtbereichen stehen, wie sie beispiels-
weise fiir die Durchfihrung des Ermidungsfestigkeitsnachweises nach lokalem, kerbspannungsorientiertem
Konzept benétigt wird.

Erganzend bleibt anzumerken, daf3 im Modell, das der Kerbbeanspruchungsermittlung zugrunde liegt, scharfe,
radienlose Kanten (z. B. an den SchweiBnahtiibergingen) von vornherein zu vermeiden sind, da sie Singulariti-
ten mit theoretisch unendlich hohen Spannungsspitzen darstellen. In diesem Fall eriibrigen sich jegliche Uberle-
gungen zur Steigerung der Netzgiite. Die mancherorts vor allem mit Blick auf die Randelementmethode (BEM)
vorgeschlagene Nutzung sogenannter singuldrer Elemente (Beer und Watson, 1992; Watson, 1995) ist fiir Be-
trachtungen auf der Grundlage bruchmechanischer Methoden interessant (Forster,) liefert jedoch keine Losung
fiir das kerbspannungsorientierte Konzept des Ermuidungsfestigkeitsnachweises.

4 Entwicklung einer Vernetzungsstrategie anhand elementarer Kerbfille

Unter Beachtung der im vorhergehenden Abschnitt dargelegten Uberlegungen wurden zunichst elementare
ebene bzw. rotationssymmetrische Kerbstab- und Schweistofmodelle (Bild 2) unter Zugbelastung auf Basis der
Finite-Elemente-Methode (FEM) untersucht. Exemplarische Netzkonfigurationen sind Bild 3 zu entnehmen. Die
gezeigten Kerbformen bieten den Vorteil der direkten Vergleichbarkeit vorrangig mit analytischen, erweiternd
aber auch mit aus der Fachliteratur bekannten experimentellen und numerischen Referenzldsungen (Peterson,
1953; Babuska und Kantsky, 1963; Neuber, 1969, 1985; Bart u.a., 1976; Savin und Tulchiy, 1976). Makro- und
Mikrostiitzwirkungseffekte (Neuber, 1968) des realen kerbbeanspruchten Materials sollen dabei zun4chst nicht
Gegenstand der Betrachtungen sein.

Kerbstab- und Schweilistolmodelle Vernetzungsbeispicle der untersuchten
fiir dic FEM-Simulationcn Kerbformen
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Bild 2. Beispiele fiir untersuchte Kerbformen Bild 3. Vernetzungsbeispiele

106



Gestiitzt auf die Erfahrungen vorhergehender Untersuchungen (siehe z. B. Miiller, 1996; WeiB u.a., 1997) mani-
festierte sich die Modellierung einer Randschicht moglichst unverzerrter Viereckselemente annidhernd gleicher
Kantenldnge im Bereich des hochsten Beanspruchungsgradienten, folglich des unmittelbaren Kerbgrundes.
Verzerrte Elemente und Elemente mit groBer Kantenlinge zur Abbildung des Gradienten fithren von vornherein
zu einer signifikanten Verschlechterung und Streuung des Berechnungsergebnisses. Als Idealfall nimmt man fiir
ebene Kerbprobleme im Kerbgrund zunéchst das Quadrat an, dessen Kantenldnge sich aus der zu bestimmenden
notwendigen Elementanzahl fiir die zu untersuchende Kerbgrundlinie ergibt.

2.732 e
L4 L2 A S O A
2.730 e = = e Referenzwert
2.728 _ ; : ; :
2 2726 - iggn—
= o v
£ 5 gog BRI
V. | 1[0.25% Fehler
2,722
2,720 i
My g RS S SESEEBERRLSEE
00 02 04 06 08 1.0 1.2 14 16 1.8
Verhéltnis von Elementldnge zu -breite
Bild 4. Bezeichnung der Elementkantenlingen Bild 5. Einfluf3 des Verhiltnisses von Elementlinge
und des Kerbgrundradius zu Elementbreite

Die Kantenldnge L1 der Elemente im Kerbgrund Bild 4 einer Kerbe mit dem Radius p ergibt sich nach Vorgabe

des gewiinschten Diskretisierungsgrades, d.h. der Festlegung der Elementanzahl N entlang der Kerbgrundlinie
aus der Gleichung:

y ®
L1=2-p-sin 3
p [2-1\/ j (3)

X

Es wird dabei idealisierend von geraden Elementseiten ausgegangen, wobei der Parameter o den im Modell
unter Beriicksichtigung mdglicher Symmetriebedingungen nachzubildendenden Teil des Kerbwinkels be-
schreibt. Fiir die FE-Modelle ,,Scheibe mit zweiseitiger halbrunder Kerbe, ,»Mittig rund gelochte Scheibe und
»Rundstab mit scharfer U-Kerbe* nach Bild 3 gilt folglich © =90°.

Bei der Festlegung der Langen L2 und L3 (Bild 4) besteht das mathematische Optimierungsproblem nun in der
Forderung der Minimierung der Lingenunterschiede zwischen den einzelnen Seiten. Betrachtet man die Lin-
gendifferenzen als voneinander abhingige Fehler, so erhilt man nach GauBscher Fehlerfortpflanzung (Bronstein
und Semendjajew, 1991)

o =(L1- 227 +(L1-13) )

Die Lange L3 148t sich nach

L3 Ll L
=— & Ll—LB:—L1 L2 (5)

L2+p p p

elementar iiber den Strahlensatz darstellen und damit aus Gleichung (4) eliminieren:
2% 752

c=\/(L1—L2)2 +£1__2§2— (6)

Uber die é;t}em;il:edgﬁguné
oo L12* 12~ L1*p” + L2%p?

OL2  ow [L12 % (122 +p?)-2% L1* L2%p? + [22 *p>
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erhilt man die gesuchte Seitenlédnge L2:

Ll"‘p2

L2=
L1? +p>

®)

Durch wiederholtes Anwenden der Gleichungen (5) und (8) I4Bt sich die Breite jedes einzelnen Elementes in der
Randschicht exakt festlegen und damit durch Aufsummieren von L2, L4 usw. auch die Randschichtdicke selbst.
Fiir elliptische, hyperbel- oder parabelformige Kerben ergibt sich bei der Herleitung einer solchen Berech-
nungsmethode die Besonderheit eines variablen Kerbradius p, der durch zusitzliche Elementaufweitung in
tangentialer Richtung beriicksichtigt werden konnte. Im allgemeinen 148t sich die Kerbkontur durch konstante
Teilung im Bereich des Kerbgrundes jedoch hinreichend genau als ideale Abrundung approximieren.

Da die Idealform des Quadrates im Kerbgrund wie gezeigt aufgrund der realen Umrandung nicht erreicht wird,
ist die Frage von Interesse, welche EinbuBien an Rechengenauigkeit die realen Verhiltnisse von Elementlinge zu
-breite hervorrufen. In Bild 5 ist der EinfluB8 der Elementform im Kerbgrund auf das Ergebnis der Kerbfaktorbe-
rechnung fiir eine gelochte Scheibe dargestellt, wobei die Randschichtdiskretisierung in der Darstellung ledig-
lich qualitativ wiedergegeben ist. Ausschlaggebend fiir die Beurteilung der Rechengenauigkeit ist dabei der
zusitzlich in das Diagramm eingetragene analytische Referenzwert nach Savin und Tulchiy (1976). Ein Verhilt-
nis 1,0 von Elementlinge zu -breite (Abszisse in Bild 4) stellt dabei die Quadratform dar. Es zeigt sich, daB eine
relative Verldngerung der Elementkanten entlang der Kerbgrundlinie viel besser toleriert wird als eine solche in
Radienrichtung. Die funktionale Abhingigkeit ist dabei quasilinear. Der numerisch belegte Zusammenhang steht
im Einklang mit der Kerbspannungstheorie (Neuber, 1985), die die Ausbildung des maximalen Spannungs-
gefilles orthogonal zur Kerbgrundlinie vorhersagt. Zur Approximation des hohen Beanspruchungsgradienten
sollten die Elementkantenldangen in dieser Richtung natiirlich so klein wie moglich sein. Interessant bleibt die
Beobachtung, daB} nicht die quadratische Form die beste Annéherung an den analytischen Referenzwert liefert,
sondern das in Richtung des maximalen Beanspruchungsgradienten gestauchte Rechteck. Die iiberaus hohe
Genauigkeit mit Fehlern kleiner 0,25% gegeniiber dem Referenzwert wird bei ebenen Elementen mit quadrati-
schen Ansatzfunktionen mit einer Elementierung von 27 entlang der Kerbgrundlinie und 10 iiber die Rand-
schichttiefe erreicht. Fiir die praktische Anwendung erscheint diese Genauigkeitsanforderung iiberzogen. Sie
148t jedoch andererseits Aussagen zur Leistungsfihigkeit des numerischen Verfahrens bei der Kerbbeanspru-
chungsermittlung zu.

Im folgenden soll der Fragestellung nachgegangen werden, inwieweit die bekannten Methoden zur Abschétzung
des Diskretisierungsfehlers Aussagen hinsichtlich der korrekten Reflexion der Maximalbeanspruchung im
Kerbgrund zulassen. Fiir den zweiseitig mit halbrunder Kerbe versehenen Zugstab (Bild 2) wurden die Vertei-
lungen von Fehlerenergienorm und Klaffung iiber der gesamten Struktur verfolgt (Bild 6). Die Klaffung wurde
dabei gemdB Gleichung (1) ermittelt, wobei die jeweils ungemittelten und gemittelten Knotenvergleichsspan-
nungen nach der Schubspannungshypothese Verwendung fanden. Die Spannungsdifferenz aus ungemittelten
und gemittelten Werten wurde dabei auf den GroBtwert nach der Schubspannungshypothese im betrachteten
Gebiet (Element) bezogen. Fiir praktische Belange ist diese Definition der Bezugsspannung als sinnvoll einzu-
schitzen, da ansonsten aufgrund einer latenten und durch Mittelung an jedem Knoten auftretenden Un-
genauigkeit die Klaffung an Knoten mit sehr geringer Spannung sehr grol werden kann. Insbesondere die Dar-
stellung der Fehlernorm in Bild 6 belegt, daf} ihre Verteilung iiber der Struktur nicht direkt mit den auftretenden
Beanspruchungsgradienten korreliert werden kann. Es ist die Tendenz unverkennbar, den Berechnungsfehler in
Modellgebieten zu tiberschitzen, in denen eine exakte Vernetzung nicht notwendig ist. Wird unter diesen Be-
dingungen die Fehlernorm einer adaptiven Netzverfeinerung zugrunde gelegt, so erfolgt in den genannten Berei-
chen eine viel zu feine Elementierung, ohne eine Verbesserung des Berechnungsergebnisses zu liefern. Eine

Aussage iber die Netzgiite kann bei Nutzung der Fehlerenergienorm unter diesen Bedingungen natiirlich nicht
gemacht werden.
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Bild 6. Fehlernorm und Klaffung

Bei der Klaffung ist dieser Effekt weniger stark ausgeprégt. Die Klaffungswerte erfahren in Bereichen hoher
Spannungsgradienten eine starke Uberhhung (Bild 6), so daB sie sich besser als Grundlage fiir eine adaptive
Netzverfeinerung eignen als die Fehlernorm. Dennoch offenbart sich bei gezielter Erhthung des Diskretisie-
rungsgrades eine entscheidende Schwiche des Fehlerbewertungskonzeptes auf der Basis der Klaffung. Bei theo-
retisch unendlich feiner Vernetzung miifite die iiber alle Elemente aufsummierte Klaffung des Modells gegen
den Wert Null konvergieren. Die durchgefiihrten Untersuchungen zeigten jedoch, dal die programmtechnisch
maximal realisierbare Netzfeinheit zu einem Grenzwert fiihrt, der sowohl von der Elementanzahl als auch von
der Elementform abhingig ist. Damit ergibt sich bei jeglicher Modifikation der Elementierung ein anderer
Grenzwert. Obwohl das Rechenergebnis bei extrem feiner Vernetzung praktisch keine Anderung mehr erféhrt,
schwankt der Klaffungswert sowohl an einzelnen und in ihrer Form geringfiigig verdnderten Elementen im
Kerbgrundbereich als auch in der Summe. Allein die Modifikation der Elementform entsprechend Bild 5 14t
sich zum Nachweis dieses Effektes heranziehen. Folglich erlaubt auch die Klaffung als Fehlerma$ lediglich
qualitative Angaben tiber die Netzgiite. Eine eindeutige quantitative Korrelation mit der Genauigkeit des Be-
rechnungsergebnisses ist auch in diesem Fall nicht moglich. Als Bestandteil einer fundierten Vernet-
zungsstrategie fiir Kerbbereiche sind beide FehlermaBe folglich nur sehr bedingt geeignet und scheiden bei der
Forderung einer nichtadaptiven Vorgehensweise von vornherein aus.

Von Interesse ist weiterhin das Konvergenzverhalten der FE-Analyse in Abhdngigkeit vom Elementtyp und von
der Elementanzahl im Kerbgrund. Fiir die diesbeziiglichen Untersuchungen wurde der Rundstab mit U-Kerbe
ausgewdhlt, flir den ein exakter analytischer Referenzwert vorliegt. Entsprechend Bild 7 kamen ebene Elemente
in Vierecksform mit linearen und quadratischen Ansatzfunktionen, Dreieckselemente mit quadratischen An-
satzfunktionen und p-Elemente in Vierecksform mit variablem Polynomansatz zum Einsatz. Es fillt zunéchst
auf, daB lediglich Elemente in Vierecksform bei Erhohung der Elementanzahl im Kerbgrund stabiles Konver-
genzverhalten im Berechnungsergebnis gegen den analytischen Referenzwert gewihrleisten. Dreieckselemente
sollten folglich fiir den unmittelbaren Kerbgrund keine Verwendung finden, was wiederum im volligen Einklang
mit der allgemeinen FE-Berechnungserfahrung und -praxis steht (siehe z. B. Kottgen u. a., 1993; Niemi, 1993;
Schmidt, 1994; Naubereit, 1996, 1997; Rudolph und WeiB, 1996; Petershagen, 1997; Rudolph, 1997). Das Kon-
vergenzverhalten bei Nutzung von Viereckselementen deutet erwartungsgemiB eindeutig auf die Favorisierung
der nichtlinearen Ansatzfunktionen. Fiir die praktische Anwendung geht die Empfehlung zum jetzigen Zeitpunkt
eindeutig in Richtung Viereckselemente mit quadratischen Ansatzfunktionen. Im vorliegenden Beispiel wird bei
diesem Elementtyp der exakte Referenzwert unter stabilem Konvergenzverhalten (Bild 7) bei einer Elementzahl
von 30 im Kerbgrund erreicht. Bereits mit 12 Elementen entlang der Kerbgrundlinie wird die 1%-Fehlergrenze
in diesem Beispiel unterschritten. Selbst diese Genauigkeit kann fiir samtliche praktischen Belange mit Blick auf
die stets vorhandenen Unsicherheiten bei der Modellbildung als unnétig hoch betrachtet werden.

Bei allen durchgefiihrten Untersuchungen stellte sich heraus, daB die extrem hohen Anforderungen an Element-
form und -anzahl lediglich fiir den unmittelbaren Kerbgrund Giiltigkeit besitzen. In den nicht unmittelbar vom
hohen Kerbbeanspruchungsgradienten betroffenen Bereichen der Struktur ist sowohl eine Vergroberung des
Vierecksnetzes als auch ein Ubergang zu einem Hybrid- oder Dreiecksnetz moglich. Diese Aussage ist mit Blick
auf den erheblichen Modellierungsaufwand bei der Beibehaltung eines reinen Vierecksnetzes (Fortsetzung der
Randschicht in angrenzenden Bauteilbereichen z.B. Miiller (1996); WeiB u.a. (1997) usw.) von auBerordentlich
groBer anwendungstechnischer Bedeutung.
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Abhiingigkeit der FEM-Berechnung von
Elementtyp und Elementanzahl im Kerbgrund
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Bild 7. Einfluf} von Elementtyp, Elementanzahl im Kerbgrund und Ansatzfunktion

Zusammenfassend konnen folgende Anforderungen an eine optimale Vernetzung zur Berechnung ebener Kerb-

probleme formuliert werden:

e Der unmittelbare Kerbgrund wird durch eine aus mehreren Reihen moglichst exakt quadratischer Elemente
mit quadratischen Ansatzfunktionen bestehende Randschicht nachgebildet. Diese Randschicht soll eine Tiefe
von mindestens zehn Elementen haben.

e Entlang einer abgerundeten Kerbgrundlinie mit einem Winkel von 90° werden 18 Elemente mit quadrati-
schen Ansatzfunktionen empfohlen. Damit liegt die Abweichung zwischen analytischer Referenzlésung und
der Berechnung nach FEM immer unter 2%, folglich in jedem Fall innerhalb des praxisrelevanten Toleranz-
bereiches. Die notwendige Elementanzahl » fiir andere Kerbwinkel o kann nach

_ 18-
n NINT( S0 ] ©)

selbstverstindlich sinngem&f durch lineare Verhéltnisbildung bestimmt werden.

e Fir die Diskretisierung der angrenzenden Bereiche kénnen zur Senkung des Modellierungs- und Berech-
nungsaufwandes Dreiecks-, Vierecks- oder Hybridnetze Verwendung finden.

Die Anwendung der genannten Kriterien liefert fiir die Berechnungspraxis ebener Kerbprobleme eine anwen-
dungsbereite Richtschnur, um ohne Nutzung adaptiver Vernetzungstechniken bei geringstméglichem Modellie-
rungsaufwand zu optimaler Ergebnisgenauigkeit zu gelangen. Insbesondere die Randschichtmodellierung 146t
sich innerhalb kommerzieller FE-Programmsysteme (z.B. ANSYS, 1996) in Makroform weitestgehend automa-
tisieren.

Die Ableitung der Vernetzungskriterien erfolgte durch die systematische Untersuchung zugbeanspruchter
Kerbstidbe. Nachfolgende Testrechnungen belegten jedoch ohne Ausnahme die Ubertragbarkeit der gewahlten
Strategie auf Biege- und Torsionsbelastung,.

Im folgenden Abschnitt soll anhand einiger ausgewéhlter Beispiele die praktische Anwendung der formulierten
Vernetzungskriterien gezeigt werden.

5 Anwendungsbeispiele

Zunichst wurde ein abgesetzter Flachstab unter Zugbeanspruchung nach Bild 8 als Anwendungsbeispiel heran-
gezogen, da hierfiir zum einen sowohl FE-Vergleichslosungen in tabellierter (Francavilla u.a., 1975) und durch
Approximationsfunktionen (DUBBEL, 1983; Rainer, 1985) angepaBter Form als auch experimentelle Refe-
renzwerte nach Peterson (1953) zur Verfiigung stehen. Zum anderen konnte das BEM-Programm B2 (Forster,
1998) in der Version 1.04 benutzt werden, um Vergleichsrechnungen des ebenen Kerbproblems auf der Basis
Hermitescher Randelemente durchzufiihren. Der Vergleich nach Tabelle 1 unter Variation des Kerbradius p

zeigt zunichst, dall die errechneten Werte fiir die Formzahl o

o= O'1max (10)
On
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(Oymax -~ Maximalwert der ersten Hauptspannung im Kerbgrund; o, ... Nominalspannung im engsten Quer-

schnitt der Breite 2-a) nach DUBBEL (1983), Rainer (1985) und unter Anwendung der formulierten Vernet-
zungskriterien (Rubrik ,,FEM mit Vernetzungskriterien*) nahezu Identitét aufweisen. Die Leistungsfahigkeit der
anwenderfreundlichen Vernetzungskriterien konnte damit eindeutig unter Beweis gestellt werden. Die niedriger
liegenden Formzahlwerte nach Francavilla u.a. (1975) deuten trotz ihrer guten Ubereinstimmung mit den expe-
rimentellen Resultaten nach Peterson (1953) auf eine zu grobe Vernetzung im Kerbgrund hin (4 Elemente!). Im
letztgenannten Fall ist die Vergleichbarkeit der Werte nach Peterson (1953) und Francavilla u. a. (1975) insofern
triigerisch, daf} bei der photoelastischen Kerbspannungsermittlung Peterson (1953) das absolute Maximum au-
genscheinlich nicht erfaBt werden konnte. Die getroffenen Aussagen relativieren sich folgerichtig mit abneh-
mender Kerbschérfe. Interessant ist nun noch der Vergleich mit den Ergebnissen aus den BEM-Analysen unter
Anwendung des Programmes B2 (Forster, 1998). Die Implementierung kubischer Hermitescher Elemente
(Smith und Duncan, 1970; Zienkiewicz, 1975; Watson, 1986; Beer und Watson, 1992) im genannten Pro-
grammpaket erlaubt eine vergleichsweise grobe Diskretisierung der Bauteilumrandung. Die unter Verwendung
von zwei Hermiteschen Elementen (!) entlang der Kerbgrundlinie erzielte Genauigkeit (Tabelle 1) entspricht
bereits vollstindig den praktischen Bediirfnissen, wobei eine Erhéhung der Elementanzahl auf vier keine signi-
fikante Verbesserung der Resultate mehr bewirkt. Hier zeigt sich die Stirke der im Elementansatz erzwungenen
Stetigkeit der ersten Ableitung. Die Beschrinkung des Modellierungsaufwandes auf die Umrandung der Struk-
tur macht die BEM prédestiniert fiir die Kerbspannungsanalyse. Diesen unbestreitbaren Vorteilen steht die im
Gegensatz zur FEM erst langsam einsetzende Implementierung der Methode in kommerziellen Programm-
systemen unter Einbeziehung fortgeschrittener Optionen (z. B. Nichtlinearititen, rotationssymmetrische und
harmonische Elemente usw.) gegeniiber. Fiir die Zukunft ist hier jedoch ein bemerkenswertes Potential an Be-
rechnungsmoglichkeiten bei optimaler Aufwand-Nutzen-Relation zu verzeichnen.
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Bild 8. Gekerbter Flachstab
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Bild 9. Anwendungsfall Schweinahtiibergang

Zienkiewicz Peterson Rainer (FEM) | FEM mit BEM (2 Her- BEM (4 Her-
o | Experiment | (DUBBEL, | Vemetzngs- | mitesch Ele- | mtesch Fle
2-a (Francavilla u.a., | (Peterson, 1953) 1583; Rainer,

1975) 1985) (Forster, 1998) | (Forster, 1998)
0.167 1.88 1.85 2.008 2.022 2.005 2.005
0.208 1.76 1.74 1.864 1.890 1.843 1.905
0.250 1.70 1.68 1.752 1.788 1.747 1.805
0.292 1.64 1.60 1.664 1.709 1.677 1.796

Tabelle 1. Vergleich der Ergebnisse fiir einen abgesetzten Flachstab unter Zugbeanspruchung
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SchlieBlich wurden die fiir kerbbeanspruchungsorientierte FE-Analysen abgeleiteten Vernetzungskriterien ge-
miB Bild 9 exemplarisch auf die detaillierte Modellierung des Schweiinahtbereiches einer Stutzenverbindung
mit sphirischem Grundkorper angewandt, die unter der Einwirkung eines inneren Uberdrucks steht. Die
Schweinahtiibergidnge wurden hierbei in Anlehnung an Radaj siehe z. B. Radaj, (1985) mit einem Kerbradius
p von lmm ausgerundet, was der ndherungsweisen Beriicksichtigung von Mikrostiitzwirkungseffekten fiir den
Fall scharfkantiger (singuldrer) Uberginge entspricht (Worst-Case-Abschétzung). Beide SchweiBnahtiibergénge
nach Bild 9 sind zur exakten Ermittlung der Beanspruchung im Kerbgrund mit einer aus Viereckselementen
bestehenden Randschicht versehen, die den formulierten Kriterien entspricht. Der verbleibende Schweilinahtbe-
reich kann dann zur Senkung des Modellierungs- und Berechnungsaufwandes mit einem aus Dreieckselementen
bestehenden und mittels freier Vernetzung (Free Meshing) generierten Netz versehen werden. Die an Kerbsté-
ben hinsichtlich der Vernetzungsstrategie gewonnenen Erkenntnisse sind damit unmittelbar auf praxisrelevante
Bauteile iibertragbar. Die Vernetzung von SchweiBnahtbereichen kann dabei als Standardanwendungsfall im
Zusammenhang mit den lokalen Konzepten des Ermiidungsfestigkeitsnachweises betrachtet werden.

6 Zusammenfassung

Dem zunehmenden Einsatz numerischer Berechnungsverfahren wie der Finite-Elemente-Methode (FEM) und
der Randintegralmethode (BEM) zur Ermittlung von Kerbbeanspruchungen im Zusammenhang mit dem detail-
lierten rechnerischen Ermiidungsfestigkeitsnachweis nach lokalen Konzepten stehen Unsicherheiten bei der
Behandlung des stets vorhandenen Diskretisierungsfehlers gegeniiber. Es konnte gezeigt werden, dafl die be-
kannten und einer adaptiven Vernetzungsstrategie (Adaptive Meshing) zugrundeliegenden Methoden der Feh-
lerabschétzung (Klaffung, Fehlerenergienorm) fiir den aufgezeigten Problemkreis nur sehr bedingt geeignet und
von rein qualitativem Aussagewert sind. Zudem konnte sich die adaptive Netzverfeinerung in der Praxis nicht
durchsetzen. Da gegenwirtig meist die Finite-Elemente-Methode (FEM) auf der Basis kommerzieller Pro-
grammcodes fiir die Kerbbeanspruchungsanalyse zum Einsatz kommt, wurden systematisch anhand von Unter-
suchungen an 2D-Kerbstabmodellen Vernetzungskriterien fiir kerbbeanspruchungsorientierte FE-Analysen ab-
geleitet, die den praktischen Bediirfnissen an die Ergebnisgenauigkeit uneingeschriinkt gerecht werden. Bei der
quantitativen und qualitativen Beurteilung der Fehlergrole wurde dabei der Vergleich mit ,,exakten” Referenz-
16sungen angestrebt. Durch die

nachgewiesene Brauchbarkeit von Hybridnetzen wurden Moglichkeiten zur Senkung des Modellierungsaufwan-
des aufgezeigt, die vor allem fiir die Behandlung komplizierter Strukturen wie SchweiBnahtiiberginge von In-
teresse sind. SchlieBlich wurden Kerbspannungsanalysen nach FEM und BEM direkt gegeniibergestellt. Der
insbesondere bei der Nutzung spezieller Hermitescher Elemente minimale Modellierungs- und Vernetzungs-
aufwand weist die BEM dabei als zukunftstrichtiges Verfahren zur Behandlung von Kerbproblemen aus.
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