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Biegeschwingungen des einfachen Briickentrigers unter
mehreren bewegten Korpern

Nguyen Van Khang, Do Xuan Tho, Hoang Ha

Schwingungsprobleme von Briicken sind komplizierte Aufgaben in der Baudynamik. In der vorliegenden Arbeit
wird die Biegeschwingungsaufgabe des Briicktrigers unter mehreren bewegten Korpern betrachtet. Das
Schwingungsgleichungssystem des betrachteten Modells ist ein gemischtes System aus einer partiellen Differen-
tialgleichung und N gewdhnlichen Differentialgleichungen. Danach wird eine numerische Methode zur Losung
der gemischten Differentialgleichungen behandelt.

1 Einleitung

Der Briickenbau ist eine wichtige Aufgabe im Verkehrswesen. Bei der Berechnung der Briicken betrachtet man
normalerweise nur die statischen Beanspruchungen und die Eigenfrequenzen. Fiir Briicken mit groBem Pfei-
lerabstand wie Schriagkabelbriicken oder Hangebriicken spielt die dynamische Berechnung eine wichtige Rolle
(Petersen, 1996; Schemmann und Smith, 1998; Walther u. a., 1988). Zur Untersuchung der Biegeschwingungen
von Briickentragern benutzt man hiufig das Modell eines Trdgers unter mehreren bewegten Lasten (siehe z. B.
Filippov, 1974; Popp und Schiehlen, 1993). Das mechanische Modell der Briicken, das in dieser Arbeit betrach-
tet wird, ist ein Tridger unter mehreren bewegten Korpern, die Fahrzeuge darstellen. Zunéchst werden die
Schwingungsgleichungen des untersuchten Modells aufgestellt. Danach wird die numerische Berechnung der
erhaltenen Differentialgleichungen behandelt.

2 Aufstellung der Biegeschwingungsgleichungen der Briickentriger

Bild 1 zeigt ein mechanisches Modell des einfachen Briickentrigers unter mehreren bewegten Koérpern.
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Bild 1. Briickentréger unter mehreren Kérpern

Es besteht aus einem Euler-Bernoulli-Balken und N bewegten Kérpem. Jedes Fahrzeug wird als ein Feder-
Masse-Schwinger mit Dampfer in einem bewegten Koordinatensystem betrachtet. Dabei sind m, die Masse und
v, die Geschwindigkeit des i-ten Korpers. Die Kraft G, sin(Q A+o ,-) ist die duflere Kraft, die auf den i-ten Kor-
per wirkt. Es wird vorausgesetzt, dafl das Fahrzeug in der Zeit seiner Bewegung auf der Briicke nicht vom
Briicktrager abhebt und die Geschwindigkeiten v;(i =1,..., N) der Fahrzeuge so eingeschrénkt sind, daf die Fahr-
zeuge nicht aufeinander stoBen kénnen. Fiir die Fahrzeuge, die mit verschiedenen konstanten Geschwindigkeiten
v, fahren, lautet die zweite Bedingung

v,-+1(t—r,~+,)<(t~r,-) T, <t<T; +1; (izl,...,N—l)

Dabel wird die Zeit der Bewegung des i-ten Korpers auf der Briicke als 7; und der Zeitpunkt, in dem der i-te
Korper auf die Briicke fihrt, als t; bezeichnet.



Zur Aufstellung der Schwingungsgleichungen fiir das System des Brﬁckentréigqs unter mehreren bewegten
Korpern ist es giinstig, das Gesamtsystem, die Struktur, nach dem Schnittprinzip an den Kontaktpunkten zu
teilen (siehe z. B. HolzweiBig und Dresig, 1993; Nguyen Van Khang, 1995). Es entstehen dabei

N +1Substrukturen mit N Kopplungskriiften F,(i =LV ), Bild 2a und Bild 2b. Es wird davon ausgegangen,

daB an den Kopplungspunkten sowohl die Verschiebungen als auch die Kopplungskraftgréien von bewegten
Korpern und Briickentrdgern iibereinstimmen miissen.
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Bild 2. Substrukturen

Zur Beschreibung der Biegeschwingungen des Trégers wird ein Koordinatensystem (Oxw) mit O als Koordina-
tenursprung gewéhlt. Die x- und die w-Achse sind hierbei zueinander orthogonal und wie im Bild 2a orientiert.
Zur Beschreibung der Lage des i-ten Kérpers werden die absoluten Koordinaten z; und n; (Bild 2a und Bild 2b)
benutzt. Wenn der i-te Korper mit konstanter Geschwindigkeit auf der Briicke fihrt, gilt

n = vlt-1;) a)

Zur Bestimmung der Kopplungskrafte wird die relative Koordinate des i-ten Kérpers y; mit der Beziehung

Zp =Yt wni Wni = w(x’zx,v:n,» (2)

eingefiihrt.
Nach Bild 2b erhilt man die Kopplungskraft

Fi = ky;, + d;y, 3)
Mit dem Impulssatz 148t sich die Differentialgleichung der Schwingungen des i-ten Korpers herleiten:
miz; = mg + G;sing; — F, (=1,...,N) 4)

Dabei wird die Substitution @, = Q;z + a;, eingefithrt. Wenn man die Gleichung (2) berticksichtigt, lautet die
Kopplungskraft (3)

F; = k/(zi‘ n,)+ di(z.i_wni) ®)

Wird nun der Ausdruck (5) in die Gleichung (4) eingesetzt, erhélt man die Schwingungsgleichung fiir den Kor-
per m;

miz; + diz; + kiz; = mig + G;sing,; + d,wn,- + kiwn,- T, <t <T + 1 (6)

Zur giinstigen Darstellung der Bewegungsgleichung der Fahrzeuge auf der Briicke fithren wir die sogenannte
Signal-Funktion ein. Die Signal-Funktion L;(¢) wird nach der Beziehung

I fiir 1,<¢<T, +7;
Li(t): 7

0 fiur t<t,und t>7, +1,

definiert und hat folgende Eigenschaften
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=0 L] = L) n=12. (8)

Mit Hilfe der Signal-Funktion I4Bt sich die Differentialgleichung der Schwingungen des Fahrzeugs auf der
Briicke in folgender Form schreiben:

LYz, +d;z, +hiz,) = L) m,g + G, sin o, + dyyin, +kowy,) (i=1,..,N) )

Nun werden die Biegeschwingungen des Briickentrdgers mit konstantem Querschnitt betrachtet. Die Herleitung
der Bewegungsgleichung kann durch Anwendung der Grundgesetze der Mechanik auf ein herausgeschnittenes

Trigerelement erfolgen (Hagedorn, 1989). Wenn man die Beziechung zwischen der Normalspannung ¢ und der
Dehnung e

Oe
10
o = E£€+OL t] ( )

benutzt, erhdlt man die partielle Differentialgleichung der Biegeschwingungen des Briickentrégers in der Form

o'w  Ow ’w _ ow
EI + o + +B— 1| = plx,z,t (1)
[6x4 8x46t] “(aﬂ P ple2,1)

Dabei sind
E: Elastizitdtsmodul des Tragerquerschnittes
I: axiales Flachentragheitsmoment des Trigerquerschnittes
u: Masse pro Lénge des Trégers
B: duBere Dampfungskonstante

o : innere Dampfungskonstante

Zur Bestimmung der Streckenlast p(x, z, £) wird die Dirac-Funktion benutzt. Die Dirac-Funktion wird nach der
folgenden Beziehung definiert:

8(r-a)=0 fur x # a und [5(x-a)atv=1 (12)

-0

Sie hat die wichtige Eigenschaft
j f(x)3(x-a)dx = f(a) (13)

Mit Hilfe der Dirac-Funktion l4Bt sich die Streckenlast p(x,z,t), die von den Fahrzeugen auf die Briicke wirkt,
folgendermaBen darstellen (siehe Bild 1):

#
p(X, z,t) = ZLi(’)(mig+Gi sin @, —mifi)s(x_nf) (14)
i1

Mit den Gleichungen (11), (14) und (9) hat das Differentialgleichungssystem zur Beschreibung der Biege-
schwingungen des Briickentrégers unter mehreren bewegten Kérpern die folgende Form

205



o*w  w o*w _ow
EI +o +u +B—| = plx,z,¢ (15)
(ax“ 8x46t} [aﬂ azJ )

L mz +diz, +hiz;) = L) mg +Gsing, +dping +howy;) (=1 N) (16)
Das Schwingungsgleichungssystem (15), (16) ist ein gemischtes System aus einer partiellen Differentialglei-
chung und N gewshnlichen Differentialgleichungen. Zur Losung dieses Differentialgleichungssystems braucht

man die Randbedingungen sowie die Anfangsbedingungen. Fiir den einfachen Briickentrdger nach Bild 1 lauten
die Randbedingungen

e=0 wog) =20 (17)
o2
o*wll,1)
=] 1) = LA | 18
x wil,) ™ (18)

Die Anfangsbedingungen haben folgende Form:

b= (i=12,.,N):
W) = 700) 24 o 1)
Zi(Tf):qu(Ti> ZI_/(‘C/):ZQ/ L = Loy 0 (20)

3 Losungsansatz und Transformation auf ein gewéhnliches Differentialgleichungssystem

Zur Transformation des gemischten Differentialgleichungssystems (15), (16) benutzen wir den Ritz-Ansatz

wlx.) = gq,(r)sin%f @1

Daraus ergibt sich

= Liw(n;,t) = Zq, Syl # (22)

Wenn wir die Annahme 1, = v, (t—r,-)nach Gleichung (1) benutzen, erhalten wir die Ableitung von w,;nach
der Zeit

n

; . . rmm; rmy; rFm;
Wy = L,»(t)z (q, sin : L+g, 7 cos ln j (23)
r=1

o'w w ow w

axt axtor’ EX or?

o*w B 224 sinrnx
oxt / a¥ /

r=1

6x48t B Z[ j

r=1
ow . rTx
— = sin
o 2.0 I

o*w .. FTX
R = s
or? Zq’ /

Die partiellen Ableitungen

lassen sich aus dem Ausdruck (21) berechnen:

24)
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Setzt man die Ausdriicke (24) in die partielle Differentialgleichung (15) ein, so erhilt man
< Eloa( rm)* El(rn) rox 1
DG+ —(-—) +B q,+—(—j g, bsin—= = — p(x,z,¢) (25)
,:1 TR i/ [ H
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (25) mit sianx und integriert man danach auf beiden Seiten
iiber x von 0 bis / unter Beriicksichtigung von
I
0 fiur r#s
J‘sin——r?xsin——snx dx = {

: ! /2 fir r =5

erhélt man die gewohnliche Differentialgleichung

4 4 !
o+ 22T p g+ BT ) g, = 2 ol 2, )sin S (26)
Unter Benutzung der Eigenschaft (13) der Dirac-Funktion erhilt man fiir das Integral auf der rechten Seite der
Gleichungen (26)
l N !
.[p(x, z,t)sin ST;X dx = ZL,- (t)(mig +G;sing; — mi.Z.i)J‘é (x —n,-)sin ‘S”Z;idx
0 i=1 0 27

N
= ZLi(t)(m,-g+G,- sin @, —m;%, )sin kAl

i=1

Durch Einsetzen des Ausdrucks (27) in die Gleichungen (26) ergibt sich das gewohnliche Diffentialgleichungs-
system zur ndherungsweisen Beschreibung der Biegeschwingungen des Briickentragers

N

4 4
.. Elo( sm . Elfsm 2 . LY. STN;
| ——| + +— — ==Y Llt)mg+G. sing; —m;Zz; )sin !
i, { (lj B]qs . ( /j 95 = > L(t)(mig+G,sine, —m;z;) T o)

K i1

(s = 1,...,n)

Setzt man die Ausdriicke (22) und (23) in die Gleichungen (16) ein, erhilt man die gewohnlichen Differential-
gleichungen zur ndherungsweisen Beschreibung der Schwingungen der bewegten Kérper

r=1

h
L) mz, +d.z, + kyz) = L, (t)l:m,- g+G,sing, + Z[d,— sin “ln" jq',
(29)

h
. Fm, FUV;  PTN; .
+Z(k,- sin ln +d, ; cos ; ’]q,} (i=1L..,N)

Fiir die numerische Losung der gewohnlichen Differentialgleichungen (28) und (29) ist es vorteilhaft, diese
Gleichungen in Matrizenform zu schreiben. Dazu werden die Differentialgleichungen (29) in der folgenden
Form umgeschrieben.

- Z" dy . d; 5 ( k - drmy, .
L,‘(l)Z,' :Li(t)\: (—m’ Sll’l—rﬂ}n’}qr__’ é’_ S E I sin ’”75171: s irmy; COSrnlnl q,
m.

r=1 i U r=1 (30)
k; G .
——’z,~+g+—’sm(p,} (i=1,...,N)
m. .

I 7

Wenn die Gleichung (30) in die Gleichung (28) eingesetzt wird, ergibt sich
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G, = —i S T A +i§:L(t)d sin
ds . r M / “l 4 i i
r=l i=1
& El(n)' 2 < rmy; STN; rom; s
—Z & —| = s4+—ZL,-(t) d; £ sin 2T gos TN +k; sin
pr B VR ws l [ i
&
+—ZL,.(t)(ki sin n'Jz,
Wi
Dabei wird das Kronecker-Symbol
¢ 1 fir r=s
& =
0 fur r#s

Mit dem Vektor der verallgemeinerten Koordinaten

q= [‘]1’~-~,qn’21>~-’ZN]T

N
i gin 7T L +iz L (t)(a’,- sin 22 jz',-
I I W = ;

“l”" sin ﬂzn_ﬂq G1)

konnen die Differentialgleichungen (31) und (30) in der folgenden Matrizenform geschrieben werden

4 = B(r)q + Cle)q + (r) (32)
Dabei sind die Matrizen B(¢), C(¢) und der Vektor f(z)Blockmatrizen. Die Matrix B(¢)hat folgende Form:
bll bln bl,n+1 b],lH—N |
bnl e bnn bn>n+1 bn,n+N
57, ] (SN SR (spinl
bn+1,1 T bn+l,n bn+1,n+1 bn+1,n+N
_bn+N,l bn+N,n bn+N,n+l bn+N,n+N i
Dabei sind
4 N
s| El 2 . ANE—7T;) . At—1.
by, = -9, —a(lj st +p ——ZL,.(t)d,. Smsnv,( T’)smmw’( T’) (s,rzl,‘..,n)
po\/ il <= / /
2 . savlt—r;
bypei = _lLi(t)di sm’A(2 (s=L.,mi=1..,N)
u
d. . At—1.
bpiy = L,.(f)—'sva'(»L) r=1,.,mi=1,.,N)
; m,
; d’_ o
bn+i,n+_j = _Li (t)6;/ m_ (lsj = lsaN)
Analog ergibt sich
I 1 Cin CLnl ClneN 1
Cm Com cn,n+l cn,n+N
o) = | - o | 2T o T
Cnill & 5 Chniln | Cneln+l Chniln+N
Lcn+N,1 cn+N,n cn+N,n+1 Cn+N,n+N i
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rnv,(t—‘c,)

4
CEL(mY) 4 2 rmv;
L==0—|—| s —-— ) L) d,
o =5 )2 (0] s
klsinrnv,—(t—'r,-)}mSﬂ:v,(t—T,-) (S,rzl, .,n)
/ /
cs,nﬂ' = E*Li(t)ki Snvj(t_T’) (S :1,...,I’l; i=1,...,N)
wl /
Crats = L,(t)[%m;vi osrnv'(lt_ri)+—r/:—1’—sin”W"(I_T")} € = Lo 13 1 5 LN
i i
Cn+i,n+j = _Li(t)éj % (l,j = 1,‘.,N)

Der Vektor f(¢) hat die Form

£6) = [ fo Frtseos Fuan ]’

mit
fs =0
G; .
ﬁ1+i = Li(t) g+—Slﬂ(Q,-l‘+(X,-)
n;
4 Anwendungsbeispiele

(s=1,...

-

Mit dem in Abschnitt 3 dargestellten Verfahren wurde an der Technischen Universitdt Hanoi ein Rechenpro-
gramm zur Berechnung der Biegeschwingungen des Briickentrigers unter mehreren bewegten Kérpern fiir Per-
sonalcomputer (PC) entwickelt. Mit diesem Rechenprogramm wurden die Biegeschwingungen fiir mehrere
Briickentrdger in Vietnam berechnet. Die Berechnungsergebnisse stimmen mit den gemessenen Ergebnissen gut
tiberein. In den Bildern 3 und 4 sind die numerischen Berechnungsergebnisse und die gemessenen Ergebnisse fiir
zwel in Vietnam gebaute Briicken unter einem Fahrzeug dargestellt. Die Bilder 5 und 6 zeigen die Schwingungs-
verldufe von einer Briicke unter zwei Fahrzeugen mit verschiedenen Geschwindigkeiten. Dabei sind die durch-
gezogenen Linien die berechneten Verldufe und die gestrichelten Linien die experimentell ermittelten Verldufe.

DISPLACEMENT DISPLACEMENT
Ho-Do Bridge in Viet nam Thieu-Hoa Bridge in Viet nam
t(s) T (s)
0 1.5 3.0 4.5 0 1.5 3.0 4.5
2 G I N w2 BEID Sy 9 - s
4 4
6 . 6
W (mm) W (mm)
— Calculation ... T'est —— Calculation ... Test
v, (knyh) v, (knv/h) W Lmm) | W anm) | v, (kiyh) v, (km/h) W (mm) W T (um)
30.00 00.00 3.131 3.132 30.00 00.00 2.645 2.646

Bild 3. Schwingungsverlauf der Ho-Do Briicke
unter einem Fahrzeug

Bild 4. Schwingungsverlauf der Thieu-Hoa Briicke
unter einem Fahrzeug
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DISPLACEMENT DISPLACEMENT
Langl Bridge in Viet nam Lang?2 Bridge in Viet nam
T(s) t(s)
0 2.0 4.0 6.0 8.0 0 2.0 4.0 6.0 8.0
=T SREGH | 3 ey
25 25 B N A A
50 50
W (mm) W (mm)
Calculation ... Test —— Calculation ... Test
v, (km/h) v, (knyh) W (mm) w T () v, (km/h) v, (knvh) w e (mm) W T (mm)
19.30 14.50 1.986 2.150 12.50 12.00 2.377 1.950

Bild 5. Schwingungsverlauf der Lang 1 Briicke
unter zwei Fahrzeugen

Bild 6. Schwingungsverlauf der Lang 2 Briicke
unter zwei Fahrzeugen

5 Zusammenfassung

Bei Berechnung und Konstruktion von Briicken ist es notwendig, die dynamischen Beanspruchungen zu analy-
sieren. In dieser Arbeit wurde die Berechnung der Biegeschwingungen einfacher Briickentrdger unter mehreren
bewegten Korpern behandelt. Das Differentialgleichungssystem dieses mechanischen Modells ist ein gemischtes
System aus einer partiellen Differentialgleichung und N gewdhnlichen Differentialgleichungen. Zur Losung
dieses komplizierten Systems wird ein numerischer Algorithmus angegeben. Die Berechnungen der Schwingun-
gen von Briickentrigern auf elastischen sowie auf starren Zwischenlagern werden in anderen Arbeiten verdf-
fentlicht.

An der Technischen Universitdt Hanoi wurde ein Rechenprogramm zur Berechnung der Schwingungen von
Briickentrdgern entwickelt. Mit diesem Rechenprogramm wurden Schwingungen von iiber 20 Briicken in Viet-
nam berechnet. Die Berechnungsergebnisse stimmen gut mit experimentellen Ergebnissen iiberein.

Danksagung: Diese Arbeit wurde an der TU Hamburg-Harburg fertiggestellt. Ich danke dem DAAD herzlich
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