TECHNISCHE MECHANIK, Band 19, Hetft 4, (1999), 297-306
Manuskripteingang: 24. Juni 1999

Aufbau und Identifikation von Stoffgleichungen fiir héhere
Kontinua mittels Homogenisierungsmethoden

S. Forest,

Eine erweiterte Homogenisierungsmethode wird entwickelt, um ein heterogenes Material durch
ein homogenes effektives Cosserat - Medium zu ersetzen. Im nichtlinearen Fall wird ein
phinomenologischer konstitutiver Rahmen fiir elastoviskoplastische Cosserat - Medien beschrieben. Die
Homogenisierungsmethode kann dann benutzt werden, um die Materialparameter dieser Stoffgleichung
zu bestimmen. Dabei wird das Konzept der kinematischen Krimmungsverfestigung hergeleitet.

1 Einleitung

Erweiterte Kontinua kénnen benutzt werden, um den Einflul der Mikrostruktur auf einige Aspekte
des Materialverhaltens zu berticksichtigen. Sie unterteilen sich in drei wichtige Materialklassen.
Das Materialverhalten nicht lokaler Medien wird durch eine Integralformulierung der Stoffgleichung
beschrieben. Die Beriicksichtigung von Gradienten n-ter Ordnung des Verschiebungsfeldes fiihrt
zu sogenannten Kontinua héheren Grades. Kontinua héherer Ordnung werden durch die Angabce
zusitzlicher Freiheitsgrade gekennzeichnet, die von dem Verschiebungsfeld unabhingig sind. Jedem
materiellen Punkt eines Cosserat - Kontinuums werden zum Beispiel eine Verschiebung und eine
Mikrodrehung zugeordnet (Schifer, 1967). Ausfiihrliche theoretische Entwicklungen und Beispiele
wurden in einem Band 1968 gesammelt (Kroner, 1968). Zwanzig bis dreiflig Jahre spiter beobachtet
man ein Wiederaufleben der Mechanik héherer Kontinua, das sich durch die rasante Entwicklung
der numerischen Mechanik, aber auch der experimentellen Messtechniken erkldren 1#ft (Bertram und
Sidoroff, 1998).

Ein langwieriges Problem fiir die Anwendung der Mechanik héherer Kontinua bleibt die Identifikation
zahlreicher zusétzlicher Materialparameter, die {iblicherweise eingefiihrt werden miissen. Ein isotropes
linear-elastisches Cosserat - Medium besitzt vier elastische Moduli zusétzlich zu den klassischen Lamé
Konstanten. Die generalisierten intrinsischen Gréfien kénnen nur bei nichthomogenen Verformungen
zum Ausdruck kommen. Deshalb beziehen sich Schivie (1966), Gauthier und Jashman (1977) auf
Torsion oder Biegeversuche. Die zuséitzlichen Konstanten sind auflerdem oft charakteristische Lingen,
die die gleiche Grofilenordnung wie die Heterogenitiiten des Materials haben, so dafl ganz kleine Proben
betrachtet werden, wobei die gemessenen Grofien dubios werden. Das plastische Materialverhalten hat
sich als ein besseres Anwendungsgebiet fiir die hoheren Kontinua erwiesen : Cosserat - Medien und
Medien hoheren Grades sind in der Lage, die Bildung von Scherfugen finiter Breite wiederzugeben.
In vielen anderen Fillen aber fiihrte die Suche nach den charakteristischen Lingen bei nichtlinearem
Verhalten zu umstrittenen Ergebnissen, insbesondere wenn die Gréfie der untersuchten Metallproben
der Korngrofle entsprechen mufi (Stolken und Evans, 1998, Quilici u.a., 1998). Vielmehr bietet die
Kombination von Feldmessungen und Strukturrechnungen (inverses Problem) eine viel erfolgreichere
Methode fiir die Ermittlung der zusitzlichen Materialkonstanten (Geers u.a., 1998).

Das Problem der praktischen Anwendung der erweiterten Mechanik wiirde sich ganz anders darstellen,
wenn eine systematische Methode fiir die Ermittlung der zusiitzlich eingefiihrten Konstanten zur
Verfiigung stehen wiirde. Die Homogenisierungstheorie bietet eine solche Methode an. Die Arbeiten
von Besdo, Dorau, Jonasch und Scholz (1986-1990) haben gezeigt, dafl es moglich ist, ein heterogenes
Material mit periodischer Mikrostruktur durch ein homogenes Cosserat-Material zu ersetzen. Die Losung
einzelner spezifischer Randwertprobleme auf der Einheitszelle liefert systematisch den Wert der effektiven
elastischen Konstanten. Die Ergebnisse wurden auf die Rechnung von Strukturen angewandt, und es
wurde gezeigt, dal das Cosserat - Ersatzmaterial zu einer feineren Beschreibung als das klassische
Ersatzmaterial fiihren kann. Eine grundlegende Hypothese der klassischen Homogenisierungstheorie
lautet : die charakteristische Linge ! der Materialinhomogenititen soll viel kleiner sein als die Linge
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L der gerechneten Struktur oder, genauer gesagt, als die kleinste Wellenlénge der riumlichen Variation
der makroskopischen Beanspruchungen. Dies gew#hrleistet, dafl ein homogenes Ersatzmaterial (HEM)
als Cauchy Kontinuum definiert werden kann. Als Erste betrachteten Beran und Mc Coy (1968) den
Fall langsam variierender Makrofelder fiir random heterogene linear elastische Werkstoffe. Sie leiteten
ein nichtlokales elastisches HEM ab, das durch ein Medium zweiten Grades approximiert werden konnte.
Im Falle periodischer Mikrostruktur haben Gambin und Kroner (1989) die Methode der asymptotischen
Entwicklungen angewandt, um ein HEM zweiten Grades herzuleiten.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie ein mikromorphes oder Cosserat HEM fiir heterogene
elastische und elastoplastische Werkstoffe im Sinne der periodischen Homogenisierung aufgebaut werden
kann.

2 Heterogene Materialien unter starken makroskopischen Beanspruchungsgradienten

2.1 Klassische Homogenisierungsmethoden

Im Rahmen der klassischen Homogenisierungstheorie wird ein reprisentatives Volumenelement ()
definiert, das die relevanten Aspekte der Mikrostruktur des heterogenen Materials enthilt. Dann muf}
das folgende Randwertproblem auf §) gel6st werden :

e=i(u®V+VYou)

konstitutive Gleichungen (1)
g¥=0 Vxe

Randbedingungen

wobei u die Verschiebung ist, g der klassische Spannungstensor und ¥ der Nabla-Operator. Im Falle
von Randomwerkstoffen mufl €2 eine grosse Zahl von Heterogenititen enthalten, um représentativ zu
sein. Dann kann man homogene Randbedingungen einfiihren :

u=Ex Vx € 00 oder gn=Xn Vx € ) (2)

sodal E =< ¢ >, X =<« g > die mittleren makroskopischen Vezerrungs- und Spannungszusténde
sind. Wenn das Material eine periodische Mikrostruktur aufweist, dann ist Q die Einheitszelle und das
Verschiebungsfeld nimmt die folgende Form an :

u=Ex+yv (3)

wobei v den gleichen Wert an entgegengesetzten Punkten von A€} annimmt. Ein Beispiel fiir
eine Einheitszelle fiir ein Sandwich-Material wird in Bild 1 gegeben. Die dunkle Schicht ist aus
Stahl und die Matrix aus weichem Material. Es werden aber zuerst nur die linearen elastischen
Eigenschaften bei kleinen Verformungen betrachtet. Drei elementare Beanspruchungsbedingungen
miissen ausgeilibt werden, um die effektiven elastischen Konstanten zu ermitteln (Bild 1). Fiir alle
erwdhnten Randbedingungen gilt die sogenannte Hill-Mandel Bedingung :

<grie >=<g*>i<e > (4)

wobei g* ein divergenzfreies Spannungsfeld ist und &' ein kompatibles Verzerrungsfeld. Diese
Vorgehensweise setzt das schon erwihnte Verh#ltnis | < L, zwischen den charakteristischen Lingen
des Problems voraus. Es bedeutet, daf die makroskopischen Gréfien sich so langsam #ndern, dafi E und
X als konstant iiber {2 betrachtet werden konnen.
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Bild 1. Einheitszelle eines periodischen heterogenen Materials (oben links); Extension in

Richtung 1 (oben rechts) bzw. 2 (unten links), und einfache Scherung mit klassischen
periodischen Randbedingungeu.

2.2 Nichthomogene Randbedingungen an der Einheitszelle
Wenn starke Gradienten der makroskopischen Felder auftreten, kann man die Randbedingungen (2)
durch einen quadratischen Ansatz ersetzen :

u=Ex+-D: (x®x) Vx € 00 (5)

wobei D ein konstanter Tensor dritter Stufe ist (Forest, 1998). Hier soll aber ein spezieller Fall untersucht
werden, wo nur der Kriimmungsanteil K von D betrachtet wird :

u=FEx+

wil N
J2en

((Kx)®x) mit sp(K) =0 (6)

wo ¢ der Permutationstensor ist. Es folgt der Ausdruck der makroskopischen Deformation und deren
Kriimmung :

X
F=<u®V, > F =-

X
¢ F FoVx=K (7)

wobei z (bzw. X) die lokalen (bzw. makroskopischen) Koordinaten sind. Bei diesem Verfahren kann
man einer Einheitszelle eine Kriimmung vorgeben. Eine allgemeinere Methode der Entwicklung von
nichthomogenen Randbedingungen wird in Abschnitt 3 dargestellt.
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2.3 Biegesteifigkeit einer Einheitszelle
Fiir periodische Medien wird die nichthomogene Randbedingung (6) wie folgt erweitert :

g:@.;+—§—g:((l§.§)®_}_{_)+z (8)

und v nimmt den gleichen Wert an entgegengesetzten Punkten des Randes an. In Bild 2 wird dem
Sandwich-Material eine konstante Kriimmung vorgegeben. Der Effekt der Anwendung von periodischen
Bedingungen ist klar zu erkennen. Fiir beide Félle (6) und (8) gilt eine erweiterte Hill-Mandel Gleichung :

<q:§>=z~):E+1\~/I:I§ mit ¥ =<g > Mij:§<5ikl$k0'lj> (9)
In diesem Ausdruck erkennt man die Arbeit der inneren Krifte eines effektiven Cosserat - Ersatzmediums,
dessen Kraft und Momentenspannungen ¥ und M heiflen. Genauer handelt es sich hier um ein
Cosserat - Medium mit innerem Zwang (couple stress theory, (Koiter, 1963)), da die Kraftspannungen
noch symmetrisch und die Kriimmung und Momentenspannungen spurlos sind. Die Losung des
Randwertproblems von Bild 2 liefert eine zusétzliche elastische Konstante, ndmlich die Biegesteifigkeit
des heterogenen Materials. Solche Biegesteifigkeiten wurden schon in Jonasch (1986) und Besdo und
Dorau (1988) allerdings auf anderer Weise ermittelt, und fiir Strukturrechnungen benutzt.

Bild 2. Einfache Krimmung einer Einheitszelle mit nichthomogenen Randbedingungen (links)
und generalisierten periodischen Randbedingungen (rechts).

3 Polynomentwicklung des lokalen Verschiebungsfeldes

3.1 Definition generalisierter Freiheitsgrade

Im allgemeinen kann das erweiterte HEM als mikromorph betrachtet werden. Aber dann miissen die
neuen Freiheitsgrade als Funktion der lokalen Felder in © definiert werden. Die Verschiebung U(X) und
die Mikrodeformation )S(X_) werden als die beste Approximierung des lokalen Verschiebungsfeldes durch
eine homogene Drehung und Verzerrung interpretiert :

UX),x(X)) = i, <lux) -U-x.(x-X) [*>q (10)

Die Losung dieses Minimierungsproblems lautet :
UX) =<ux) > xX)=<u®x-X)>.A"" mit A=<@Ex-X)®x-X)> (11)

Die zugeordneten Gradienten lauten :

UVx =<u®Y¥Y,> x®Vx=<@uoex)o¥V,> A" -UsA™” (12)
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3.2 Zweidimensionales Cosserat - Ersatzkontinuum

In Forest und Sab (1998) wurde der Spezialfall eines zweidimensionalen Cosserat - HEM untersucht. Dies
entspricht einer antimetrischen Mikrodeformation x. Der Einfachheit halber wird eine quadratische
Einheitszelle © mit Kantenlsinge | gewihlt. Die Freiheitsgrade sind die Verschiebung U und die
Mikrodrehung @, die mit den lokalen Gréfien verbunden sind, wie aus (11) folgt :

UX)=<u>a  2(X)=p<(x-X)xu>a (13)

Die zugeordneten Cosserat - Verzerrungsmafe sind die klassische Verzerrung E, die relative Drehung
Q — @ und die Kriimmung K :

1 1, 0U, oU;
_ 1 _1o, 0l , 14
E 2(ZX U +U¥x)(X) Q(X) 5%, " ax, Jes = Q(X)es (14)
0P oP 6 6
K = X, e + G—X;§2 =7 < ((x xu)e3)V, >q —l—.z((l x U).e3)Vx (15)

wobei (e1,e:,e3) eine orthonormale Basis bezeichnet. Diese Groflen werden jetzt fiir den Fall eines
polynomialen lokalen Verschiebungsfeldes ausgewertet :

~ ~ ~2 ~2 ~ o~ ~3 ~3 ~2 ~ ~2
uy = A;j+ BT+ BT+ Cinx1 +Cixy+2Ci3T1T9+ DTy + DipTy +3Di3z 29 +3Di41171$2(16)

mit (i = 1,2),(%; = 21/l,%9 = x5/1). Unter den Bedingungen F;;(X = 0) = B;; und konstanter
Kriimmung K konnen die Koeffizienten des Polynoms mit den Cosserat - Verzerrungsmaflen identifiziert
werden :

_ D

@-9X =72 KX-=

Cy — Cis
; e

Cas — Ch2
+
2

2 € (17)

1

Die endgiiltige Form des Polynoms fiir die Ermittlung der effektiven Eigenschaften -eines
zweidimensionalen Cosserat HEM lautet :

~ ~ ~2 ~ ~ ~3 ~2 A~
UI = Bi11x1 + Biaxy — ng.’EQ -+ 2013331.172 s Dlg(mg s 3.'1?1312)
(18)
N ~ ~ ~2 ~ ~ ~3 ~ ~2
Uy = Bisz1 + Byoxy — 013.1'1 4+ 2Cyx129 — D12(-771 = 3.’131(172)

Bild 3. Vorgegebene relative Drehung der Mikrostruktur.

Die Losung des Randwertproblems auf {2 wird dann unter der Form u = u* +yv gesucht, mit periodischen
Bedingungen fiir v und anti-periodischen Bedingungen fiir g. Der quadratische Term in den Gleichungen
(18) entspricht dem Vorschlag (6), withrend ein kubischer Ansatz notwendig ist, um die Wirkung von einer
relativen Drehung zu merken. Im Gegensatz zu Abschnitt 2.3 ist das gefundene HEM ein Cosserat -
Medium ohne inneren Zwang. In Bild 3 wird gezeigt, wie einer Einheitszelle eine relative Drehung
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vorgegeben werden kann. Die Vorteile der Benutzung eines Cosserat HEMs anstelle des klassischen
effektiven Cauchy Mediums wurden in zwei Beispielen fiir lineare Elastizitét in Forest (1997) und Forest
und Sab (1998) gezeigt.

3.3 Dreidimensionales Cosserat - Ersatzkontinuum
Es liegt nahe, die Form (16) des Polynoms zum dreidimensionalen Fall folgenderweise zu verallgemeinern :

u; = le$1 + Bzziﬂz + Bz3$° + Czlfﬂl + szl’z + Cz3$o + 20145131332 + 20@5452373 + 26163702371
2 i
+ Dzlml + D,gl’z + D; oSUo + 3DL4£C To + 3D,5$1$2 + 3D,6$2.T3 + 3D@7ZL'2£173 + 3D@g$3$1 (19)

+ 3D,g$ 3T 1+E.’IJ1£L'2.’E3

Nach Gleichung (15) lauten dann die drei ersten Komponenten der Kriimmung :

FE.
K11 = C34 — Cog 4+ 3(D3a — D2g) X1 + (3Das — —)Xz 4 (?3 —3D9g) X5
E, E3
Koy =Ci5 — Oy + (— —3D34) X1 + 3(D1g — D3s)Xo + (3D17 — ?)Xu
FE:
K33 = Cas — Ci15 + (3Da9 — —)X1 + (?2 —3D16)Xa + (3D2s — 3D17) X3

Es stellt sich dann aber heraus, daf} die Spur der Kriimmung notwendigerweise null ist. Das bedeutet, daf3
die vorige Form des Polynoms nicht erlaubt, einer Einheitszelle eine sphirische Kriimmung vorzugeben.
Dieses wird erst moglich, wenn man eine Polynomentwicklung bis zum 4. Grad einfijhrt :

kox ; k‘
U1 = Ellfl:l + Elz.Z'g + Eg]ﬂ?g — k‘glxll‘g == -;—Zwi + kglirl.'l??, + %CB% + 2(](?315” = dev)(l)g.’EO
i 10sp(k
+ 1003(x3 — 323m2) — 100(x3 — 3xlxzs) + —Sg(—l(a} — 23) D273
- _k3_1 2 _ @ 2 dev dev
Uy = Eu.’l)] + Egg.%") -+ E23.1‘3 + k32.’171£112 + B Ty k‘12$2$3 ) Ty 2(](711 + k33 ).’171.’L'3
10sp(k) , » ’
— 1003(2} — 3z123) + 100 (x5 — 323z3) + —sg(—”)-(wg z1)T123
= _ _ Q 2 k1o 22 dev | pdev
us = Fs121 4+ Fagxo + E33xs — kogzi23 5 ] + kiswoxs + — 5 5+ 2(.16‘ + k35 )x1 T2
10sp(k) , . .
+ 10@2( e 3(1)11‘9) = 10@1( — 3oz 9) SS(N) (.’L‘? - xé).’L‘]!Eg
wobei k% der deviatorische Anteil von k ist. Es folgt :
e-0-0+2®x K-k - 1050 iti# j
2-2=0+—%X ij = kij — 10sp(k) X;X; mits#j (20)
- dev (k) 2 2
Ky =k + 3 + 10s (K)X — 5sp(K) (X5 + Xo) (21)

4 Elastoviskoplastische Cosserat - Medien

Es wird zuerst ein allgemeiner phiinomenologischer konstitutiver Rahmen fiir nichtlineare Cosserat -
Stoffgleichungen vorgestellt. Dann wird gezeigt, wie die vorige erweiterte Homogenisierungsmethode
benutzt werden kann, um die Materialparameter dieser Gleichungen zu ermitteln.

4.1 Standard Cosserat - Medien

Dic Cosscrat - Verzerrungsmafle werden jetzt wie folgt definiert und in elastische und plastische Anteile
zerlegt :

E=UV+ed=E+F K=8$3V=K°+K’ (22)
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Die Prinzipien der Kontinuumsthermodynamik in lokaler Form werden jetzt ausgewertet, um die
Zustandsgleichungen herzuleiten. Die innere Energie, die Entropie und die freie Energie werden mit
€, 1 bzw. v bezeichnet. Die freie Energie ist eine Funktion von E¢, K°, von der Temperatur T und
von inneren Variablen a. Die Energiebilanz, die Entropieungleichung, die intrinsische Dissipation und
schliefflich die Zustandsgleichungen lauten dann :

pe=%:E+M:K-Vgq (23)
pﬁ+%.220 §:E+M:I;<—p(\i’+nT)—%-TZZO (24)
pD = T:E+M:K-p(¥+nT)
s ) B+ (M )k — o2 s B MK — p0Y  g25)
= W TrER) R T TR R TG TS TR TR T P 8
o oW o ow
_ = e = 26
x P o M=rie 1= a7 X 50 (26)

wobel ¥ und M die Kraft- bzw. Momentenspannungen sind. Die Theorie von klassischen sogenannten
Standardmaterialien (Germain u.a., 1983) wird auf Cosserat - Kontinua erweitert, indem ein konvexes
viskoplastisches Dissipationspotential (X, M, X) eingefiihrt wird :

; o0 . o0 0
B 2l B o Y= —— 27
gy K=y (27)
Die Konvexitit des Potentials gewiihrleistet die identische Erfiillung der Bedingung positiver intrinsischer

Dissipation.

4.2 Anwendung auf von Mises Cosserat - Plastizitiit

Zu dem obigen allgemeinen konstitutiven Rahmen gehoren zwei wichtige Klassen von nichtlinearen
Cosserat - Medien. Fiir die erste Materialklasse werden eine einzige Fliessfunktion f(X,M,X) als
Potential und ein plastischer Multiplikator p eingefiihrt :

Ep_'ﬂ Kp_‘a_f

Als Beispiel kann man die klassische von Misessche Plastizitéit auf Cosserat - Medien erweitern :

S5 ML R) = Ja(5, M)~ R (B M) =\ (g5 + g 57 + b M4 oM ) (29

~ )TN

Ep_,§a1§+a2§T ey 3D M+ b MT

2 hEM) N TPy L (30)

Der plastische Multiplikator ist ein Maf fiir die kumulierte plastische Verzerrung und Kriimmung und
sein Ausdruck fiir den Fall a; = ay = a,b; = b,by = 0ist : p = \/é(QaEP :EP + bKP : KP). Fiir

die zweite Materialklasse elastoviskoplastischer Cosscrat - Medien wird das Dissipationspotential in zwei
Teile zerlegt :

0ot 00 0ot 0N, . on . 09,
=08 . 0 KPP = e = e s
OR,

oy oz ~ oM oM PT TR

Qiot = Q(E: R) +QC(M7RC); Ep = (31)

wo {2 and {2, konvex sind. Im elastoplastischen Fall gibt es dann zwei getrennte FlieSfunktionen und zwei

plastische Multiplikatoren. Daher kann eine zweite Erweiterung der von Mises Plastizitit auf Cosserat -
Medien formuliert werden :

f(;vR) = ‘]‘2(;) — R(p,k) fc(MaRc) = J‘Z(M) — Re(p, k) (32)
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1 . . of
J (D) = \/%(a@ is+ans:s?T) LM = \/;(blM ‘M +bM:MT)  EF = £) (33)

0 . 2. g ;_\[ T ———
K =k p_,/g(Algp.@HAggp.@p) ko= 2(311;{ . K? + ByKP : K )( )

mit A; = a1/(a1? — a2?) und A» = —as/(a1? — a»?). Mit einem solchen Modell kann die Auswertung der
FlieBbedingungen zu unbestimmten plastischen Multiplikatoren fiihren. Die viskoplastische Formulierung
(31) wird dann als Regularisierungsmethode empfohlen, wobei () ein viskoplastisches Potential und ),
ein plastisches Potential sein diirfen.

4.3 Kinematische Kriimmungs-Verfestigung

Als Beispiel von inneren Variablen wurden in dem letzten Abschnitt isotrope Verfestigungsvariablen
R und R, eingefithrt. FEin weiteres Beispiel von tensorwertigen inneren Variablen wird hier
gezeigt. Die Einfiihrung kinematischer Verfestigungsvariablen kann notwendig werden, sobald zyklische
Beanspruchungen eines heterogenen Materials betrachtet werden. Dafiir werden die zwei Klassen der
von Mises elastoplastischen Cosserat - Medien erweitert, indem man zwei Riickspannungen X und X,
beriicksichtigt :

f(;7 M,R, X, )N(C) = JZ(E -~ XM —~ XC) = R(p) (35)
: - s (8 — X)¥ : - . — o

P — p§ a1 (s—X)+a(s—X) KP — p§ bi (M —Xe) + b (M - X,) (36)
~ 2 Jo - 2 Jo

fiir die erste Materialklasse mit einem einzigen Kriterium, und

f(ng)S) = JZ(E“X) - R(p, "9)7 fc(Ma RCaXC) = JQ(M“XC) - Rc( 7/"3) (37)
T
~ 2 Ja ~ 2 Jo

fir die zweite Materialklasse. Der symmetrische Anteil der Variablen X entspricht der klassischen
kinematischen Verfestigung, die in der Lage ist, den klassischen Bauschinger Effekt zu beschreiben.
Was kann aber die physikalische Bedeutung einer Momenten-Riickspannung X, sein? Wie konnen
die Materialparameter bestimmt werden, die in der zugehérigen Entwicklungsgleichung auftreten
koénnen? Die obigen erweiterten Stoffgleichungen kénnen benutzt werden, um das mechanische Verhalten
eines heterogenen Werkstoffs mit periodischer Mikrostruktur zu beschreiben. Wenn die nichtlinearen
Eigenschaften der verschiedenen Phasen oder Komponenten des heterogenen Materials bekannt sind,
kann die im Abschnitt 3 beschriebene Homogenisierungsmethode angewandt werden, um die Antwort
der Einheitszelle auf homogene und nichthomogene makroskopische Beanspruchungen vorherzusagen.
Dann kénnen die Materialparameter des vorgeschlagenen nicht-linearen Modells angepafit werden. Reine
Kriimmungs - Verfestigung X, tritt auf, wenn zyklische Biegung auf die Einheitszelle Q ausgeiibt wird.
Auf Bild 5 sieht man den plastischen Zustand von Q nach einem Zyklus solcher Biegung mit erweiterten
periodischen Randbedingungen. Die resultierende Momentenspannung/Kriimmungskurve wird in Bild 6

gezeigt, wobei die folgenden Formeln fiir die Rechnung der Momentenspannung und Kriimmung benutzt
wurden :

K31 =< miug1 — zou1 1 > Mz =< —on122 > (39)

die sich aus den Gleichungen (9) und (15) ergeben. Es ist bemerkenswert, dafl lokale lineare
Elastizitt in der Stahlschicht und ideale Plastizitéit in der Matrix zu einer makroskopischen nichtlinearen
kinematischen Kriimmungs - Verfestigung fiihren. Ahnlich kénnte man den antimetrischen Teil der

kinematischen Verfestigung X identifizieren, indem man zyklische Beanspruchungen wie in Bild 3
betrachtet.
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Bild 4. Zyklische Kriimmung einer Einheitszelle (kumulierte plastische Dehnung) : die mittlere
Schicht bleibt elastisch wihrend die Matrix ein elastisch-plastisches Verhalten ohne

Verfestigung aufweist.
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| 1
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Bild 5. Resultierende Momentenspannung - Kriimmungskurve.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde eine erweiterte Homogenisierungsmethode fiir die Herleitung von effektiven Eigenschaften
eines homogenen Cosserat - Ersatzkontinuums beschrieben, die auf einer polynomialen Entwicklung
des lokalen Verschiebungsfelds basiert. Ein Nachteil der Methode ist, dafl der erweiterte Typ des
HEMs von vornherein angenommen wird. Von einer Homogenisierungstheorie kénnte man erwarten,
dafl die Form der effektiven Bilanzgleichungen hergeleitet wird. Im Falle heterogener Elastizitit
ist die Methode direkt anwendbar, um dic zusiitzlichen elastischen Moduli zu crmitteln, und die
Vorhersage des effektiven Modells wurde mit der Rechnung inhomogener Strukturen in Forest (1998)
und Forest und Sab (1998) verglichen. Im nichtlinearen Fall wurde ein allgemeiner konstitutiver Rahmen
dargestellt und es wurde empfohlen, die Materialparameter mit den Ergebnissen von homogener und
nichthomogener Beanspruchung der Einheitszelle anzupassen. Der Vorteil der Methode liegt darin,
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dal beliebige mehrachsige Beanspruchungen auf ) gerechnet werden konnen, die sich experimentell
schwer realisieren lassen. Das erleichtert die Parameteridentifikation. Eine bessere Methode wére, die
Form der effektiven nichtlinearen Stoffgleichungen analytisch herzuleiten, was allerdings vor allem bei
nichthomogenen makroskopischen Feldern wahrscheinlich selten mdoglich ist. Deshalb wird in dieser
Arbeit die Kombination von Homogenisierungsmethoden mit phinomenologischen Anséitzen fiir den
nicht linearen Fall bevorzugt.
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