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Erginzung zur Theorie der Torsionsschwingungssysteme mit
endlich vielen Freiheitsgraden.

Teil II: Wirkung einer periodisch veranderlichen Zugbelastung
auf das Verhalten von Torsionssystemen

Z. Szolgay

Der Teil II der Arbeit beschdftigt sich mit Torsionsschwingungssystemen, die einer periodisch verdnderlichen
Zugbelastung unterworfen sind. Es werden das System mit einem Freiheitsgrad und ein spezielles System mit
endlich vielen Freiheitsgraden untersucht.. Die Numerierung der einzelnen Punkte und der Gleichungen ist die
Fortsetzung der im Teil I ( Szolgay, 1995) begonnenen Numerierung.

8 Die Bewegungsgleichung des Torsionsschwingungssystems mit einem Freiheitsgrad
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Bild 2. Das Torsionsschwingungssystem

Es wird das Torsionsschwingungssystem nach Bild 2 mit n = 1 betrachtet. Dementsprechend konnen in diesem
Abschnitt die Indizes weggelassen werden.

Ist die Kraft F' nicht konstant, sondern verdandert sie sich periodisch mit der Zeit, so verdndert sich damit auch
der Charakter der Schwingungen. Fiir F' gilt im einfachsten Falle

F=X+Ycoswt @Dy
wobei X und Y Konstanten sind.

In der Formel (2.17)ist 6 = F/A die durchschnittliche Zugspannung.

X
c=—= 5 + —CosMI = X + yCosmi (8.2)

4
A
Dieser Ausdruck soll in die Gleichung (3.1), eingesetzt werden.

Jé + E(l T icoswr)a - M (8.3)
! G G a i

Mit einer weiteren Umformung werden wir eine iibliche Gestalt der Mathieuschen Gleichung erhalten.

Im weiteren beschrinken wir uns auf die homogene Gleichung. Es sei
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Voz =£ 21 =t (8.4) il

und dementsprechend
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Die Bewegungsgleichung erhilt dann die Form

woa Vo[, Xy

o +4E)% [1+E+Ec0521}a:0 8.5y
oder

a” + (A + 2ucos2t)o = 0 (8.6) 1

mit den oft iiblichen Bezeichnungen
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9 Die Stabilitit der Bewegung. Hauptinstabilititsbereich des Systems

Die homogene Mathieusche Gleichung bat nur dann begrenzte Losungen, wenn gewisse Bedingungen be-
friedigt sind. Werden diese Bedingungen nicht befriedigt, dann wichst wenigstens eine Losung des Fundamen-
talsystems der Differentialgleichung tiber alle Grenzen.

Sind beide Losungen des Fundamentalsystems begrenzt, dann werden die allgemeine Losung und auch das
Schwingungssystem selbst stabil genannt. Sonst sind sie instabil oder labil.

Die Frage der Stabilitidt hingt von der Gruppe der verdnderbaren konstanten Parameter ab. Im vorliegenden
Falle gibt es drei solche Parameter: x, y und .

Die Praxis zeigt, daB} eine wirkliche Resonanzgefahr bei den praktisch moglichen Werten dieser Parameter nur
im sog. Hauptinstabilititsbereich des hier untersuchten idealisierten mechanischen Modells auftreten kann. Die
folgenden Ausfithrungen beschiftigen sich mit dem Problem des Hauptinstabilitdtsbereiches.
Im Sinne technischer Erfahrungen ist es meistens austeichend, sich bei der Bestimmung der Grenzen des
Hauptinstabilititsbereiches auf lineare Anniherungen zu beschrinken. Diese konnen mit Hilfe von A und p
dargestellt werden.

A=1+p O.Dy
bzw.

A=1-p 9.2)q
Dann gilt fiir die inneren Punkte des gesuchten Instabilititsbereiches

T-pu<hi<l+p 9.3) g

Wegen der Gleichung (8.7) ; konnen die Gleichungen (9.1) ; und (9.2) ; in der Form

20



xwpw1:4V‘l_(w“—ﬁ—»‘;jw]:o ©.4),

W~ G 2G
und
v 2 Xy :
A+u—1=4-2 1+—+'—j—1:0 9.5)
H o> ( G 26 !

2

, o ; 4vy .
geschrieben werden. Dividieren wir beide Gleichungen durch 2 50 folgt
i

Xy o
1+———— =0 9.6)
G 2G 4v/? .
und
X oy 08
I+ —=+—=—- =0 (9.7)
G 2G 4v? i

Diese Gleichungen sind fiir die Parameter x, y und ®> linear, so daB sie in einem entsprechenden Koordi-
natenraum durch je eine Ebene dargestellt werden konnen (Bild 3).

Bild 3. Grenzen des Hauptinstabilititsbereiches im Koordinatenraum x, y, ®*

Die der Gleichung (9.6) ; entsprechende Ebene schneidet

die x-Achse bei x=-G,
die y-Achse bei y=2G,
die ®%-Achse bei %= 4vy?

Entsprechend sind die Schnittpunkte der Ebene (9.7) i

x = -G y=-2G ®® = 4v}

Diese beiden Ebenen sind Spiegelbilder voneinander beziiglich der Koordinatenebene x m? .

Im Koordinatenraum x, y , @® entsprechen der Bedingung (9.3) ,; die Grenzen

2
y X () y
2G [ G 4v02)<26 © 8
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Vom rdumlichen Diagramm des Hauptinstabilititsbereiches ist abzulesen, dafl in der Umgebung des Wertes
4v8 der ®?-Achse Resonanz auch bei minimalen Werten von x und y auftritt. D. h., die Schwingungen des
Systems zeigen hier eine iiber alle Grenzen wachsende Tendenz.

Diese Erscheinung wird jedoch durch zwei Umstinde beeinfluft, die in unserem Modell nicht erfafit sind. Er-
stens verhdlt sich das wirkliche System bei groeren Auslenkungen meistens nicht mehr linear, wie es hier
vorausgesetzt ist, sondern es treten nichtlineare Effekte auf. Zweitens enthiilt unser Modell keine Dampfung,
was aber schon bei einem linearen Modell die Bedingungen der Instabilitit verdndert. Eine entsprechend kleine

Umgebung des Punktes @’ = 4v(2) wird schon bei der kleinsten Didmpfung prinzipiell stabil.

Bei kleinerer Ddmpfung besteht jedoch immer noch die Gefahr, daB die Schwingungsamplituden, wenn auch
nicht iiber alle Grenzen, so doch so weit wachsen, daf} sie das System schiddigen. Mit dem Anwachsen der
Diampfung vermindert sich diese Gefahr.

10 Ein Schwingungssystem mit endlich vielen Freiheitsgraden

Eine dhnliche Parameterresonanz kann auch bei Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden auftreten. Da die
Ergebnisse der Untersuchung des allgemeinen Falles schwer zu iiberblicken sind, wollen wir uns auf Systeme
beschrinken, bei denen zwar die Massentrigheitsmomente der einzelnen Scheiben unterschiedlich sein kon-
nen, aber der Durchmesser der Torsionswelle konstant ist. Weiterhin sind alle duBeren Krifte F; und Momente
M; bisauf F, identisch Null. Statt F, kann deshalb einfach F geschrieben werden. Jeder Querschnitt der
Welle ist also mit F belastet.

F sei eine Funktion der Zeit nach Gleichung (8.1);, und fiir die Zugspannung gilt dementsprechend der Aus-
druck (8.2).

Aus der Gleichung (3.1); folgt fiir die i-te Feder:

LGl &
¢ :%(Hﬂ (10.1)

Schreibt man fiir ¢ den Ausdruck entsprechend Gleichung (8.2);;, so erhélt man
LGr x y )
P y
¢; =——|14+—=+-=cosmt 10.2
l; k G G J (10-2)y

Es sollen noch die Bezeichnungen

I (G+x 1y
=_P.(__.__2 und CI_Z:._!.)_'__

L L

7 1

Cit
cingefiihrt werden. Damit erhalten wir fiir ¢, den Ausdruck

Ci = Cil + C,‘z COS f
Mit diesen Bezeichnungen und mit den Teilmatrizen [siehe auch Gleichung (4.5;)]

C =1,(G+x)| —— —+— —— | =1,(G+) (10.3),

und
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C,=1,(G+y) 104y
kann die Matrix
C=C, + C, coswr
eingefiihrt werden, und man erhélt die Matrixform der Bewegungsgleichung [siehe auch Gleichung (5.3)]
Jo(C, +C, cosar) o = 0
Setzt man

o=Kke

in die Bewegungsgleichung ein und multipliziert man diese von links mit der transponierten Matrix k', so
gelangt man mit den Bezeichnungen

I =k Jk und D = k'Ck
zu der Differentialgleichung fiir die neue veranderliche € :
IE + (D, + Dycoswi)e = 0

Machen wir noch Gebrauch von der schon frither angewendeten Transformation 2t = «f und fiihren wir
noch die Bezeichnungen

4 4
A= —le 2|.L = ‘—2’1)2
0] ®
ein, so erhilt die Bewegungsgleichung die folgende Form:
IE+(A+2pcosmr)e=0 (10.5),

Im folgenden setzen wir die Kenntnis der Eigenwerte der Differentialgleichung

I€ +Ae =0

und eines ihrer orthogonalen Eigenvektorsysteme voraus. Es seien E;, E,, ... die auf 1 normierten Eigenvek-
toren und v, v,... die Eigenfrequenzen. Es ist bekannt, daff diese Gleichung durch die Transformation

e=EB (10.6),

auf ein System von Differentialgleichungen mit je einer Verdnderlichen entkoppelt werden kann, wenn die
Spalten der E - Matrix die E, — Vektoren sind. Die Koeffizienten der neuen Bewegungsgleichung sind Di-

agonalmatrizen.



I'=E'IE =1 A =E'AE

Weil die Matrizen A und p sich voneinander nur durch einen skalaren Faktor unterscheiden, ist die trans-

formierte Matrix
n =E pE

ebenfalls diagonal. Das hat zur Folge, daB die Differentialgleichung (10.5);; bei Anwendung der Transforma-
tion (10.6); in ein System von n skalaren Differentialgleichungen zerfdllt.

Mit den eingefiihrten Diagonalmatrizen hat das System die Gestalt
B+ (M + 2u'cos2t)p = 0
bzw. in skalarer Form

B, + (A + 2nf cos21)B; = 0

B, +(A + 2u5cos27)B, = O

B, +(A, + 2u,cos21)f, =0

Diese Gleichungen sind voneinander unabhingige Mathieusche Gleichungen. Bei jedem Wert @; = 2 v;
der Erregerkreisfrequenz besteht Resonanzgefahr.
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