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Uber das inverse Problem der Bestimmung des aktuellen Zustandes von
Tragwerken aus Verformungsmessungen

K.-H. Laermann

Herrn Univ.-Professor Dr. Franz Ziegler anléBlich der Vollendung seines 60. Lebensjahres gewidmet

Es wird ein Rechenverfahren zur Losung sogenannter inverser Probleme in der Tragwerksanalyse entwickelt,
um iiber Langzeitmessungen den jeweils aktuellen Zustand von Konstruktionen einschlieflich des akiuellen
Materialverhaltens aus gemessenen Wirkungen, den Verformungen und deren Anderungen iiber die Zeit, unter
Beriicksichtigung von Temperatureinfliissen zu berechnen. Das Verfahren ermoglicht die zerstorungsfreie
Bestimmung der tatsiichlichen Tragfihigkeit bzw. der Restiragfiihigkeit und evil. der Restnuizungsdauer von
Konstruktionen aus Langzeitmessungen. Grundlage ist die Matrizentheorie der Baustarik, durch welche die
gemessenen Wirkungen untereinander wie mit den Ursachen und mit den inneren Parametern verknipft wer-
den. Dies fiihrt zu stark nichilinearen Gleichungssystemen. In einem Iterationsverfahren wird der Grad der
Nichtlinearitdt soweit reduziert, dafy schlieflich nur noch ein System quadratischer Gleichungen zu ldsen ist.

1 Einleitung. Zweck der Messungen

Mit Bezug auf ,kritische® Strukturen, das sind solche Strukturen mit hohen Schadens- und Risikopotentialen
im Versagensfall, muB die Frage beantwortet werden, ob zur Berechnung der Beanspruchungen in der Ent-
wurfsphase deterministische Methoden allein ausreichen, um zuverlidssige Informationen iiber die Sicherheit
gegen Verlust der Funktions- und Tragfihigkeit, gegebenenfalls iiber Resttragfahigkeit und Restnutzungsdauer
im Verlaufe der Nutzung zu erhalten. Alterungseffekte, Materialermiidung, Umwelteinfliisse konnen z.B. die
Tragfihigkeit eines Tragsystems nachhaltig beeintrichtigen. Es kann u.U. auch notwendig sein, die fertigge-
stellte Konstruktion zu Beginn der Nutzung daraufhin zu priifen, ob die einer Berechnung immer zugrundlie-
genden Annahmen, die Materialparameter, das Rechenmodell, schlieBlich auch die Berechnungen selbst die
Wirklichkeit tatsichlich abbilden. Deshalb ist es aus sicherheitstechnischen wie wirtschaftlichen Griinden
wichtig, Verfahren und Strategien fiir die Kontrolle und Uberwachung solcher ,kritischen“ Kontruktionen zu
entwickeln, um Informationen iiber deren tatsichliches Verhalten iiber die Lebensdauer zu erhalten (Laermann,
1994: Schneider und Schlatter, 1994; Chong Ken et al., 1995; Sharma, 1995). Derartige Strategien basieren auf
Messungen; die MeBtechniken fiir unterschiedliche MeBgroBen und Fragestellungen sind dazu heute verfiigbar
(siche u.a. Laermann, 1997 a und b).

Fiir die Auswertung der MeBdaten sind jedoch geeignete mathematische Methoden zu entwickeln, um das
durch die Messungen ermittelte Verhalten des untersuchten Systems zu den entsprechenden urspriinglichen
Entwurfsdaten einschlieBlich der inneren Parameter und dem zugrundeliegenden theoretischen Berechnungs-
modell in Beziehung zu setzen.

2 Definition inverser Probleme

Im konstruktiven Ingenieurbau werden iiblicherweise je nach Modellbildung und mit unterschiedlichen Be-
rechnungsverfahren die Schnittkrifte, Spannungen und Verformungen, gegebenenfalls auch Verzerrungen also
Wirkungen, infolge gegebener duBerer Belastungen, den Ursachen, berechnet; beide sind iiber eine Operato-
renmatrix L miteinander verkniipft, in der die inneren Parameter, z.B. Geometrie des Systems und die Mate-

rialeigenschaften enthalten sind.

w = Lu

Dies ist eine direkte Aufgabe, die stets zu eindeutigen Losungen fiihrt.

Sollen allerdings aus Wirkungen, die Messungen zuganglich sind, wie z.B. Verformungen und Dehnungen die
Ursachen, wie z.B. duBere Lasten oder innere Parameter, wie die Materialeigenschaften, z.B. die Elastizitits-
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moduli und Querkontraktionszahlen bestimmt werden, so liegt eine inverse Aufgabe vor (Moritz, 1993; Anger,
1993). Nun ist die Operatorenmatrix L im allgemeinen nicht quadratisch und nicht regulir, sondern eine

Rechteckmatrix; dann ist L™ weder eindeutig definiert noch stabil. Das ist die typische, grundsitzliche ma-
thematische Struktur vieler inverser Probleme. Es kann sich dabei um ein iiberbestimmtes System handeln,
wenn z.B. die MeBdaten von mehr Wirkungen w vorliegen als unbekannte Ursachen wu zu berechnen sind.
Die Losung einer solchen inversen Aufgabe, die in die Klasse der inversen Probleme 1. Art fillt, 148t sich dann
mit bekannten statistischen Methoden der Fehlerausgleichsrechnung finden (siehe Abschnitt 3.2.). Meistens
handelt es sich jedoch um unterbestimmte Systeme, und zwar immer dann, wenn die inneren Parameter der
Operatorenmatrix gesucht sind, denn gerade diese sind oft direkten Messungen unzugénglich. In diesem Fall
handelt es sich um inverse Probleme der 2. Art. Die Beobachtungen (MefBdaten) sind vielfach alleine nicht
ausreichend, um diese Parameter eindeutig, wenn iiberhaupt bestimmen zu konnen. Es werden zusitzliche
Informationen benotigt wie auch , .Erfahrungen® eingebracht werden miissen.

Die Gefahr besteht, dafl zwar ,,wunderschone* Ergebnisse einer Auswertung, oder richtiger gesagt einer Inter-
pretation von MeBdaten prisentiert werden, aber nicht mehr zu erkennen und zu bewerten ist, welche Informa-
tionen und von welcher Qualitit zugrunde gelegt wurden und ob die prisentierten Losungen tatsdchlich zuver-
lassig und eindeutig sind.

Es bedarf, wie Anger (1992) postuliert, einer ,,Theorie des Messens® um inverse Probleme verldBlich und ein-
deutig 16sen zu konnen; dies setzt eine Neuordnung des Verhilmisses von Theorie und Praxis voraus, eine
Revitalisierung der These von Newton und Leibnitz ,,Theoria cum praxis®.

3 Zustandsanalyse eines Tragwerkes

Diese einleitenden allgemeinen Feststellungen iiber inverse Probleme sollen im folgenden auf das konkrete
Problem iibertragen werden, fiir ein Tragsystem aus gemessenen Wirkungen die Ursachen einschlieflich der
inneren Parameter zu ermitteln. Der besseren Ubersichtlichkeit wegen wird eine ideale Fachwerkkonstruktion
gewihlt, ohne daf damit die Allgemeingiiltigkeit des Verfahrens eingegrenzt wird. Das betrachtete Tragsystem
bestehe aus s Elementen, sei mit r Auleren Kriiften belastet und n-fach statisch unbestimmt.

3.1 Bestimmung der mebaren Wirkungen im Ausgangszustand
Auf der Grundlage der Matrizentheorie lautet die direkte Aufgabe

v = fKP = LP (1)

mit dem Vektor der Wirkungen, hier den Verformungen v, dem Vektor der Ursachen, hier dem Lastvektor P
und der Operatorenmatrix L, in der die Strukturmatrix K und iiber die sogenannte Nachgiebigkeitsmatrix f,
eine s x s-Matrix, die inneren Parameter, i.e. die Geometrie der Systemelemente und die Materialeigenschaften
der einzelnen Elemente enthalten sind. Die Strukturmatrix mit der Dimension s x r ist wie folgt definiert:

K = K,-K,D/'D, 2
mit
D, = K[tK, D, = K[fK, (3 a/b)

Dabei bezeichnet K die Matrix der inneren Krifte im statisch bestimmten Grundsystem infolge der dufleren

Lasten (Einheitslasten), K, die Matrix der Schnittkréfte infolge der Einheitslastzustinde der statisch Unbe-
stimmten,.

Die Operatorenmaterix L. hingt demzufolge also ab von der Geometrie der Elemente (Lidnge, Querschnitt) und
den Materialeigenschaften (Elastizititsmoduli, Querkontraktionszahl), die fiir die einzelnen Systemelemente
durchaus unterschiedlich sein konnen; es ist eine s x r-Matrix.
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3.2 Inverses Problem 1. Art: Bestimmung der Ursachen

Es sei nun angenommen, die inneren Parameter (Geometrie, Materialeigenschaften) seien bekannt, damit auch
L; gemessen werde v fiir die einzelnen Elemente, zu berechnen ist dann P aus der Gleichung (1).

Da im allgemeinen r < s liegt ein iiberbestimmtes System vor, L ist nicht invertierbar. Weil aber alle MeBwerte
mit MeBfehlern € behaftet sind, wird Gleichung (1) erweitert

v =LP+e¢ 4

Diese Gleichung ist nunmehr unterbestimmt, denn das Rauschen“, d.h. die MeBfehler sind unbekannt. Die
klassische Losung fiir dieses Problem nach Gauss, die Fehlerausgleichsrechnung nach der Methode des Mini-
mums der Fehlerquadrate liefert eindeutige Ergebnisse:

P = (L'L) Ly, 5)

3.3 Inverses Problem 2. Art: Bestimmung innerer Parameter

Vorausgesetzt Geometrie der Elemente und duflere Lasten seien bekannt (wenn letztere nicht bekannt sind,
konnen sie durch Messungen bestimmt werden), die Verformungen v werden gemessen, gesucht sind die Ma-
terialparameter, im Fall des betrachteten Fachwerks die Elastizititsmoduli £, der einzelnen Elemente; dann

ist die Nachgiebigkeitsmatrix und damit L unbekannt. Es liegt ein inverses Problem der 2. Art vor.

Im allgemeinen sind inverse Probleme der 2. Art ohne zusitzliche Informationen in Ergénzung der gemessenen
Wirkungen, also den Verformungen, nicht eindeutig 16sbar.

Die Matrix L enthilt s x 7 Elemente, unbekannt aber sind im betrachteten Fall, unter der Voraussetzung kleiner
Formanderungen, nur die aktuellen Werte der Elastizititsmoduli der s Systemelemente bzw. die s aktuellen
Werte der Nachgiebigkeiten f . Es stehen mithin s Gleichungen zur Bestimmung der s unbekannten Parame-

ter f, zur Verfiigung; das vorliegende inverse Problem 2. Art ist im Prinzip 16sbar, denn die mathematische
Struktur ist bekannt.

Angenommen es liege ein Grundzustand der untersuchten Systemstruktur vor. Zusitzlich werden r duBere

Lasten P aufgebracht, u. U. als Probebelastung, und die daraus resultierenden Verformungen v gemessen.
Dann gilt nach Gleichung (1), (2) und (3 a/b)

= £{1-K DK K P (6)

v gem

In dieser Gleichung ist die Definition von D, gemiB Gleichung (3) zu beachten; sie ist stark nichtlinear in f.
Wenn das System statisch bestimmt ist, vereinfacht sich Gleichung (6) zu
= fK,P = tR )

v gem

und die eindeutige Losung lautet z.B. fiir das einzelne Systemelement eines idealen Fachwerks

A

#
fo- = vcgech;l RG = 2 KOsp Pp (8)
p=1

Daraus folgt der Elastizititsmodul fiir ein Systemelement ¢

4 L R
Eszlc(AGfG)1=_l“— o )

(5] Vo‘gem
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3.4 Auswertung von Langzeitmessungen

Das Materialverhalten und damit die Nachgiebigkeitsmatrix sind unbekannte Zeitfunktionen f = f (7). Damit
sind auch die inneren Kriifte wie auch die Verformungen von der Zeit abhingig, also auch die MeBwerte.

I 5 ¥

dv dft das

—dt = |f+|—dt|S+|—dt 10
J dt i dt - dr 1)

Ly Iy Ly
Diskretisiert gilt im Zeitintervall Af, =t,,, —¢, in verkiirzter Schreibweise:

Av, = Af,S, +(f, +Af,)AS, (11)

v

Angenommen P sei konstant iiber die Zeit, dann verindern sich bei einem statisch bestimmten System die
Schnittkrifte nicht tiber die Zeit.
Damit ergeben sich im Zeitintervall Az, die Verdnderungen der Nachgiebigkeitsmatrix zu

Av,. = Af,R (12)

vgem v
Fiir statisch unbestimmte Systeme hingegen gilt mit

AS, =8,,, -8, = (K,,;,—-K,)P (13)

v

und der Strukturmatrix K nach Gleichung (2) und (3) nach einiger Umrechnung

A

vaem = {Afv [I - Av+lfv - Av+1Afv ] + fv [(Av - Av+1 )fv - Av+1Afv ]}R (14)
mit den Bezeichnungen
A, =K,D,K{
T
A =KDy Ky
Die Gleichung (14) ist stark nichtlinear wegen der Inversen von D; und in der vorliegenden Form nicht ein-

deutig 16sbar. Also sind auch hier wiederum zusitzliche Informationen notwendig.

4 Tteratives Losungsverfahren
Nach allen Erfahrungen sind die Verinderungen der Materialeigenschaften im Zeitintervall der Beobachtung

gering und damit die Anderungen Af der Nachgiebigkeitsmatrix erwartungsgemif klein. Mithin verindert
sich die Matrix A ., nur geringfiigig gegeniiber A .

Ay =K [KT (5, + a0 )K, | KT (15)

Deshalb wird die Gleichung (14) in einem iterativen Verfahren geldst, indem im jeweiligen Iterationsschritt die
Matrix ® _I)Av 4 des vorhergehenden Schrittes eingesetzt wird. Als Startwert (U)Av 4+ wird A, gleich End-
wert der Iteration im vorhergehenden Zeitintervall At,_; gewihlt.

Fiir den ersten Iterationsschritt ergibt sich die Beziehung

A

v vgem

= A, [1 ~Af, —A,ADF ] +f, [0 ~A,A0f ]R (16)
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fiir alle weiteren Schritte gilt

vgem

0w W e
Av {(“) 0-Da, Nt + Af (EEA f, 1AL A, AL, } WL

(H—I)A —(”_I)A - AV

v+l T v
Dies sind s nichtlineare Gleichungen in Af;, ¢ € 1/5s].

Die Zeile ¢ des Gleichungssystems (17) lautet (zur iibersichtlicheren Darstellung wurde auf die Bezeichnung
der Tterationsschritte und des Zeitintervalls verzichtet)

Af ZaGTAf —AF Z( agt.)-f ZamAf 440 ZAam o= AV =0 (18)

Mit * sind die Elemente der jeweils mit R multiplizierten Matrizen A, AA und I bezeichnet. Dieses Glei-
chungssystem l4Bt sich nach den bekannten Verfahren losen. Als zweckmidflig hat sich das Verfahren nach
Newton-Kantorowitsch erwiesen. Das Iterationsverfahren konvergiert rasch; es sind nur einige wenige Iterati-
onsschritte erforderlich. Die Wurzeln sind allerdings auf ihre Eindeutigkeit hin zu tiberpriifen; hier ist wieder-
um ,.Erfahrung” einzubringen.

Unterstellt, daB die Lingeninderungen der einzelnen Stibe des betrachteten Fachwerks wesentich kleiner sind
gegeniiber den planmiBigen Lingen ! und die Querschnittsverdnderungen vernachléssigt werden konnen, las-
sen sich aus den ermittelten aktuellen Komponenten der Nachgiebigkeitsmatrix die realen Werte der Elastizi-
tatsmoduli berechnen:

Ey=15(Asfs)” (19)

5 Einflufl von Temperaturinderungen

Zu beriicksichtigen ist auch der Einfluf$ der Temperatur und der Temperaturinderungen auf die Verformungen.
Gemessen werden namlich in den Zeitintervallen Af, die Gesamtverformungen, also die Wirkungen der Be-

lastung, der Temperaturinderungen und u.U. der Anderung der Wirmeausdehnungskoeffizienten oy, zu-
sammengefalt in der Diagonalmatrix o , wenn diese in den jeweiligen Temperaturbereichen nicht konstant,

sondern Funktionen der Temperatur sind. Das setzt natiirlich neben der Messung der Verformungen auch die
Messung der Temperatur und deren Anderung im jeweiligen Zeitintervall voraus

AV, = AvE 4 AyTemp (20)

vgem

Die Gleichung (17) ist also zu erweitern um den Term

Av'{emp [ (f + Af v+1 ]A Temp (21)
mit
AVEE™ = o AT, 11 22)

In der Gleichung (21) sind mithin weitere innere Parameter, dic Wirmeausdehnungskoeffizienten enthalten.
Zu ihrer Losung sind weitere Informationen erforderlich. Fiir die meisten praktischen Fille kann aufgrund von
Erfahrungen“ angenommen werden, daB sich die oy, nur vernachldssigbar geringfiigig iiber die Zeit indern;

die Abhingigkeit von der Temperatur kann in Materialtests, also a priori, festgestellt werden.

29



6 SchluBfolgerungen

In den vorstehenden Abschnitten wurde auf die Notwendigkeit meBtechnischer Uberwachung von Tragkon-
struktionen mit hohen Schadens- und Risikopotentialen im Versagensfall hingewiesen; die Meftechniken lie-
gen dafiir vor. Die Aufgabe besteht nun darin, aus den am Tragwerk gemessenen Wirkungen die Ursachen und
die inneren Parameter zu ermitteln, die erst zu Aussagen iiber den aktuellen Zustand des Tragsystems fithren.
Dies ist ein inverses Problem, wie im 2. Abschnitt erlautert wurde, fiit das in dem darauf folgenden Abschnitt
ein Losungsverfahren entwickelt wurde. Das Verfahren wurde zwar fiir eine Fachwerkkonstruktion beschrie-
ben, ist aber im Prinzip auf alle ebenen und rdumlichen Stabtragwerke iibertragbar.

Die Interpretation von MeBwerten - es handelt sich dabei immer um die Losung inverser Probleme - erfordert
iiber die rein rechnerische Auswertung hinaus zusitzliche, a-priori-Informationen. Von diesen hiangt oft die
mathematische Modellbildung ab und von dieser wiederum die Festlegung der zu messenden Grofen, der dafiir
geeigneten MeBverfahren, der MeBstellen wie auch des ganzen Mefisystems. Rein rechnerische Routinen rei-
chen aber nicht aus, es sind ,,Erfahrungen® einzubringen, die nur in der Praxis gewonnen werden konnen. So
kann z.B. auf die iiblichen Inspektionen der Tragwerke durch Augenschein nicht verzichtet werden, um lokale
Schidigungen wie Risse, Korrisionsschidden und dergl. feststellen und beurteilen zu konnen, was u.U. zu Kon-
sequenzen in der Durchfiihrung der Messungen, zu Anderungen und Erginzungen des Uberwachungssystems
fithren kann, Auch ist zu beriicksichtigen, dafl Unsicherheiten im Bereich des Messens und der MeBwerte lie-
gen, selbst bei der inzwischen erreichten Prizision und dem hohen Auflosungsvermogen der MeBgerite; Rau-
schen, in nahezu gleicher GroRenordnung wie die intelligenten Signale, iiberlagert die MeBwerte. Ebenso kann
die Signaliibertragung in den komplexen MeBsystemen von der MeBwertaufnahme, iiber die Verstirkung, Kon-
vertierung in digitale Daten, deren Ubertragung in elektronische Rechenanlagen die Genauigkeit der letztend-
lich auszuwertenden Daten beeinflussen. Das MeBsystem darf nicht als eine ,.Black Box* betrachtet werden,
sondern der Transfer der MeBwerte und Daten mufl nach aller Erfahrung genauestens verfolgt werden
(Pindera, 1981).
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