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Rechnerische Ermittlung des bezogenen Spannungsgefalles fur
homogene prismatische Stibe mit Hohlprofil und Kerben am
Innenrand bei Torsion

E. Bazant

Die vorliegende Arbeit bildet eine Fortsetzung zu friiheren Arbeiten und behandelt Hohlprofile mit Innenker-
ben. Es werden geschlossene Lisungen durch die Anwendung der konformen Abbildung und der Elastizitdts-
theorie erreicht.

1 Berechnungsgrundlagen

In einem Beitrag von Bazant (1997) wird eine allgemeine Losung fiir die rechnerische Ermittlung des bezoge-
nen Spannungsgefilles fiir homogene prismatische Stibe mit Vollquerschnitt (und Kerben am AufBlenrand) bei
Torsion dargelegt. Die vorliegende Arbeit bildet eine Ergdnzung zum o.g. Beitrag. Ferner zeigen die Untersu-
chungen von Bazant (1989, 1991 a, 1991 b, 1992 ¢, 1993 d, 1994 e und 1994 f) Losungswege, Rechenpro-
gramme und Berechnungsbeispiele zur Bestimmung des Torsionstragheitsmoments, der Spannung und des
Spannungsgefilles (am gesamten Profil) sowie der Formzahl fiir Wellen mit Vollquerschnitt und Kerben am
AuBenrand (z.B. Keilwellenprofile) und fiir Hohlprofile mit Kerben am Innenrand (z.B. Keilnabenprofile).
Hierbei werden keine Niherungsldsungen angewendet, sondern es werden geschlossene Losungen durch die
Anwendung der konformen Abbildung und der Elastizititstheorie erreicht. Mit diesen Berechnungsgrundlagen
und der Methode von Siebel und Stieler (1955) kann man die Kerbwirkungszahl fiir viele technisch wichtige
Wellenverbindungen mit Langsnuten (im nicht iiberdeckten Bereich) berechnen.

Die Berechnung des bezogenen Spannungsgefilles fiir Torsion erfolgt durch die Anwendung der konformen
Abbildung und der Elastizititstheorie. Das Problem kann als geldst betrachtet werden, wenn es gelingt, das
vorgegebene Hohlprofil auf den Kreisring abzubilden. Das bezogene Spannungsgefille fiir Torsion wird mit der
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berechnet. Fiir die Hohlwelle mit zentrischer Bohrung (nach Bild 1) wird beispielsweise
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Bild 1. Kreisquerschnitt mit zentrischem Kreisloch

1=Gor ? =G T,ey = G0a T, =GO
v
; = 1 = 1
und damit Gy =— G,y =—
a b

11



Hierbei sind
G = Schubmodul in MPa

¥ = Verdrehwinkel je Lingeneinheit

In Anlehnung an Naimann (1958) kann man fiir die konforme Abbildungsfunktion einer Hohlwelle mit Kerben
am Innenrand (z.B. fiir ein Keilnabenprofil) folgenden Ansatz machen:
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Bild 2. Schematische Darstellung zur konformen Abbildung auf den Kreisring

Setzt man u = 0, so entsteht die Profil-Innenrandkurve (Ri) in Parameterdarstellung
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Fiir prismatische Stibe mit zweifach zusammenhingendem Querschnitt (s.a. Bild 2) muf die Spannungsfunk-
tion ¢ die Differentialgleichung

Ad = 2GH )

erfiillen. Bei krummlinigen Koordinaten und zweidimensionalen Problemen ist der Laplace-Operator

1 [[n h
- ke 3 Zu 6
A= {{h q)’”LJ{m ¢H ©

mit den Verzerrungsfaktoren
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Durch die Anwendung der konformen Abbildung entsteht ein orthogonales Koordinatensystem und es ergeben
sich folgende Vereinfachungen

und
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Fiir dieses Koordinatensystem ist
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Die weitere Berechnung zur Bestimmung des bezogenen Spannungsgefilles - fiir Hohlprofile mit Kerben am
Innenrand - erfolgt im Prinzip wie es [fiir die Vollwelle mit Kerben am Auflenrand] in Bazant (1997) dargelegt
wurde; denn in beiden Fillen werden krummlinige orthogonale Koordinaten angewendet.

Das bezogene Spannungsgefille wird fiir die maximale Spannung am Innenrand (#=0) ermittelt. Am Profil-
Innenrand (und - Auflenrand) ist die Radialspannung Null.
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Den Kriimmungsradius p am Profilrand (# = konst. = 0) kann man mit

ermitteln (Vocke, 1969 und Neuber, 1958). Ferner ist nach Wunsch (1973)

or

=l =
ou

und nach Bazant (1991a)
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Somit wird aus Gleichung (13)
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Unter Beriicksichtigung der Mikrostiitzwirkung und mit

wird schlieBlich das bezogene Spannungsgefille bei Torsion (s.a. Bild 2)
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p Kriimmungsradius
S Faktor zur Beriicksichtigung der Beanspruchungsarten und Festigkeitshypothesen (Neuber, 1968)

p Ersatzstrukturlinge

2 Berechnungsbeispiel

Berechnung des bezogenen Spannungsgefilles G fiir einen prismatischen Stab mit Keilnabenprofil und zehn
Keilen bei Torsion und folgenden speziellen Werten:

d, =86mm (s.a. Bild 2)
p; = 0,27 mm o, =295

dy
KHZ 2’1—2‘20,95 ag =40 mm

Mit Gleichung (21) wird

2Ky, 1 _ 2:095 1

Y = 1
ago, p, 40275 027

G = 0,01727 +3,7087 = 3,721 1/mm

3 Berechnungsergebnisse

In der bisherigen Fachliteratur sind fiir das bezogene Spannungsgefille G fiir homogene prismatische Stibe
mit Vollquerschnitt und Kerben am AufBenrand bei Torsion nur Niherungsgleichungen fiir relativ wenig Pro-
filvarianten angegeben, z.B. in Goldner (1978), Wichter (1987), der TGL 19340 (1984) und Assmann (1995).

Fiir Hohlprofile mit Kerben am Innenrand sind fiir G noch keine Werte zu finden.

Demgegeniiber zeigen die vorliegende Arbeit und der Beitrag von Bazant (1997) je eine allgemeine Losung

hinsichtlich G fiir prismatische Stibe mit Vollquerschnitt und Kerben am Auflenrand und auch fiir Hohlpro-
file mit Kerben am Innenrand bei Torsion.

Hierbei kann man G fiir z.B. die folgenden, hiaufig verwendeten Antriebselemente berechnen:

- Wellen und Naben mit Paifedernuten
- Kerbzahnwellen- und Kerbzahnnaben-Profile
- Zahnwellen- und Zahnnaben-Profile usw.

G Dberiicksichtigt hierbei auch den Einfluf der Mikrostiitzwirkung und damit den kerbspannungsmiBig be-
deutsamen Bereich der Spitzkerben.

Das Berechnungsbeispiel fiir ein Keilnabenprofil zeigt, daf} die HaupteinfluBgroBe fiir G der wirksame kriti-
sche Kerbradius p, ist.

Anmerkung

In dem Beitrag von Bazant (1997) wurde G fiir prismatische Stibe mit Kerben am Aufenrand und Vollquer-
schnitt durch die Anwendung der konformen Abbildung auf den Kreis berechnet. Mit der konformen Abbil-
dung auf den Kreisring konnte man erginzend G noch fiir prismatische Stibe mit Kerben am AuBenrand und
zentrischer Innenbohrung berechnen, z.B. fiir Keilwellenprofile mit Innenbohrung.
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4 Zusammenfassung

Nach Sicbel und Stieler (1955) geniigen zur Berechnung der Kerbwirkungszahl das bezogene Spannungsge-
fille, die Formzahl und die Stiitzziffer.

Die Berechnung der Formzahl ist durch die Anwendung der konformen Abbildung und der Flastititstheorie fiir
viele technisch wichtige Profilc in geschlossener Form méglich. Die Bestimmung der Formzahl kann aber auch

noch nach anderen Methoden erfolgen, z.B. nach der Methode der finiten Elemente.

Durch die oben dargelegte allgemeine Losung fiir die rechnerische Bestimmung des bezogenen Spannungsge-

filles G wurde ein wesentlicher Schritt zur rechnerischen Bestimmung der Kerbwirkungszahl von prismati-
schen Stiben bei Torsion erreicht.

Literatur
1. Assmann, B.: Technische Mechanik, Band 2: Festigkeitslehre, 13. Auflage, Oldenbourg, (1995)

2. Bazant, E: Zur Spannungskonzentration in der Langsnut der Welle bei Torsion, Maschinenbautechnik,
Berlin, 2, (1989)

3. Bazant, E.: Rechnerische Ermittlung der Spannungskonzentration in Keilwellen bei Torsion, Maschinen-
bautechnik, Berlin, 6, (1991a)

4. Bazant, E.: Rechnerische Ermittlung des Torsionstrigheitsmomentes fiir homogene prismatische Stibe mit
Vollquerschnitt, unversffentlicht, (1991b)

5. Bazant, E.: Rechnerische Emittlung der Spannung und des Spannungsgefilles in homogenen prismati-
schen Stiben bei Torsion, unverdffentlicht, (1992¢)

6. Bazant, E.: Berechnung der Torsionsspannung in einer Welle mit einer und mehreren PaBfedernuten, un-
verodffentlicht, (19934)

7. Bazant, E.; Berechnung der Torsionsspannung in der Welle mit Paffedernut, unveroffentlicht, (1994e)

8. Bazant, E.: Berechnung der Torsionsspannung in der Welle mit PaBfedernut - Teil 2, unverdffentlicht,
(1994f1)

9. Bazant, E.: Rechnerische Ermittlung des bezogenen Spannungsgefilles fiir homogene prismatische Stibe
mit Vollquerschnitt bei Torsion, Technische Mechanik, Band 17, Heft 1, (1997), 41- 49

10. Filonenko, M.M.; Boroditsch: Elastititstheorie, Leipzig, VEB Fachbuchverlag, (1967)

11. Goldner, H.: Arbeitsbuch Hohere Festigkeitslehre, Leipzig, VEB Fachbuchverlag, (1978)

12. Goldner, H.: Lehrbuch Hohere Festigkeitslehre, Band 1, Leipzig, VEB Fachbuchverlag, (1979)

13. Goldner, H.: Lehrbuch Hohere Festigkeitslehre, Band 2, Leipzig, VEB Fachbuchverlag, (1979)

14. Goldner, H.; HolzweiBig, F.: Leitfaden der Technische Mechanik, Leipzig, VEB Fachbuchverlag, (1985)

15.Naimann, M.J.: Torsion eines Kreiszylinders mit koaxialen Vieleckaussparungen (russ.), Sammlung
Festigkeitsberechnung® , 3, (1958), 170-193

16. Neuber, H.: Kerbspannungslehre, Springer Verlag, (1958)

17. Neuber, H.: Uber die Beriicksichtigung der Spannungskonzentration bei Festigkeitsproblemen, Konstruk-
tion, Berlin, 1, (1968)

18.S4hn, S.; Goldner, H.: Bruch- und Beurteilungskriterien in der Festigkeitslehre, Leipzig, VEB Fachbuch-
verlag, (1989)

16



19. Siebel, E.; Stieler, M.: Ungleichformige Spannungsverteilung bei schwingender Belastung, VDI-Zeitschrift
97, (1955), S. 127

20. TGL 19340: Dauerfestigkeit der Maschinenbauteile, Ausgabe (1984)
21.Vocke, W.: Riaumliche Probleme der linearen Elastizitit, Leipzig, VEB Fachbuchverlag, (1969)
22. Wichter, K.: Konstruktionslehre fiir Maschineningenieure, Berlin, (1987)

23. Wunsch, G.: Feldtheorie, Band 1, Berlin, VEB Verlag Technik, (1973)

Adresse: Dipl.-Ing. E. Bazant, KornstraBe 14, D-39387 Oschersleben/Bode

17



