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Erganzung zur Theorie der Torsionsschwingungssysteme mit
endlich vielen Freiheitsgraden.

Teil III: Torsionsschwingungssysteme mit einer an beiden Enden
eingespannten Torsionswelle

Z. Szolgay

Der Teil III der Arbeit beschiiftigt sich mit Torsionsschwingungssystemen, deren Torsionswelle an beiden
Enden eingespannt ist. Zuerst wird ein System mit einem Freiheitsgrad untersucht, mit und ohne Ddmpfung
und Erregung, dann ein spezielles System mit endlich vielen Freiheitsgraden. Die Bedingungen A.2 - A.8 des
Teiles 1 (Szolgay, 1995) werden auch hier beibehalten. Die Numerierung der einzelnen Punkte und der
Gleichungen ist fortlaufend und erfolgt in Fortsetzung der Numerierung des Teiles II (Szolgay, 1998a).

11 Die Eigenschwingungen des ungedampften Torsionsschwingungssystems mit einem Freiheitsgrad
(Bild 4)
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Bild 4. Ungeddmpftes Torsionsschwingungssystem mit einem Freiheitsgrad

Wir betrachten das System nach Bild 4.
Es wird gezeigt, daB die Schwingungen dieses Systems nichtlinear sind, wenn die Bedingungen A2 - A8
erfiillt sind. Die wesentlichen Eigenschaften der untersuchten Erscheinung sind schon hier gut zu erkennen.

Bestimmte Punkte der Welle werden mit 0, 1, 2 gekennzeichnet (siche Bild 4). Die charakteristischen Daten

beider Wellenstrecken werden mit den an den Streckenenden befindlichen Nummern als Indizes versehen. Das
Trigheitsmoment der Drehscheibe ist J, die Federkonstanten der Wellenstrecken sind ¢;  und ¢, . Die

Drehscheibe wird nur durch die Federmomente belastet.
Am rechten Ende (2) der Welle wird die Einspannung beseitigt und durch eine Kraft F, und ein Moment M,
ersetzt. Diese haben die Aufgabe, die Verschiebung und die Verdrehung des Wellenendes zu verhindern, so
daB die Randbedingungen an dieser Stelle

v, =0 o, =0 (11. 1)

sind.

Die Bewegungsgleichung der Scheibe ist dann
Jay +(c; +¢5)oy =0 (11.2)y

wobei im Sinne der Formel (10.1)y;
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gilt. (In diesen Formeln ist ¢ = F/A mit der Abkiirzung F = F,.)
Diese Formeln sind auf den einfachsten Fall bezogen, fiir den die Radien beider Federwellen gleich, ihre
Lingen jedoch unterschiedlich sind. D.h, es gilt R, = R, = R. Was das Wesentliche betrifft, wiirde auch

der allgemeine Fall zu keinem anderen Ergebnis fiihren.

Aufgrund von Gleichung (11.3); diirfen wir schreiben

G+o
c=q+e =1, ; (11.4)y
0
mit
1 1
—:—-+l (11.5)
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Die Verschiebung y, des rechten Wellenendes ist eine Funktion der spezifischen Verdrehungen
0, —0y O o, — o o
y, =0 -1 y,=—2—1=—1 (I1.6)y,
iy L I L
Dadurch entstehen die spezifischen Verkiirzungen
1., , Ro? 1. 5 5 Re
a4==R = o ==—RWY,” =— = 11.7
CA ) Vi 2113 Cz,Z 7 Vs 2123 ( )IH
Dementsprechend ist die Verschiebung des rechten Wellenendes infolge der Torsion
R .2
Vor =80l +8 1=~ 2 - (11.8)
0

Entsprechend den vorgeschriebenen Randbedingungen gilt y, = 0. Die axiale Kraft F muf also eine
Verldngerung der Welle y,, = -y,, bewirken, und weil F als Zugbelastung entlang der Welle konstant ist,
ist die entsprechende Verlidngerung

F
Yo = 'EX(II + lz)

Letzten Endes ist

F vy, E ER’ "
O=—=— = = (x‘l_
A L+l 2L +h)

Nach Einsetzen von [, entsprechend Gleichung (11.5)yy erhalten wir

ER* , 1_,
6221112 0y :—EER ViV, (11-9)1]1

Werden die Werte von ¢ und 6 in die Bewegungsgleichung (11.2);; eingefiihrt, so ergibt sich

. I,G I ER?
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=0 (11.10),,
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Diese Gleichung ist fiir o eine nichtlineare Differentialgleichung von Duffingschem Typ, die die unge-
dampften Schwingungen des Systems beschreibt. Thre angeniherte periodische Losung pflegt man in der Form

(Xl = Al cos Wt (1111)IH

zu suchen, wobei @ bekanntlich eine Funktion von A, ist. Weitcrhin ist

5 3 1
o = Af (— CoS Wi +— cos3wr)
4 4

Man kommt zu der allgemein anerkannten Niherungslosung, wenn das zweite Glied dieses Ausdruckes
vernachlissigt wird. Setzt man namlich diese Ausdriicke in die Bewegungsgleichungen ein, so erhilt man die
folgende Gleichung:

. 1,G .
—07JA + L= A 2= AP (coswr =0 (11.12),
Iy 42 1y L

Da diese Gleichung bei jedem Wert von ¢ erfiillt werden muB, ist es notwendig, daB der Koeffizient von
cos of verschwindet. Sokann @? als Funktion von A; dargestellt werden.

; 3
0)2:0)02+—;‘-6012A]2 (11.13)y

wobei o,und ®; Konstanten sind
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(Bei kleinen Auslenkungen kann das zweite Glied auf der rechten Seite der Gleichung (11.13),;; vernachlissigt
werden, und @ wird identisch mit der Eigenfrequenz des linearen Systems.)

12 Erregung und Dampfung bei dem System mit einem Freiheitsgrad

Wirkt im System des vorigen Abschnittes eine lineare Dampfung und wird die Scheibe durch ein Moment der
Form M, = M,, cos €t belastet, so lautet die Bewegungsgleichung

Jd.l +de1 +(C1 +C2)a1 = MIO COSQI (12’1)111

Die Losung soll auch diesmal die Form (11.11);; haben, mit € anstelle von o . Wegen der Didmpfung sind
aber Schwingung und Erregung nicht in Phase. Deshalb wollen wir diese Phasenverschiebung in der Formel
fiir die Erregung beriicksichtigen mit

M, = M, cos(Q — 3) d = konst.
So erhilt die Bewegungsgleichung die Gestalt
[—0)2]+(c1+c2)}A1 cosQt—bw A, sin€2r = My, cosdcosQt + M, sindsin s

Diese Gleichung kann bei jedem Wert der Zeit 1 nur dann erfiillt werden, wenn die Koeffizienten von
cos £ bzw. sinQr auf der linken und auf der rechten Seite identisch sind
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Hier sind ®, und o, die Konstanten der Gleichung (11.13);, und fiir m, giltm;, =M, /J.

In beiden Gleichungen sind A; ,Q und 8 voneinander nicht unabhéngig. O kann auch den Wert
/2 (cosd=0, sind=1) annehmen . Auf der rechten Seite der ersten Gleichung steht dann Null, und zu der

vorgeschriebenen Amplitude A, gehort ein Q?, das der Eigenfrequenz entspricht. Die zweite Gleichung gibt
eine unmittelbare Verbindung zwischen A; und Q.

Im Abschnitt 12 wurde gezeigt, daB ein Torsionssystem mit einem Freiheitsgrad mit einer an beiden Enden
eingespannten Torsionswelle sich auch im Falle einer Dampfung und einer Erregung als ein Duffing-System
verhlt.

13 Ein System mit endlich vielen Freiheitsgraden

Das System bestehe aus einer Torsionswelle mit konstantem Durchmesser, wobei aber die einzelnen Strecken
unterschiedliche Lingen haben konnen. Die Trigheitsmomente der n Drehscheiben seien auch unterschied-
lich.

An den Scheiben wirken keine duBleren Krifte und Momente.

Die Enden der Welle sind eingespannt. Die Einspannstellen versehen wir mit den Nummern O bzw. n + 1.
Die Randbedingungen sind

Oy = 0OLyyy =0 o = B = 9 (13.Dyy
An den Einspannungsstellen wird die Welle durch die verdnderliche Zugkraft F' und das Torsionsmoment M
belastet. Da an der Welle keine anderen Zugkrifte angreifen, ist die Zugbelastung bei jedem Querschnitt

gleichfalls F. Wir nehmen an, da} im Ruhezustand F = 0 gilt.

Unter diesen Bedingungen gilt die Bewegungsgleichung der Torsionsschwingungen

Jo + (C, + C")(X =0 (13‘2)111
mit C=1,6C C"=1,6C (13.3)
und
i1 1 ]
L L l
E=| - L.L L (13.4),

Wire das rechte Ende der Welle frei, dann miiite der Querschnitt n + 1 unter der Torsionsbelastung eine
Verschiebung &, ., erleiden. &, istdie Summe der Verkiirzungen der einzelnen Wellenstrecken

1 1 oa—-o,, ) 1 ~
_‘;;n+1 :ERzzWizli =ERZZL_‘I—1_)'— =§R2Q«TC0« (13.5)111
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Diese Verschiebung muB durch die Zugkraft F verhindert werden. Durch die Wirkung von F entsteht eine
Verlidngerung

Fl 1
o :;‘E:EG (l:;lij (13.6)

Die Summe beider Verschiebungen muB im Sinne der Randbedingungen verschwinden:

l
_EG = _én+l

oder

E
c :_Tgrﬁrl (13'7)111

Werden diese Ergebnisse in die Gleichung  (13.2);, eingesetzt, so erhalten wir die nichtlineare
Differentialgleichung

- I E -
J('i+C[IPG+—§—Z—R20LTCocjoc=O (13.8)

Losungen eines bestimmten Typs sind leicht aufzufinden. Wir zeigen, dafl Nédherungslosungen der Form

ak :Aka(I)zAqu COSU)kl (13.9)HI

existieren, bei denen A,, ¢, und o, Konstanten sind und A, der k - te Eigenvektor desjenigen linearen
Torsionsschwingungssystems ist, dessen Bewegungsgleichung die Form

Jo+1,6Co=0 (13.10),
hat und fiir das die Randbedingungen
Og=0,,1=0 Yo = (13.11)

gelten. Die Eigenvektoren dieses Systems bilden ein orthogonales Vektorsystem beziiglich der Matrizen
Jund C, was bedeutet, daf3 fir i # k

ATIA, =ATCA,=0 (13.12)y
gilt. Dieselben Ausdriicke sind grofier als Null fiir i = k.
Die Eigenkreisfrequenzen des linearen Systems sind bekanntlich aus der Formel

2_ A:’TCAi
V; _—A,TJA' IPG (13.13),
zu errechnen.

Wird die angenommene Losung (13.9)y; in die Gleichung (13.8) eingefiihrt, erhalten wir das Ergebnis
iy B E > 1% 2 |
(Jlk+CIP[G+2—ZR“A,{’CAkl,f}ijAk:() (13.14)y;

Wollen wir hier beziiglich der dritten Potenz von coswi wieder die Annidherung anwenden wie im Abschnitt
4.1, dann kommen wir zu der Gleichung
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{—wsz+61P(G+%§—R2AkT6Aqu2ﬂAk =0 (13.15)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit A,”, dann erhalten wir fiir w; den Ausdruck

ol = v, (1 + 042 (13.16)m
mit
3 E RZ T =
O = 1C 2 Ay CAy (13.17)m

Daraus folgt, daB Gleichung (13.9); eine mogliche Niherungslosung ist. Zu jedem Eigenvektor A, gehort cine
Kreisfrequenz @, , die eine Funktion der Amplitude ist, dhnlich wie beim System mit einem Freiheitsgrad.
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