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Zur Drehmomentgleichung eines Kreisels

F. P. J. Rimrott, B. Runau, T. Bohlke

Herrn Professor Dr. E. Brommundt zum 65. Geburtstag gewidmet

Die kinetische Energie eines einzelnen Starrkérperkreisels kann entweder als Funktion der kontravarianten
Winkelgeschwindigkeitskomponenten oder als Funktion der kovarianten Winkelgeschwindigkeitsprojektionen
ausgedriickt werden. In der vorliegenden Arbeit ist unter Verwendung von Eulerwinkeln als Koordinaten
gezeigt, wie die eine Fassung zu den kovarianten Drehmomentprojektionen in Gestalt der bekannten
Lagrangeschen Gleichungen fiihrt, wihrend die andere zu kontravarianten Drehmomentkomponenten fithrt.

1 Einleitung

In einer vor kurzem erschienenen Abhandlung behandeln Rimrott und Tabarrok (1995) die kontravarianten
Komponenten (Betten, 1987; Lippmann, 1993; Riemer, M. ¢t al., 1993; Schulz-Piszachich, W., 1988) und
kovarianten Projektionen, die in der Kreisellehre eine Rolle spielen. In ihrer Abhandlung haben die Autoren
eine wichtige Frage iibergangen: Konnen die kovarianten Geschwindigkeitsprojektionen in analoger Weise zur
Drehmomentberechnung herangezogen werden wie die kontravarianten Geschwindigkeitskomponenten? Dieser
Frage soll in der nun folgenden Arbeit im einzelnen nachgegangen werden.

Im folgenden ist von einer Unterscheidung zwischen kinetischer Koenergie T* und kinetischer Energie T
Abstand genommen worden. Es wird also immer nur von der kinetischen Energie T die Rede sein.

Fir kontravariante GroBen benutzen wir einen hochgestellten Index, z.B. ®"; fiir kovariante einen
tiefgestellten Index, z.B. wW(Tabclle 1). Die Eulerschen Winkel selbst ersch2inen ohne Index, z.B.

q' = q“’ = .
Um ein Rechtssystem (fiir 0 < v < 180% zu erhalten, erscheinen in der vorliegenden Arbeit die Eulerwinkel in
der Reihenfolge .o, v im Gegensatz zu der in der Arbeit von Rimrott und Tabarrok (1995) verwendeten

Reihenfolge. Das durch die Richtungen der Einheitsvekioren e, , e, und e, bestimmte Winkelkoordinaten-

system nennen wir Eulerkoordinatensystem (Bild 1).

Bild |I. Das raumfeste rechtwinklige Koordinatensystem e, e,.e; und das um die Winkel v und y

gedrehte Eulerkoordinatensystem e, . e . e,



2 Kinetische Energie

Dic kinctische Energic cines cinzelnen Starrkorperkreisels mit dem Trigheitsmoment
A 0 0
[/]=l0 B 0 ()
0 0 C

ist bekanntlich

T:F’(Aco\2 +Bw * +Cw:3)

in korperfesten kartesischen Koordinaten. Bei Verwendung der Eulerkoordinaten q' =y, q: =0, qz = v ergibt
sich

T(q.9) = %(/\(\y sin VSin(S+VCOS(5>2 + B(ysinveoso — \‘/sinc)2 +C(y C()SV+6)2)

(3)
Dic GroBen , &, v sind kontravariante Geschwindigkeitskomponenten (Bild 2).
w" \p
0w’ | =|6 (4)
N v

Man kann Gleichung (3) also auch folgendermalien schreiben

2 . R 2
T(\U.G.V.ww,wﬁ.w\):%(A(u)w sinvsinc +w" cosG) +B<(o“' SINVCOSG — ' umc) +C((o“' cosv+0)6) j

—
N
-

Bild 2. Kontravariantc Komponenten Bild 3. Kovariante Projektionen der
der Winkcelgeschwindigkeit Winkelgeschwindigkeit

8]



Bei Verwendung von kovarianten Geschwindigkeitsprojektionen erhilt man fiir die kinetische Energie

2 2
1 ( _ _— )sinc IR ( _ e )cosc_ . i 2
T(u/,c,v,o)w,wg,wv)—z Allw, —wgscosV ipy T @y oSO + B, — g cosV sipy Qv sino +Cwy

sin
(6)
in denselben Eulerkoordinaten, jedoch mit den kovarianten Geschwindigkeitsprojektionen (Bild 3)
o, W +Gcosv
O, | =|Ycosv+6 (7
® \Y

v

3 Kovariante Drehmomentprojektionen

Die in Gleichung (3) auftretenden Geschwindigkeitskomponenten zeichnen sich dadurch aus, da sie

integrierbar sind, d.h., es gilt
V= J-\ildt = Jo)‘*’dt
c= jc’sdr = fm"dt

v=|vdr=|w'dt
Joar=]

(8)

Dementsprechende Integrale der Geschwindigkeitskomponenten (oder -projektionen) in Gleichung (2) und (6),
d.h. J.mxdt. jwydt, J‘wzdz sowie wadt. jwcdt, jmvdt sind sinnlos, da die Integrabilitdtsbedingung

(cf. Magnus, 1971) nicht erfiillt ist.

Die durch die Gleichungen (8) dargestellte Eigenschaft der Elemente der Gleichung (3) ermoglicht es, die
sogenannten Lagrangeschen Gleichungen aufzustellen,

0 =4d9or _JT
v T dtoy oy
- ddl _JT
O =45 ~ 9o 2
0, = 49T _dT
V7 dtov  ov

wie das allgemein bekannt ist und auch in der Arbeit von Rimrott und Tabarrok (1995) ausgefihrt ist.

Gleichung (9) ist im Lagrangeschen Formalismus abgefafit. Will man kontravariante und kovariante Elemente
herausheben, so mifite man Q\v durch M\v usw. (Bild 5) und W durch w¥ usw. (Bild 2) ersetzen. Die

Lagrangeschen Gleichungen (9) sdhen dann folgendermaBen aus:

_d dT  oT

M\u T odt JwV a\v
_d dT _ oT

. = dt 3o dJo o
_d or _ dT

M, = dt Y ov

Auf der linken Seite stehen kovariante GroBlen, die aus mittels kontravarianter Gro3en (siehe Tabelle 1) und
Eulerwinkel beschriebenen Ausdriicken auf der rechten Seite erhalten werden.
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Bild 4. Kontravariantc Komponenten Bild 5. Kovariante Projektionen

des Drehmomentes

des Drchmomentes

Im folgenden wollen wir nun untersuchen, zu welchen Ergebnissen particlle Ableitungen der Art (7'[’/(7(1)\1,

usw. fiithren.

4 Kontravariante Drehmomentkomponenten
Wir beginnen mit dem Eulerschen Drallsatz
M=H

und zerlegen den Drall H in zwei Matrizen aul folgende Weisc:

Dann gilt fur dic Ableitung des Dralles nach der Zeit

Ho= {e ) {m)+ e} {0}

mit
Cd v
|5 H
dr

{H'}: (([—’;H“ i=y.0,V

Loy
all’

p—.
&S]

(1)



Bild 6. Dic Basisvektoren des Eulerkoordinatensystems

Fiir dic Zeitableitungen der Basisvektoren erhiilt man durch Inspektion des Bildes 6

da der e, -Vektor fest im Raum steht. Ferner erhidlt man (¢, Williams et al., 1970)

W

v
sinv
. v
L“—[L‘V s CV] tanv

fsinv

v
tanv
v

sinv

0 J

C\' :[C\U C(‘T C\']

Fiir dic Zeitableitungen der Basisvektoren konnen wir nun zusammenlassen

v Vo
SOV tanv
v \L/
tanv sinv

ysinv 0

PN

(18)



Die Drallableitung (13) erhalten wir dann mit Hilfe von Gleichungen (14) und (18). Nun verwenden wir den
Drallsatz (11) und erhalten fiir das Drehmoment

__v v
MY Hdt—HW 0 ~=% T HY
M=le, e e M| =, e eflLr| + |0 g -L|ne (19)
MY _g_Hv 0 ysinv 0 |H
t

5 Die Zeitableitungen der Basisvektoren

In Gleichungen (15), (16) und (17) sind die Zeitableitungen der Basisvektoren durch Inspektion von Bild 6
hergeleitet worden. Im folgenden wollen wir formaler vorgehen. Zunidchst legen wir ein raumfestes
rechtwinkliges Koordinatensystem e,,e,,e; fest (Bild 1). Dann erhalten wir fir die Basisvektoren des

Eulersystems
1 cosv 0
[ew e, ev] =[e;, e, e;]/0 sinvcosy —siny (20a)
0 sinvsiny  cosy
oder e }T =Je, }T[a] i=y,0,V (20b)

k=1, 2.3
Durch Rechtsmultiplikation mit der Kehrmatrix [Ot]Al erhalten wir

fe} [l ={e} 2

Die Kehrmatrix ergibt sich zu

| _cosy siny
tanv tanv
o cosy _siny
[a]” =] 0 sinv sinv (22)

0 —siny cos Y

Als nachstes differenzieren wir die Elemente der Gleichung (20a) nach der Zeit und erhalten

0 —vsinv 0
[éw e, év]z[e, e, e3]0 VCOSV cosy —ysinvsiny  —\cosy (23a)
veosvsiny + ysinveosy  —ysiny
AT Tr. .
oy Wl =wer) bk (23b)
ke=1,2:3

Um die Zeitableitungen in Eulerkoordinaten auszudriicken, verwenden wir Gleichung (21) in Gleichung (23b)

und erhalten

{e.} ={e.} [a]"[¢] (24)



Ausmultipliziert wird dies

v v

sinv tanv

. v v
[ew €5 ev]—[ew es ev] 0 Y i (25)

0 wysinv 0
d.h., man erhalt auf ganz formale Weise den bereits in Gleichung (18) angegebenen Ausdruck.

6 Zum Vergleich

Wenn die kinetische Energie 7T als Funktion der kovarianten Geschwindigkeitsprojektionen ®; in

Eulerkoordinaten ausgedriickt ist, wie dies in Gleichung (6) geschehen ist, dann 148t sich zeigen (Rimrott und
Tabarrok, 1995), da die kontravarianten Drallkomponenten aus der kinetischen Energie (6) durch partielle
Differentation erhalten werden.

T -
H =30, (26)

Wir konnen nun Gleichung (19) heranzichen und schreiben

—i aT V ‘V ']_ BT

MY di aww b = sinv  tanv 8(1)“‘

s| _ |d oT v_ V¥ | orT
M™ = 1350 | T 1Y v TSy | Be (27)

v o i s [y

M 4 oT '0 ysinv 0 B

dr a(t)v J au)v

In der quadratischen Matrix erscheinen allerdings immer noch kontravariante Geschwindigkeitskomponenten.
Das stort eine Analogiebetrachtung. Wir wollen also untersuchen, ob wir nicht kovariante Geschwindigkeits-
projektionen heranzichen koénnen. Dazu bieten sich die Projektionen der Winkelgeschwindigkeit Q des
Koordinatensystems an.

Wir haben den Buchstaben o fiir die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels vorbehalten und verwenden den
Buchstaben Q fiir die Winkelgeschwindigkeit des Eulerschen Koordinatensystems.

Fir die Winkelgeschwindigkeit des Eulerschen Koordinatensystems e, €5, €, ergeben sich einige

bemerkenswerte Besonderheiten, die damit zu tun haben, daB sich eine Koordinate, namlich e, , iberhaupt
nicht bewegt. Das fiihrt dazu, daB eine Drehung um dic e, -Achse unmoglich ist, d. h., daB fur das

Eulerkoordinatensystem & =0 gilt. Wir ziehen Gleichung (7) heran, setzen 6 =0 und erhalten fir die
kovarianten Projektionen der Winkelgeschwindigkeit des Eulerkoordinatensystems

2y v
Q. |=|Wcosv (28)
Q, \

Die Bedingung & = 0ist notwendig, jedoch nicht hinreichend. Wir miissen auBerdem spiter noch beachten,
daB die Winkelgeschwindigkeit (28) nicht gilt fiir die (im Raum feststehende) Koordinate ey -



Verwenden wir Gleichung (28) in Gleichung (27), dann kann man schreiben

(4 ot | 0 0 | ar ]
_ A% )
MY dt amw 0 sinv sinv aww
of| - |d dT_ O Q|| oT

A T dt dw L tanv sinv | do_ (29)
M? Q‘V Qo

d oT U ANy 0 oT

o7 amv sinv _ tanv ] S J

Auf der linken Seite stchen jetzt kontravariante GroBen, auf der rechten Seite stehen durch kovariante Grolen
und durch Eulerwinkel beschriebene Ausdriicke. Ein Vergleich von Gleichung (29) mit den Gleichungen (10)
1Bt einige Analogien erkennen. Es gibt aber auch einige Unterschiede. So sind die Projektionen M, in den

Gleichungen (10) durch entkoppelte Ausdriicke dargestellt. Die Komponenten M' in den Gleichungen (29)
sind durch miteinander gekoppelte Ausdriicke gegeben.

Als Bemerkung sei noch hinzugefiigt, daB eine Anwendung der Gleichungen (29) oder (27) in der Praxis
selbstverstandlich eine strenge Befolgung des diesen Gleichungen zugrunde liegenden Formalismus verlangt.
Sobald jedoch die partiellen Ableitungen 0T /dw,, usw. gebildet worden sind, kann man mit den Koordinaten

W, 0, v und deren Zeitableitungen V, G, v weiterarbeiten (siche Beispiel).

7 Einige Betrachtungen

Wir kehren zu Gleichung (19) zuriick und schreiben

vV v

d v
MY i O~ Tanv [yv
o _ | d yo v v g
M = [ H + |0 TR P H (30)
MY d yv 0 ysinv 0 | HY
dt

Die quadratische Matrix 1d8t sich aufspalten in

0 v ¥ ]
simy fany 0 -V WYcosv|[0 cosv O
VAR A P U e
@nv T sinv | sinv| 0 L LI 0 &l
0 Ysinv 0 —\ycosv Y 0 0 0 )
L i}
Die zweite Matrix auf der rechten Seite
0 cosv O
0O 1 0 (32)
0 0 1

1aBt sich unschwer als cine Verstimmelung der Metrikmatrix

1 cosv 0
{g,]] =|cosv 1 0 L, j=Vy,0,V (33)
0 0 I



erkennen. Die Nullspalte in der verstimmelten Matrix (32) riithrt daher, daB3 die ey -Achse fest im Raum steht,

oder mit anderen Worten , dal nur die e, -Achse und die e, -Achse der Winkelgeschwindigkeit

Q, vy
Q.| =|Wcosv (34)
Q v

unterworfen sind.

Die Metrik (33) ergibt sich aus den Skalarprodukten der Basisvektoren

ey e e,
e, 1 cosv 0
€5 cosv 1 0 (35)
€y 0 0 1

Fir v = nn, n € N, entartet die Metrik. Deshalb schrinken wir ein und benutzen nur 0 < v < > was fiir

praktische Zwecke vollig ausreicht.

Die Metrikdeterminante ist
lg,-j}= 1-cos® v=sin’v (36)

Durch Verwendung der Gleichungen (28) und (31) kann man Gleichung (30) auch folgendermafBen schreiben:

v HY
M d 0 -Q Qi cosv 0]0
M° | = %H" *E%N Q 0 -Q |esv 1 OfH° (37)
MY _d_Hv -Q Q 0 0 0 1 HY
dt 9 v

Es erscheint diesmal die vollstandige Metrikmatrix, dafiir verschwindet die HY -Komponente in der letzten
Spaltenmatrix.

8 Korperfeste kartesische Koordinaten

Fir kreiselfeste kartesische Koordinaten e, e, e, ergibt sich anstclle von Gleichung (29) bekannterweise

’ ; y
d oT aTT
M* dt dw 0 0, w, ] 0w
v| _ | d 9T _ oT
M ey + o, 0 Ak (38)
M? B —0, O, 0 ’
d dT : 2 ol
Ldl‘ 8(0Z acoZ

welches auch geschrieben werden kann

M.r Hx O ‘(L): (L)‘ H\'
MY | =H |+ o, 0 -0 | H' (39)
M| OHY —0, o 0 |H*



oder
M*=H +Ho, -H'o,

M =H +Ho, -Ho,
M*=H +H'0, -H'o,

Wenn man nun noch bedenkt, daB gilt

H' = H, = Ao,
H' = H = Bo,
H* = H, = Co,

dann erhilt man die bekannten Eulerschen Gleichungen

Aw, - (B-Clo,o,

M, =
M, = Bo, - (C-A)o,o,
M, = Co, - (A-B)o,,

welche oft auch in der Form
M = H + o xH

erscheinen, wobei

M* M
M :[e, e, e~] MY = [et e, e] M,
M: M
H* H, Ao,
H :[ex e, ek] HY| = [et e, e~] H,\' = [et e, e] Bw,
H* H. Co,
('0\ u).f
@ = [e\ e, e ] o'l = [e\ e, e:] o,
08 w.
A H, Ao
H :[ex e, e] H'| = [eI e e] B, i= [e( e, e&] Bo
H. Cw

9 Beispiel

(40)

(41

(42)

(43)

(44)

¢13)

(46)

(47)

Wir verwenden das Beispiel eines Flugzeugmotorrotors (Bild 7) nach der Arbeit von Rimrott und Tabarrok
(1995). Es handelt sich dabei um einen schnell spinnenden ((5 >> V). axialsymmetrischen (B=A) Rotor in



einem Flugzeug, welches einen Looping fliegt. Es gelte w =y =0 und v = konstant. AuBerdem sei 6 =0.

Das auf den Rotor wirkende Drehmoment sei zu bestimmen.

Zunichst brauchen wir die kinetische Energie in der Fassung (6). Fiir B=A ergibt sich

2
7 = %(A[(w - cosv) L & wzj + lej (a)
v o 2 v [}

sin” v

Zur Berechnung der Drehmomentkomponenten wollen wir Gleichung (27) verwenden. Die bendtigten
partiellen Ableitungen sind

aT 1 cosV
9L - Aw -LOSV 44 (b)
a(nw St ¥ siniy ©
————aaT = = LOSN Ag +[C+ A qu (c)
(Dc sin’ v w tan’ v
ol _ '
S0 A0 ()

Bild 7. Der Rotor R eines Flugzeugmotors wahrend eines Loopings

Wir gehen nun zu Eulerfrequenzen iiber, d.h., wir benutzen Gleichung (7) und erhalten

33,7_ = — L A(y+6cosv) - SV A(ycosv+S) = Ay =0  da y =0 (e)

ww Sinz V] Slnzv

»ai)l :——“%A(\wrccosv)+‘~*952—VA(Wcosv+c5)+C(wcosv+0) =C6 da y=0 )
o sin” v sin‘ v



a7 _ AV (g)

ow,

Wir brauchen auBerdem die Zeitableitungen

d 0T _

di 3wy ~° (h)
_c_z'_aT e B )
4 300 Co=0 da ¢=0 ()
d aT _ o o .
-d—tawV_Av_o da v=0 ()

Jetzt sind wir in der Lage, Gleichung (27) heranzuziehen. Mit den gegebenen und den bereits berechneten

Werten ergibt sich

__V
MY 0 g Sy 0
M°|=|0]|+]|0 Y_ 0|Co (k)
tanv _
MY 0 0 0 0 Av
oder
_Cov
mVv sinv
MO = CGV (1)
tanv
IMY 0
Als Vektor ausgedriickt
_Cov
sinv
Co
M = [ew S e\,] taﬁ; (m)
0
Die Komponenten sind in Bild 7 eingetragen. Die GroBe M des Drehmoments erhilt man aus
2 2 2
M= (M) +(MO) +(M) +2MY M cosv (n)
zu
(0)

M = Cév
Der Vollstindigkeit halber seien noch die Projektionen (7) der Winkelgeschwindigkeit des Rotors (Motors)

angegeben. Sie sind

o, GCosV
W, | =10 (p)
, %

Dagegen gilt fiir die Projektionen (28) der Winkelgeschwindigkeit des Eulerkoordinatensystems (d.h. des

Flugzeuges)
12
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Obwohl langwieriger in der Handhabung im Vergleich zur Lagrangeschen Gleichung (9), ergibt die
Anwendung von Gleichung (27) einen vollstdndig beschriecbenen Drehmomentvektor (m) in e, e, e,

Komponenten.
Koordinaten Kartesische Koordinaten Eulerkoordinaten
Zerlegung keine Unterscheidung Kontravariante Kovariante
Komponenten Projektionen
. dg¥ = dy
Winkel * de,,de,,ds, dg° = do 46, d0,.do,
dg’ =dv
;éisrcﬂ}(li;ndigkeits- g e
vektor @ 0,00, ¢°=v=w’. By, , Wiy Dy
¢g"=6=0"
Drallvektor H py =H,
s Hys e HY H° HY P = Hg
py = H,
Drehmoment- Gy =M,
vektor M M M M, MY MO MY 0, =M,
0, =M,

* Nur ein infinitesimaler Winkel #0 hat Vektoreigenschaften, mit

de? = do* +de’ +de’
d0’ = dy? +do? +dv? +2dydo cosv

de? = —L (d92 +d0> +d6* sin’ v)—Z_LO,Slde de
Sin-v v 9 v S1n“ VvV 7 o

Tabelle 1. Kontravariante Komponenten und kovariante Projektionen

10 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist gezeigt worden, daB particlle Ableitungen der kinetischen Energie nach den
kontravarianten Winkelgeschwindigkeitskomponenten zu den Lagrangeschen Gleichungen fiihren, wihrend
partielle Ableitungen der kinetischen Energie nach den kovarianten Winkelgeschwindigkeitsprojektionen zu
kontravarianten Drehmomentkomponenten fiihren und fiir den Fall korperfester Koordinaten schlieBlich zu den

Eulergleichungen.
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