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Rotation und Vibration in Beispielen zur Methode der direkten
Bewegungsteilung

L. Sperling, F. Merten, H. Duckstein

Die Methode der direkten Aufteilung der Bewegung in einen ,langsamen® und einen ,schnellen Anteil
auf der Grundlage zweier Zeitskalen gehort zu den ,klassischen Niherungsmethoden zur Analyse nichtli-
nearer Schwingungen. Diese Methoden gestatten, wesentliche nichtlineare Effekte mit geringem Aufwand
qualitativ zu erkliren und hiufig auch in guter Niherung quantitativ zu berechnen. Das macht sie beson-
ders geeignet, Ingenieurstudenten in die Problematik der nichtlinearen Schwingungen einzufihren. Ziel
der vorliegenden Arbeit ist die Demonstration der Methode der direkten Bewegungsteilung an praktisch
relevanten Beispielen, die durch die Wechselwirkung zwischen Rotations- und Vibrationsbewegungen ge-
kennzeichnet sind.

1 Grundidee der Methode der direkten Bewegungsteilung

Die Grundidee der Methode der direkten Bewegungsteilung nach Kapica (1951) soll hier nach der Dar-
stellung in Poljachov u.a. (1985) an dem einfachsten Fall der Bewegung eines Massenpunktes erldutert
werden. Es gelte die Bewegungsgleichung

mi = F(&,z,t) + ®(&, z, t, kt) ' (1)

mit der ,langsamen“ Kraft F' und der ,schnellen“ Kraft ®, welche 2r-periodisch von einer ,schnellen*
Zeit kt, k > 1, abhéngt.

Dementsprechend wird die Losung z(t) gemafi der Beziechung
z(t) = X (t) + £(t, kt) )

aufgespalten in eine ,langsame® mittlere Bewegung X (¢) und die Differenz £(t, kt) zwischen der wirklichen
Bewegung z(t) und der mittleren Bewegung X (t). Diese Differenz kann in Gestalt kleiner, der mittleren
Bewegung iiberlagerter Oszillationen interpretiert werden.

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit wird angenommen, da8§ der iiber die Periode %c’i berechnete Mit-
telwert von £(t, kt) verschwindet:

2
1
%Ofg(t,a)ow:o i 3)

Nach Einsetzen des Losungsansatzes (2) in Gleichung (1) erhélt man
mX +mé = F(X +6X +6t)+ (X +£,X +t,9) (4)

Die Grundidee der Methode der direkten Bewegungsteilung besteht nun darin, durch Integration iber die
schnelle Zeit ¥ iiber die Periode 2* bei Behandlung der Versnderlichen X, X, ¢ als konstante Parameter

Mittelwerte ' und ® der Krifte F und & zu berechnen:

2n
F(X,X,t) = & [F(X+6X46t)dd

O (5)
(X, X,t) = £ [®X+EX+6,8,9)d9

0

Dabei ist zu beachten, da8 ¢ und £ Funktionen von 9 sind. Damit gelingt cine Aufspaltung der Bewe-
gungsgleichung (4) in zwei Gleichungen.
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Durch eine Mittelung der Gleichung (4) folgt
mX =F(X,X,t) + 3(X, X, 1) (6)
Als Differenz zwischen den Gleichungen (4) und (6) erhilt man
mE=F(X +£X +£61) + (X +£X +£,t,9) - F(X,X,t) — (X, X, ) (7)

Im allgemeinen ist die Aufspaltung mit einer gewissen Willkiir verbunden, also nicht vollig eindeutig.
Die Gleichungen (6) und (7) sind eigentlich noch fehlerfrei. Der der Grundidee der Methode der direkten
Bewegungsteilung entsprechende Néherungscharakter entsteht dadurch, da8 X, X und ¢ in Gleichung (7)
als Parameter behandelt werden.

Dariiber hinaus mufl zur Losung der Gleichung (7) zusitzlich eine weitere Niherungsmethode heran-
gezogen werden; denn dazu ist die Kenntnis von X (¢) erforderlich. Andererseits kann X (t) erst aus (6)
berechnet werden, wenn (¢, ) bekannt ist, so dafl die Mittelung ausgefiihrt werden kann. Dieses Dilemma,
kann man beseitigen z.B. durch Entwicklung der Kréfte F' und ® in Taylorreihen oder durch Entwicklung
von £ in eine Potenzreihe nach einem kleinen Parameter.

2 Rotoren mit vibrierenden Achsen
2.1 Gemeinsame Bestandteile der Bewegungsgleichungen

Die Methode der direkten Bewegungsteilung ist nach Blechman (1976) bzw. Blechman (1994) geeignet zur
Untersuchung wesentlicher Effekte der Bewegung von Rotoren mit vibrierenden Achsen. Im folgenden soll
eine Familie verwandter Probleme danach methodisch einheitlich behandelt werden. Dabei erfolgt eine
Beschrinkung auf nur einen Freiheitsgrad fiir den Schwinger, mit dem die Rotorachsen fest verbunden
sind, und auf spezielle Massenverteilungen der Rotoren.
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Bild 1. a) Translatorischer Schwinger b) Rotatorischer Schwinger ¢) Symbolerklirung

Zunichst wird ein sich mit der Koordinate £ = z(t) translatorisch bewegender Korper der Masse M,
betrachtet, mit dem entsprechend Bild 1a) die Achsen von n statisch unwuchtigen Rotoren der Massen
m;, der Exzentrizititen €; und der auf die zu den Rotorachsen parallelen Achsen durch die Massenmit-
telpunkte bezogenen Massentrigheitsmomente Jg; starr verbunden sind.

Dann gelten die Bewegungsgleichungen (Sperling, 1994)

Jiw; = L; + m;eg; & sin; Ji=Jdsi + m,-e,? L; = Li(¢;, i, t) SN . ) 8)
n n

Mz = f+zmi5i(§b? cosyp; + @ising;) M = M0+zmi =1zt )
=1 i=1

Bewegungsgleichungen von gleichartigem Aufbau erhilt man fiir einen rotatorisch mit der Koordinate x
schwingenden Koérper mit dem Massentrigheitsmoment Gg, mit dem entsprechend Bild 1b) die Achsen

232



von n dynamisch unwuchtigen Rotoren starr verbunden sind. Diese sollen entsprechend Bild 1c¢) aus zwei
starr verbundenen statisch unwuchtigen Rotoren aufgebaut sein.
Dann gelten die Bewegungsgleichungen (Sperling, 1994)

2Ji¢i = 2L, + misiaijé sin Pi Li = Li(gbi, (,Oi,t) 7 = 1, ae.,N (10)
n

OxX =1+ Y miciai(¢} cospi + Gisingi)  1=10xx:t) (11)
=1

Dabei ist © infolge der Rotoranteile i.a. von ¢4, .. ., ¢, abhingig. Sind die aus den Rotormassen resultie-
renden Anteile jedoch vernachlissigbar klein im Verhiltnis zu g, so darf © ~ Q¢ angenommen werden,
evtl. erginzt durch die von ¢y, ..., y, unabhingigen Glieder der Rotoranteile.

Dann kénnen die Bewegungsgleichungen (10), (11) eindeutig auf die Bewegungsgleichungen (8), (9) abge-
bildet werden. Durch Analyse der Gleichungen (8), (9) gefundene qualitative und quantitative Resultate
kénnen also vom System nach Bild 1a) auf das System nach Bild 1b) iibertragen werden.

2.2 Frequenzmitnahme und Aufrechterhaltung der Rotation

Fiir ein System entsprechend Bild 1a) mit nur einem Rotor habe Gleichung (8) die konkrete Gestalt
Jip1 + k11 = LY + myei#sin (12)

Dabei sind L} das konstante Glied des Rotor-Antriebsmomentes und k; der negative Anstieg der stati-
schen Motorkennlinie im Arbeitspunkt, ergéinzt durch einen die Lagerdimpfung erfassenden Anteil.
Die Bewegung des Schwingers sei infolge einer leistungsstarken dufleren Erregung explizit gegeben:

z(t) = zo - cos (13)

Entsprechend der Methode der direkten Bewegungsteilung wird fiir Gleichung (12) der Lisungsansatz

21
P =@+ ) o [dit0nd@n =0 (14)
0

benutzt und ¢ bei der Integration iiber 2t als Parameter behandelt.
Nach Einsetzen des Ansatzes (14) und Mittelung folgt aus Gleichung (12)

J1ér +kiéa = ki(h - Q)+ W1 (15)
mit der Partialwinkelgeschwindigkeit
LO
0 == (16)
ki

die der Rotor im Falle ruhender Achse und linearer Motorkennlinie hitte.
Das mittlere aus den Schwingungen der Rotorachse resultierende sogenannte Vibrationsmoment V; ergibt
sich mit

sin; = sin(Qt + a1 + 1) = sin(Q + 1) + ¥ cos(Qt + ay) (17)
i = —02xgcos Ot f1 =mye 02 (18)
2
2—17; / sin(Q + o) cos(Q + a;) d(Q) = % sl =) (19)
0
zu o
Vi =mie; % /:1: -sin(Q + aq) () = ——%flxo sin oy (20)
0
Frequenzmitnahme ist méglich unter der Voraussetzung
M}}iﬂ <1 (21)
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fiir eine konstante Losung der Gleichung (15) mit dem Ausdruck (20) in Gestalt des Hauptwertes von

a? = arcsin w (22)
1Zo
Zur Untersuchung der Stabilitit setzen wir
ar=ad+a sinag = sinaf cos@; + cosaf sin@ ~ sinal + cosal - @ (23)
mit der kleinen Stérung @;. Aus der Stdrungsgleichung
Jay + kia + -;—flzo cosal - =0 (24)

folgt, da8 Losungen fiir of im ersten und vierten Quadranten asymptotisch stabil, solche im zweiten und
dritten Quadranten aber instabil sind.

Damit liegt o nach Gleichung (22) fiir ; > Q im 1. Quadranten; V; ist negativ und bremst den Rotor
von ; auf Q. Fir Q; < Q liegt o? im 4. Quadranten; V; ist positiv und beschleunigt den Rotor von €
auf (2.

Offensichtlich ist auch die Losung of = 0 fiir £2; = € stabil. Auch fiir den nicht angetriebenen Rotor
(4 = 0) ist eine stabile Rotation, also die Aufrechterhaltung der Rotation allein durch die Schwingungen,
moglich, wenn entsprechend Bedingung (21)

2]6319 f 1o

; — >k 2

o <1 bzw 5 >k (25)
gilt. Ist das Vibrationsmoment hinreichend gro8, so kann sogar die Rotation gegen einen Antrieb in
entgegengesetzter Richtung aufrechterhalten werden, der dann im Generatorbetrieb arbeitet. Aus der
Differenz der Gleichungen (12) und (15) erhélt man die Bewegungsgleichungen fiir den kleinen schnellen
Anteil ¢ (¢, ¢) der Rotorbewegung

Jl'(/il + kl’l/)l = m181."lf sin(Qt + Clcl)) — ‘/1 = —§f1$0 sin(ZQt + a?) (26)

Die mittlere Bewegung ist also von 2Q-frequenten kleinen Schwankungen iiberlagert.

Eine Ubertragung der gefundenen Ergebnisse auf das System nach Bild 1b) zeigt, daf auch fiir einen nur
dynamisch unwuchtigen Rotor Frequenz-Mitnahme und Aufrechterhaltung der Rotation auf Grund von
Rotationsschwingungen des tragenden Kérpers moglich sind.

Der zeitliche Verlauf der Bewegung im Falle der Frequenzmitnahme 148t sich durch numerische Inte-
gration der Gleichung (12) mit Beziehung (13) ermitteln. Die Simulation erfolgte dabei mit Hilfe der
Simulationssprache ACSL. Bild 2 zeigt den Verlauf der Winkelgeschwindigkeit des Unwuchtrotors fiir
die Anfangsbedingungen ¢;(t =0) = 0, ¢1(t =0) = 0 bei Bewegung des Schwingers mit der Kreisfre-
quenz Q = 27 s™! und den Systemparametern m; = 0,1 kg, & = 0,01 m, J; = 1,0 - 10~5 kgm?,
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e //W\/\/\’\N\\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/VVVV\/\/\/\/VVV\/V\/ : : N

Winkelgeschwindigkeit [1/s]
-
T
Winkelgeschwindigkeit [1/a]

2 & 2 1
\ ; . ; )
8 4 8 12 16 28 [} 4 8 12 16 28
Zeit t (=] Zeit t (=]
Bild 2.a) Frequenzmitnahme b) keine Frequenzmitnahme
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2o = 1,0-107 m, k; = 1,0 107° Nms. Fiir die Partialwinkelgeschwindigkeit Q; = 5,5 s~ ist die Be-
dingung (21) befriedigt und dementsprechend Frequenzmitnahme zu beobachten (Bild 2a). Deutlich sind
auch die 2Q-frequenten kleinen Schwankungen entsprechend Gleichung (26) zu erkennen. Die Partial-
winkelgeschwindigkeit Q; = 4,0 s™" befriedigt Bedingung (21) nicht, so daB keine Frequenzmitnahme
moglich ist (Bild 2b). Zum Vergleich wurde in beiden Bildern der Verlauf der Winkelgeschwindigkeit fiir
ruhende Rotorachse mit dargestellt. Im 1. Fall (Bild 2a) stimmt die mittlere Winkelgeschwindigkeit mit
Q, im 2. Fall (Bild 2b) mit 2, iiberein.

Numerische Simulationen bestétigen auch, dal Aufrechterhaltung der Rotation allein durch die Schwin-
gungen bei nichtangetriebenem Rotor moglich ist, wenn die Bedingung (25) erfiillt ist. Die Giiltigkeit der
Gleichung (22) konnte mit guter Genauigkeit bestitigt werden.

2.3 Selbstsynchronisation

Es soll nun das System nach Bild 1a) mit zwei Rotoren betrachtet werden. Analog Gleichung (12) gelte
Jipi + kipi = LY + mye;E sin ; i=1,2 (27)
Mit f als linearer Feder-Riickstellkraft erhiilt Gleichung (9) folgende konkrete Gestalt:

2
Mi+cx= Z m;e; (97 cos ¢; + @ sin ;) (28)

i

Da analog Gleichung (14) die o;(t) langsam verdnderlich und die ;(t, Qt) klein sind, d.h.

Gr = Qg + s ~ Q $i=di+4i 20 (29)

folgt aus Gleichung (28) ‘

2
Mi+ecx = Z m;ei 02 cos(U + ;) (30)
=1
Mit
Ay == N w? = — fi = mie;Q? (31)
T M(w? - Q?) M o

erhdlt man die stationdre Losung der Gleichung (30)

2 2
T = A Z ficos(Q + ;) F=—A,,0° Z ficos(Q + a;) (32)

=1 i=1
Nach Ersetzen von ¢;(¢), ¢ = 1,2, geméfl dem Ansatz (14) und Mittelung folgt aus den Gleichungen (27)
Jid; + kic; = ki (Q; — Q)+ V; (33)
mit den Partialwinkelgeschwindigkeiten §2;, ¢ = 1,2, analog Gleichung (16) und den Vibrationsmomenten

27
1
Vi = migis— /fi’sin(Qt + o) d(2t) i=-V, = —%Azzf1f2 sin(a; — az) (34)
0

Fir konstante Losungen af, of der Gleichungen (33) entsprechend einer stationsren synchronen Bewe-
gung folgt aus der Summe dieser Gleichungen wegen (34) fiir die synchrone Winkelgeschwindigkeit

_ k1 QU + k2Qo

35
k1 + ko ( )

Fiir den speziellen Fall gleicher Partialwinkelgeschwindigkeiten folgt = Q; = €25, und die Gleichungen
(33) fiir die langsamen Phasenénderungen nehmen die folgende Gestalt an:

Jlél + kldl + %f1f2Amz Sin(al - a2) =0

N o g : (36)
Jabr + ko — 5 fifaAzzsin(a; —az) = 0
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Daraus erhélt man fiir die Phasenwinkeldifferenz die folgenden beiden konstanten Losungen:
(] —a9) =0 (] —af)y=m (37)
Zur Entscheidung hinsichtlich der Stabilitit dienen die mit
a; =al +a@ az = + @ (38)
analog der Gleichung (24) hergeleiteten Gleichungen der gestérten Bewegung

Jli'i'l + klél + ’é’flsza:a: cos(a‘l) = ag) 2 (61 o 52) = 0 (39)

Joa + ki — § f1f2Aszcos(af — ) - (@ — @) = 0
Die der Singularitét der Steifigkeitsmatrix entsprechende Instabilitéit des Systems interessiert nicht und
entspricht der Eigenschaft des Systems, autonom zu sein. Hinsichtlich der Phasenwinkeldifferenz folgt
dagegen asymptotische Stabilitdt unter der Voraussetzung

Az cos(ad —ad) >0 (40)

Dementsprechend ist wegen (31) die erste Lésung (37) im unterkritischen Bereich 0 < w, die zweite
Losung im iiberkritischen Bereich € > w asymptotisch stabil.

Aus der Differenz der Gleichungen (27) und (33) erhilt man unter Beachtung der Gleichungen (32) und
(34) fiir die kleinen schnellen Anteile ;(¢,§2t), i = 1,2, der Rotorbewegungen die Gleichungen

2
. . 1
Jivi + ki = myue;E sin(Qt + a?) -Vi= ~§Amfi Z fjsin(29¢ + a? + a?) (41)

j=1
Damit ist im Rahmen des angewendeten Niherungsverfahrens gezeigt, dafi die im Mittel konstante Pha-

senwinkeldifferenz von 2Q-frequenten kleinen Schwankungen iiberlagert ist.

Eine Ubertragung dieser Ergebnisse auf das System nach Bild 1b) zeigt, daBl auch fiir dynamisch unwuch-
tige Rotoren auf Grund der durch sie erregten Rotationsschwingungen des tragenden Kérpers Selbstsyn-
chronisation moglich ist.

Die Aussagen dieses Abschnittes lassen sich wiederum mittels numerischer Simulationen bestétigen. Bei-
spiele fiir den Bewegungsverlauf beim Ubergang in den selbstsynchronisierten Zustand sind in der Arbeit
(Merten u.a. 1996) enthalten.

2.4 Automatisches Wuchten
Seit den siebziger Jahren des vorigen Jahrhunderts wurde eine Reihe von Vorschligen zum selbsttétigen
Auswuchten gemacht. Im folgenden soll der einfachste isotrope Fall betrachtet werden (Thearle u.a. 1932).

Als Primdrunwucht dient eine exzentrische, mit  rotierende Scheibe auf einer masselosen elastischen
Welle (siehe Bild 3). Eine Schiefstellung der Scheibe soll ausgeschlossen sein. Dem automatischen Wuchten
dienen zwei Kugeln der Massen m;, die sich im Inneren der Scheibe in einem zihen Medium mit den
Dampfungskoeffizienten k;, 7 = 1, 2, frei bewegen kénnen.

In den Bewegungsgleichungen der Kugeln,
Jipi + kip; = ki + miei(:'i' sin @; — §j cos ;) .= 1,2 (42)

ist im Vergleich zu den Gleichungen (27) der konstante Anteil des linearisierten Motormomentes jetzt
durch den Term k;Q mit gegebenem () ersetzt.

Die Gleichung (28) und die entsprechende Gleichung fiir die Schwingungen in y-Richtung werden durch
die Zentrifugalkraft der Primirunwucht erginzt:

2
Mi+cx = MrQ2cosQt+ Y mie;(p? cosp; + @; sin ;)

e (43)
Mij+cy = MrQ%sinQ+ Y mie;(¢? sinp; — @; cos ;)

=1
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Bild 3. Automatischer dynamischer Auswuchter

Unter Beachtung der Niherung (29) erhiilt man

2
Mi+cx = Q2 [Mr cos Qt + > mue; cos( + ai)]
=1
” (44)
Mij+cy = Q2 [Mr sin QU + > mye; sin(Qt + ai)}
=1
Mit den Beziehungen (31) sowie mit fo = MrQ? und oy = 0 folgt daraus
2 2
T = ——Azzﬂz Z f, COS(Qt + ai) y = _Az:cQ2 Z fi Sin(Qt “F ai) (45)

=0 =0
Nach Ersetzen von ;(t), i = 1,2, gem&fl dem Ansatz (14) und Mittelung folgt aus den Gleichungen (42)

2w
1
Jit; + kia; =V; = 5o miE /[ar sin(Qt + a;) — ij cos(Qt + a;)] d(Qt) (46)
0
bzw. nach Integration bei in diesem Fall zeitunabhiingigem Integranden
Jidg + kiog + %Azxfl{fo sina; + fo sin(a1 = 012)} = 0 (47)
Joda + koo + %A;mfg{fo sinas — fi sin(al - (12)} = 0

Im Falle zweier gleicher Kugeln, f; = f; = f, erhélt man fiir konstante Phasenwinkel die Gleichungen
fosina? + fsin(a —a3) = 0

48
fosinad — fsin(ad -a3) = 0 &

Betrachtet man Losungen, die durch Vertauschen von o? und o ineinander iibergehen, als identisch, so
hat das Gleichungssystem (48) die vier in der linken Spalte der Tabelle 1 angegebenen Lésungen mit

7 = arccos g—; (49)

Zur Untersuchung der Stabilitat dienen die mit (38) hergeleiteten Gleichungen der gestérten Bewegung:

it + ko + JAcof[focosad - @ + f - cos(ad —ad) - (@ —@w)] = (5}
0
2) -

Joia + kalis + $ Ago ffocosal - @ — f - cos(a? — af) - (o — @) = 0
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Losung A<w Q>w
A=nr—7,a)=m+7v instabil asymptotisch stabil fiir f > %
d=m a)=m instabil asymptotisch stabil fir f < £
ad=0,a)=0 asymptotisch stabil instabil
a?=0, o = instabil instabil

Tabelle 1: Phasenwinkel und ihre Stabilitit

Da die Ddmpfungsmatrix positiv definit und damit das System vollstéindig gedimpft ist, ist die zu einer
Losung gehorige Bewegung genau dann asymptotisch stabil, wenn die Steifigkeitsmatrix

1 focosa + fcos(ad — a9) —fcos(ad —a)
K= EAzzf 0 0 0 0 0 (51)
—fcos(a] — a3) focosay + fcos(a] —a))

positiv definit ist, d.h., wenn ihre Hauptabschnittsdeterminanten positiv sind:
focosal + feos(al —al) >0 det K > 0. (52)

Damit ergeben sich die Stabilitéitsaussagen von Tabelle 1.

Die erste Losung fiihrt im {iberkritischen Bereich zu einer vélligen Kompensation der Primirerregung. Im
Falle der zweiten Losung wird die maximal mogliche resultierende Zentrifugalkraft der Ausgleichsrotoren
realisiert, die jedoch kleiner als die primére Zentrifugalkraft ist. Bei der dritten Losung, die im unter-
kritischen Bereich asymptotisch stabil ist, wird die primére Zentrifugalkraft durch die Ausgleichsrotoren
maximal verstérkt. Die vierte Losung ist immer instabil.

Aus der Differenz der Gleichungen (42) und (47) erhilt man schlieBlich wieder Differentialgleichungen fiir
die kleinen schnellen Anteile 9;(¢,Q¢), i = 1,2, der Rotorbewegungen:

Jii + ki = mae; [z sin(Qt + a?) — g cos(Qt + a?)] -V;i=0 (53)

In diesem isotropen System treten also keine Storungen mit doppelter Frequenz auf. Sperrt man jedoch
die Bewegung in y-Richtung, y = 0, so erhilt man analog dem vorhergehenden Abschnitt

2

. . 1 .

Tipi + kit = — 5 Az fi } : fisin(2Qt + af + af) (54)
7=0

Die numerische Integration der Gleichungen (42), (43) mit zusétzlichen Dampfungsgliedern bz bzw. by
liefert den in Bild 4 fiir die Systemparameter M = 1 kg, b = 0,4 kg/s, ¢ = 47? N/m, r = 0,01 m,
my; =mg = 0,08M,e; =¢e3 =0,1m, k; = k3 = 0,05 Nms dargestellten zeitlichen Verlauf der Phasen-
winkel o; und o sowie der Auslenkung z. Zunichst werden die beiden Kugeln mit einer Phasendifferenz

368 T T 1.6e-82 T
-
¥ ze TR— = 8.8ce3 -
& ~— alpha2 £
- x
- i g 4
% 100 FLE D
2 alphat £
" L]
g % € _g.8e-83 o
8 i -1.6e-82 1
) 48 &8 88 100 28 PP €8 88 108
Zeit t (sl Zeit t [s]

Bild 4. Automatisches Wuchten
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von 7 am Primérrotor arretiert, so dafi die Schwingungserregung allein durch die Primarunwucht verur-
sacht wird. Nach 30 s erfolgt die Freigabe der Kugeln. Da sich die Winkelgeschwindigkeit mit = 12 s™!
weit im iiberkritischen Bereich befindet und f > fo/2 gilt, stellen sich die Phasenwinkel o;; und as so
ein, daf} die Primdrunwucht durch die Kugeln kompensiert wird. Der Schwinger kommt zur Ruhe. Die
dargestellte Bewegung entspricht der ersten Losung (rechte Spalte) der Tabelle 1.

2.5 Beriicksichtigung der Dimpfung

Wie im Abschnitt 2.2 wird nun wieder Bild 1a) mit einem Rotor betrachtet, fiir den die Bewegungsglei-
chung (12) gilt. Der Schwinger wird analog Abschnitt 2.3 nur durch den Rotor erregt. Aus den Glei-
chungen (28) bis (34) ist leicht zu ersehen, daB das Vibrationsmoment V; fiir den dort zugrundegelegten
ungeddmpften Schwinger verschwinden wiirde. Die Situation &ndert sich jedoch bei Beriicksichtigung
einer geschwindigkeitsproportionalen Didmpfung:

M3 + bi + cx = mye; (@ cospy + Py sin ;) (55)
Mit dem Ansatz (14) und den Beziehungen (29) folgt
M3 + bi + cx = m1e10% cos(Qt + ay) (56)
und man erhilt die stationire Losung
z=A-cos(Q + a; —P) (57)
mit
A:% - €1 taLn<I>-—-~12ﬂ 7= -] i
V(L= 12)? + 2022

¥ = 58
—7 - V=se= (5

Nach Ersetzen von ¢; (t) gema dem Ansatz (14) und Mittelung folgt aus Gleichung (12) Gleichung (15)
mit der Partialwinkelgeschwindigkeit (16).
Mit & gem&fl Beziehung (57) erhilt man nach Auswertung des Integrals in Gleichung (20)
5
I ce? (59)

ﬂ{)z
M7 (1-n2)*+ 4922

1.
% = —§f1As1n<I>=—(

Das Vibrationsmoment ist von a; unabhingig. Damit ist jeder konstante Wert von aj eine Losung der
Gleichung (15), und der konkrete Wert von a; ist bedeutungslos im Sinne einer Zeitnullpunktverschie-
bung.

Unter der Voraussetzung der Konstanz von «; erhilt man aus Gleichung (15) mit dem Vibrationsmoment
(59) die folgende Gleichung zur Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit €2:

19775 2

o ce? (60)

2
k1Q =k Q — (f/l—) (1= ) 1 0%

Aufgrund der Dampfung gilt Q < Q;, und im ddmpfungsfreien Fall stimmt die mittlere Winkelgeschwin-
digkeit mit der Partialwinkelgeschwindigkeit {iberein.

Fiir den kleinen schnellen Anteil der Rotorbewegung erhilt man wieder
Jith + kihy = mae i sin(Qt + o) — Vi
bzw.
7 ; 1 i 0
Jipr + ki = — = sin(2(0% + o) — @) (61)
2/(1 = 72)” + 4022 ©

Auch hier kénnen die Ergebnisse unmittelbar auf ein System entsprechend Bild 1b) iibertragen werden.

Bei der Simulation mit dem Gleichungssystem (12), (55) erhélt man fiir kleine Werte von k; in Reso-
nanznghe einen Spungeffekt, der auch als SOMMERFELD-Effekt bezeichnet wird. Bild 5 zeigt die Abhingig-
keit der Rotorwinkelgeschwindigkeit © von der Partialwinkelgeschwindigkeit ; fiir die Systemparameter
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Bild 5. Simulationsbeispiel zur Beriicksichtigung der Dampfung

M =1kg, b =1,2566 kg/s, ¢ = 472 N/m, m; = 0,1M, &; = 0,01 m, k; = 3,0-10~5 Nms beim
Resonanzdurchgang mit quasistatisch wachsendem bzw. fallendem LY. Die durch die diinne Linie gekenn-
zeichnete Kurve ergibt sich aus Gleichung (60). Die Simulationsergebnisse sind durch die dicke Vollinie
dargestellt. Gleichung (60) liefert im Resonanzbereich 3 mogliche Winkelgeschwindigkeiten Q bei vorge-
gebener Partialwinkelgeschwindigkeit (2. Im Ergebnis der Simulation zeigt sich, da8 bei Erhohung der
Partialwinkelgeschwindigkeit, ausgehend von einem unterkritischen Wert, der untere Kurvenast durchlau-
fen wird und dann ein sprunghafter Anstieg von (2 in den iiberkritischen Bereich erfolgt. Beim Absenken
von {1, ausgehend von einem iiberkritischen Wert, wird der obere Kurvenast durchlaufen bis zum Sprung
in den unterkritischen Bereich. Der mittlere Kurvenast ist instabil und kann in der Simulation nicht rea-
lisiert werden. Auflerhalb des Resonanzbereiches stimmen die Simulationsergebnisse gut mit der Kurve
nach Gleichumg (60) iiberein.

Weitere interessante Effekte konnen durch die Beriicksichtigung der Dampfung des Schwingers bei der
Selbstsynchronisation und beim automatischen Wuchten untersucht werden.

3 Nichtangetriebener Rotor mit gedimpften Schwingern

Bei nicht-starren Rotoren kann der rotatorische Bewegungszustand durch innere Dampfung beeinflufit
werden. Dieses Phanomen soll an einem einfachen Modell eines nichtangetriebenen Rotors im Schwerefeld
ndherungsweise behandelt werden (Bild 6).

Eine homogene, vertikal angeordnete Kreisscheibe kann sich beziiglich einer raumfesten horizontalen
Achse durch ihren Mittelpunkt mit dem Massentréigheitsmoment Jo frei drehen (Koordinate ). In einer
mitrotierenden Fiihrung trégt die Scheibe zusitzlich zwei jeweils iiber eine Feder mit der Steifigkeit
c und einen viskosen Dampfer mit der Dampfungskonstante b gefesselte Massenpunkte der Masse m
(Koordinaten z;, ).

Fiir eine Anfangswinkelgeschwindigkeit
Pp(t=0)=9Q (62)

soll der Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Verlauf () ndherungsweise ermittelt werden.
Mit

P1:=1¢ p2i=p+m (63)
liefern der Impulssatz fiir die Schwinger und der Drehimpulssatz fiir die Scheibe die Bewegungsgleichungen

mZ; + bi; + cx; = m(R + z;)¢> — mgcosp; i=1,2, (64)

2
% { {JO ~+ mZ(R + xi)2:! QD} = mg(:vl e 1152) sin<p (65)

i=1
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Bild 6. Nichtangetriebener Rotor mit gedampften Schwingern

Im Falle g = 0 wére

Q2
° R wl = — (66)

o(t) = Qo = konst. e e
@) 0 ons = wa — Q3 m

eine Losung der Bewegungsgleichung. Im allgemeinen Fall resultiert aus der Schwerkraft eine Erregung
der Schwinger. In diesem Fall wird fiir die Winkelgeschwindigkeit im Sinne der Methode der direkten
Bewegungsteilung folgende Zerlegung vorgenommen:

@(t) = Q(t) + 9(¢, Q) ~ Q1) (67)

Dabei wird §(t) als langsam verdnderlicher und (¢, Qt) als kleiner, ndherungsweise periodisch von der
»schnellen Zeit“ 2t abhéngiger Anteil betrachtet.

Damit nehmen die Bewegungsgleichungen (64) niherungsweise die folgende Gestalt an:

mi; + bi; + (c — mQ?)z; = mRQ? 4 (—1)'mg cos Ot i=1,2 (68)
Da €(t) langsam verinderlich ist,
dQ
2« 0? 9
a < (69)
diirfen die Gleichungen (68) niherungsweise unter der Annahme
Q = konst. (70)
gel6st werden.
Unter der Voraussetzung
m? <c (71)
haben die Gleichungen (68) die Q-frequenten stationiren Losungen
02 :
p— 1
T; = W R+ (—1) -A- COS(Qt e (I>) (72)
. 250 b
A= 9 tan@:z—zm wgtzi 6—:2— (73)
\/ (w2, — 202)° + 45202 Wt = m

Fiir die rechte Seite der Gleichung (65) erhilt man wegen
1 — T2 = —2A - cos( — P) (74)
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nach Mittelung iiber eine Periode hinsichtlich der schnellen Zeit §t

27
1
7 /mg(:cl — L2)sinUd(Qt) = ~m-g-A-sind (75)
T
0
Mit tan & 2092
: an
sin® = s = (76)

Vitta®®  fop 902) | apq

folgt schliefilich als Differentialgleichung der langsamen Anderung der Winkelgeschwindigkeit Q(¢) des
Q=-mg? (77

Rotors
we, 2
Jo+2m (“s R)
° w — 02 (w2 — 202)% + 46202

Diese Gleichung kann unmittelbar mittels Trennung der Variablen integriert werden.

200

Darf man noch
w2 > 202 wZ, > 462 (78)

voraussetzen, so wird Gleichung (77) linear:
(Jo+2mR*) Q+ krQ =0 (79)
mit der Ersatz-Lagerdampfungskonstanten

2mg26§
kr=""% (80)

Wst

Gleichung (79) hat fiir die Anfangsbedingung (62) die Losung
Q(t) = Qq - e*rt (81)

mit omas
mg
i S e 82
R wi (Jo + 2mR2) (82)
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Bild 7. Winkelgeschwindigkeit als Funktion der Zeit
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Fiir R=10cm, Jo=0,02 kgm?, m=1kg, ws =505, ¥4 = -2 =0, 02 folgt z.B.

Wst

1 ~1
1208,9° {#3)

d=1s" 0p =

In Bild 7 ist die Winkelgeschwindigkeit ¢ = Q der Scheibe iiber der Zeit dargestellt. Es wurden die obi-
gen Zahlenwerte und eine Anfangswinkelgeschwindigkeit 9 = 20 s~ verwendet. Die obere Kurve zeigt
den Verlauf entsprechend Gleichung (81), die untere ist das Ergebnis einer numerischen Simulation der
Gleichung (77). Die im unteren Zeitbereich dazwischen liegende Kurve wurde durch numerische Simula-
tion der Bewegungsgleichungen (64) und (65) ermittelt. Dazu muBten auch Anfangsbedingungen fiir die
Auslenkungen z; und x5 der beiden Massen festgelegt werden. Die Anfangsauslenkungen der Massen fiir

= 0 wurden entsprechend der Auslenkung infolge der wirkenden Fliehkrifte bei der Anfangswinkelge-
schwindigkeit 9 nach Gleichung (66) zu z; = 25 = 0,019 m bestimmt.

Zu Beginn des Auslaufvorgangs ergibt sich fiir die Winkelgeschwindigkeit als Ergebnis der numerischen
Simulation der Gleichungen (64) und (65) ein Verlauf, der zwischen den Ergebnissen nach den Beziechungen
(77) und (81) liegt. Mit wachsender Zeit ist zunehmend deutlicher der dem monoton abnehmenden Verlauf
liberlagerte, kleine, schwingende Anteil der Winkelgeschwindigkeit zu erkennen. Ab ca. ¢t = 4000 s rotiert
die Scheibe nicht mehr, und es kommt zu Pendelbewegungen der Scheibe.
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