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Grundlegende Konzepte in der Theorie Poroser Medien

W. Ehlers

Mit der Theorie Poroser Medien (TPM) liegt ein generelles kontinuumsmechanisch und thermodynamisch
fundiertes Konzept zur makroskopischen Beschreibung allgemeiner Mehrphasenmaterialien vor. Insbesondere
zielt die Theorie auf die Behandlung von ganz oder teilweise fluidgesittigten, porosen Festkorpermaterialien
ab. Damit wird eine exzellente Grundlage fiir die Behandlung einer grofen Anzahl von ingenieurwissenschaft-
lichen Fragestellungen und diversen Problemstellungen aus dem Gebiet der angewandten Naturwissenschaften
bereitgestellt.

1 Motivation

In viclen Bereichen der Ingenieurpraxis und der angewandten Naturwissenschaften miissen Probleme behandelt
werden, die sich nicht in die klassischen Disziplinen ,,Festkorpermechanik* oder ,,Strdmungsmechanik® ein-
ordnen lassen, weil sie cinc ganzheitliche Betrachtung eines gekoppelten Festkérper-Fluid-Problems verlangen
(Porose Medien). In die Klasse solcher Probleme fallen etwa geomechanische Fragestellungen, wie z. B. das
klassische Konsolidationsproblem, Fragen zur ErschlieBung und zur Ausbeutung natiirlicher Ol- und Gaslager-
stitten, Untersuchungen zum kurz- oder langzeitlichen Verhalten groBer Eismassen, wie z. B. der kontinenta-
len Eisschilde, aber auch Fragen der Biomechanik, wenn z. B. natiirliches, blutdurchstromtes Gewebe mecha-
nisch untersucht werden soll. Die Behandlung solcher Probleme mit Hilfe kontinuumsmechanischer Methoden,
also weitestgehend im Rahmen einer phdnomenologischen Betrachtungsweise, stellt zunichst die Frage nach
dem Grad der Homogenisierung; d. h. es muB} a priori entschieden werden, ob man (1) jedes Material fiir sich
auf dem von diesem Material eingenommenen Gebiet mit den Mitteln der klassischen Kontinuumsmechanik
der Einphasenmaterialien beschreiben will, oder ob man (2) von vornherein eine konzeptionelle Durch-
schnittsbildung iiber das gesamte Gebiet aus Festkorper- und Fluidanteilen durchfiihrt und dann von einem
statistisch gemittelten, ,,verschmierten” Mehrphasenkontinuum ausgeht. Beide Vorgehensweisen haben Tradi-
tion und sind durch spezielle Vor- und Nachteile gekennzeichnet.

Der Vorteil der ersten Methode liegt in der Tatsache, daB man jeden Teilkorper auf der Grundlage seiner eige-
nen Bewegung (vgl. Bild 1) unter Voraussetzung der (héufig bereits bekannten) Konstitutivgleichungen des
entsprechenden Einphasenmaterials beschreiben kann. Auf der anderen Seite muf man jedoch geeignete Uber-
gangs- und Kontaktbedingungen formulieren, mit denen die Kopplungsmechanismen an den inneren Oberfli-
chen des Gesamtkorpers erfait werden konnen. Und genau an dieser Stelle liegt das eigentliche Problem dieser
Vorgehensweise, indem néamlich, abgesehen von einigen industriell gefertigten, fluidgesittigten Festkorpern,
wie z. B. StoBddmpfern oder Schwingungsddmpfern fiir Industriemaschinen, die Geometrie der inneren Poren-
struktur ebenso unbekannt ist (und in der Regel auch bleibt) wie die duBere Geometrie der Einzelkorper von
natiirlichen Granulaten, z. B. Sandbdden. Aus diesem enormen Nachteil, der diese Vorgehensweise in den mei-
sten Fillen sogar unmdglich macht, ergibt sich die Notwendigkeit zur Durchschnittsbildung. Damit gibt man
sich prinzipiell mit Informationen zufrieden, die nicht das einzelne Material mit der aus der klassischen Konti-
nuumsmechanik gewohnten Genauigkeit beschreiben, sondern die die jeweiligen lokalen physikalischen Eigen-
schaften der Teilkorper lediglich im Mittel wiedergeben. Um statistische Aussagen als reprisentative Aussagen
werten zu konnen, muBl man voraussetzen, daB (a) der betrachtete Bereich groB genug ist, um eine statistische
Aussage zuzulassen und daf (b) die lokalen Substrukturen, z. B. die KorngroBen eines Granulats oder die lo-
kale Verteilung der Konstituierenden im Kontrollraum, fein genug sind, um die verschmierte Modellbildung zu
gestatten. Grundsiizlich ist es unerheblich, ob man die Durchschnittsbildung tatséchlich ausfiihrt, indem man
entweder eine allgemeine mathematische Durchschnittsbildungstheorie bemiiht (vgl. z. B. Hassanizadeh und
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Gray, 1979a, b) oder Untersuchungen an einer wie auch immer gestalteten Einheitszelle ausfiihrt, oder ob man
einen gedachten, virtuellen DurchschnittsbildungsprozeB voraussetzt, und sich dann nur noch mit den gemittel-
ten GroBen befafit. In beiden Fillen erhilt man ein Kontinuum mit statistisch verteilten, de facto unvermisch-
baren Konstituierenden, bei dem man davon ausgeht, daff sich alle am Gesamtkorper beteiligten Materialien
nach der Durchschnittsbildung gleichzeitig und gemeinsam im gesamten Kontrollraum befinden, vgl. Bild 2.
Diese Vorstellung fiihrt automatisch auf die aus der Theorie der mischbaren Materialien (Mischungstheorie)
bekannte Axiomatik von heterogen aus verschiedenen Stoffen konstituierten, superponierten Kontinua mit
inneren Wechselwirkungen, durch die man die internen Kopplungsmechanismen zwischen den Phasen be-
schreibt. Beziiglich der klassischen Mischungstheorie, die urspriinglich zur makroskopischen Beschreibung
von Gas- und anderen Fluidmischungen entwickelt worden ist, sei in diesem Zusammenhang auf Arbeiten von
Truesdell (1957), Truesdell und Toupin (1960) sowie Bowen (1976) verwiesen.

Bild 1. Gekoppeltes Festkorper-Fluid-Problem mit individuellen Bewegungsfunktionen
der Teilkorper; Referenzkonfiguration (links) und aktuelle Konfiguration (rechts)

Da die Mischungstheorie kein volumetrisches MaB fiir die Anteile der die Mischung konstituierenden Teilkér-
per enthilt, wird zur Beschreibung allgemeiner Mehrphasenmaterialien und insbesondere zur Beschreibung
von Porsen Medien, also gekoppelter Festkorper-Fluid-Aggregate, zusdtzlich vom Konzept der Volumenan-
teile Gebrauch gemacht. Damit ist die Theorie Poréser Medien definiert als eine Kontinuumstheorie fiir mehr-

phasige Materialien, die sich aus den Elementen ,Mischungstheorie* und ,,Konzept der Volumenanteile* zu-
sammensetzt.

Bild 2. Geometrischer Aufbau (links) und statistisches Ersatzmodell (rechts)
eines fluidgesittigten granularen Festkorpers

Das Konzept der Volumenanteile, das bereits Ende des achtzehnten Jahrhunderts und erneut Mitte des neun-
zehnten Jahrhunderts formuliert wurde (Woltman, 1794; Delesse, 1848) wurde schon in den klassischen Arbei-
ten zur Behandlung des Konsolidationsproblems angewandt, vgl. z. B. Biot (1935, 1941, 1956) oder Heinrich
und Desoyer (1955, 1956, 1961). Einen exzellenten Uberblick iiber die historische Entwicklung der TPM, ins-
besondere hinsichtlich der fritheren Jahre, gibt de Boer (1995). Das Konsolidationsproblem, vgl. Bild 3, ist im
iibrigen dadurch gekennzeichnet, daB das Aufbringen einer zusitzlichen duBeren Belastung (z. B. durch ein
Bauwerk) auf einen fliissigkeitsgesittigten Boden zu zeitabhédngigen Deformationen fiihrt, die begleitet werden
von einem ProzeB austretenden Porenwassers. Der Konsolidationsproze ist dann abgeschlossen, wenn die
effektive Spannung des Bodens, die iiber ein Konstitutivgesetz mit der Festkorperdeformation verbunden ist,
einen neuen Gleichgewichtszustand mit der duBeren Zusatzlast bildet.
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Bild 3. Schematische Darstellung des klassischen Konsolidationsproblems

In der vorliegenden Arbeit sollen die grundlegenden Konzepte der Theorie Pordser Medien vorgestellt werden.
Dabei soll nicht eingegangen werden auf die Darstellung der theoretischen Durchschnittsbildung
(Hassanizadeh und Gray, 1979a, b; de Boer et al., 1991; Plischka, 1992) oder auf die Vorgehensweise inner-
halb Lagrangescher Formulierungsmodelle (vgl. z. B. Ehlers und Kubik, 1994). AuBerdem soll der gesamte
Bereich der konstitutiven Modellbildung fiir Porgse Medien ebenso ausgeklammert bleiben wie die numerische
Behandlung von Anfangs-Randwertproblemen gekoppelter Festkorper-Fluid-Aggregate, z. B. mit Hilfe der
Methode der finiten Elemente. Der interessierte Leser sei in diesem Zusammenhang auf Arbeiten von Bowen
(1980, 1982), de Boer und Ehlers (1986, 1990a, b), Coussy (1994), Diebels und Ehlers (1996), Ehlers (1989,
1991, 1993a, b, 1995), Ehlers und Diebels (1995), Ehlers et al. (1995a), Prévost (1982, 1986), Schrefler et al.
(1993), Simoni und Schrefler (1987), Wunderlich und Cramer (1991), Zienkiewicz und Shiomi (1984) sowic
Zienkiewicz et al. (1990) verwiesen. Dartiber hinaus konnen mikropolare Freiheitsgrade entweder fiir alle Kon-
stituierenden des Gesamtmodells zugelassen werden (Diebels und Ehlers, 1995), oder man beschrinkt sich
innerhalb dieser Vorgehensweise auf ein mikropolares Festkorperskelett mit nicht-polaren Poreninhalten, so
daB es gelingt, lokale Korndrehungen eines granularen Festkorpergeriists zumindest im Mittel zu erfassen
(Ehlers et al., 1995b). Auf die Einbeziehung von zusitzlichen mikropolaren Freiheitsgraden, die man z. B. fiir
die numerische Untersuchung von Scherbandbildungen benotigt (Ehlers et al., 1995b), wird im folgenden eben-
falls verzichtet.

Beziiglich der verwendeten direkten Tensornotation sei auf de Boer (1982) verwiesen.

2 Das Konzept der Volumenanteile

Im Rahmen der konzeptionellen Modellbildung in der Theorie Pordser Medien geht man davon aus, daB sich
alle k am Gesamtmodell beteiligten Partialkérper (pordser Festkorper und & -1 Poreninhaltsstoffe) im Zustand
idealer Unordnung befinden, also statistisch iiber den Kontrollraum verteilt sind. Diese Voraussetzung fiihrt im
Zusammenhang mit einem virtuellen oder einem ausgefiihrten Durchschnittsbildungsprozef auf ein statisti-

sches Ersatzmodell ¢ mit superponierten und interagierenden Konstituierenden (pa (oe=1,..., k):

k
0= ¢ (1)

a=1

An jedem Punkt des Kontrollraums befinden sich demnach gleichzeitig materielle Punkte X* aller k& Konstituie-
renden, so daB die mathematischen Funktionen zur Beschreibung der geometrischen und physikalischen Eigen-
schaften der Teilkorper in jedem Raumpunkt des Kontrollraums definiert sind (Feldfunktionen).
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Das Volumen V des Korpers & resultiert aus der Summe der Partialvolumina V * der Konstituierenden (pa in

Z:

v:jdv:iv‘* mit V“:Jdv“=Jn“dv )
2 o=1 @ #

Die GroBe n” ist damit definiert als der lokale Quotient des Volumenelements dv* von ©" bezogen auf das Vo-
lumenelement dv von @

o
a:dv

dv

n

3)

Die Beziehungen (2) und (3) reprisentieren das Konzept der Volumenanteile. Mit Gleichung (2) gilt die Sétti-
gungsbedingung

k
Y nt=1 )
a=1
Ist das Gesamtvolumen V groBer als die Summe der Partialvolumina der Teilkorper, d. h. liegen teilgesittigte
oder leere Festkorperskelette vor, dann gilt abweichend von den Gleichungen (2) und (4)

k k

V>ZV°‘ mit zn‘*<1 (5)

a=1 o=1

Verbunden mit der Definition der Volumenanteile n* ist die Einfithrung von zwei unterschiedlichen Dichte-
funktionen fiir jede Konstituierende (pa:

o
e effektive Dichte:  p% =97
dv
()
03
« Partialdichte: B
dv

Die effektive (bzw. materielle) Dichte paR bezicht die lokale Masse dm” auf das Volumenelement dv”, wihrend

die partielle (bzw. globale) Dichte pa dieselbe lokale Masse auf das Volumenelement dv bezieht. Damit folgt
unmittelbar, dafl die Dichtefunktionen iiber die Volumenanteile gekoppelt sind:

OLRd o
dm® = s - p%=np*= (7
p% dv

Mit Hilfe dieser Beziehung kann im iibrigen unmittelbar darauf geschlossen werden, daB die Eigenschaft ma-

terieller Inkompressibilitit von (pa wegen paR = konst. nicht gleichbedeutend ist mit der Eigenschaft globaler
Inkompressibilitit dieser Konstituierenden, da sich die Partialdichten immer noch dndern konnen durch Ande-

. o
rungen der Volumenanteile n .

3 Kinematik in der Theorie Poroser Medien

Innerhalb der Mischungstheorie, die als die wesentlichste Grundlage der Theorie Pordser Medien angesehen
werden muf, beschreibt man ebenso wie in der TPM superponierte Kontinua mit inneren Wechselwirkungen
und individuellen Bewegungszustinden. Mit dieser Modellbildung geht man davon aus, daB zu jeder Zeit ¢
jeder Raumpunkt x der aktuellen Konfiguration gleichzeitig von materiellen Punkten X * aller Konstituieren-
den @* (a0 = S: Festkorperskelett, o = B: k-1 Porenfluide) eingenommen wird, die aus unterschiedlichen Refe-
renzlagen X, zur Zeit ¢, stammen, vgl. Bild 4.
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Bild 4. Bewegungszustand eines bindren Modells

Jede Konstituierende besitzt eine eindeutige Bewegungsfunktion
x= Yy Xap ()

so daB sich an jedem Raumpunkt zur Zeit ¢ nur ein materieller Punkt X “ von (pa befinden kann. Die Forderung
nach einer ein-eindeutigen Bewegung, bei der jedem materiellen Punkt X * eine eindeutige Referenzlage X, zur

Zeit 1y zugewiesen wird, setzt die Existenz inverser Bewegungsfunktionen x&l im Zusammenhang mit nicht-

singuldren Jacobischen Determinanten J, voraus:

Mo

Xy =%a (%, 1) Jo =det=220 ©))

o

Es folgt aus Gleichung (8), daB jeder Konstituierenden ein eigenes Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld
zugeordnet ist (Lagrangesche Beschreibung):

I 9y, (Xt noo9ty, (Xt
Xa: xOﬂ( o ) XQ(: xot(zoi ) (10)
ot ot
Mit Hilfe der inversen Bewegungsfunktion (9) ergibt sich daraus (Eulersche Beschreibung):
/ / "o
R, = G, ] Xq =Xg (X, 1) (1)
Die Mischungsgeschwindigkeit
1 & 7 k
X=52p°‘ X, mit p=2p°‘ (12)

a=1 o=1

kennzeichnet die baryzentrische bzw. die lokale Schwerpunktsgeschwindigkeit des Gesamtkorpers. Die GroRe
p gibt die sogenannte Mischungsdichte an.
Nimmt man an, da I" eine beliebige, stetige und hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion von (x, f) ist,

/
dann lautet die materielle Zeijtableitung von I', die mit der Geschwindigkeit x, der Konstituierenden ¢* gebil-
det wird:
4 d ar !

MNo =2 = — + gradT"-x (13)

(e dt o B *
Das Symbol ,,grad* kennzeichnet darin die partielle Ableitung nach dem Ortsvektor x der aktuellen Konfigura-
tion. Analog zu Gleichung (13) bildet man die sogenannte Mischungsableitung von T :

: d ar
I'=—TI = — + gradT"-x 14
dt ot & W
Bei der Beschreibung von gekoppelten Festkorper-Fluid-Problemen kann es von Vorteil sein, die Festkérper-
bewegung in der Lagrangeschen Form mit Hilfe des Verschiebungsvektors ug darzustellen, wihrend fiir die -1
Porenfluide mit der Sicker- bzw. Diffusionsgeschwindigkeit wg eine modifizierte Eulersche Beschreibung rela-
tiv zum sich deformierenden Festkorper gewihlt wird:
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I
ug =x— X Wp =X — Xg (15)

Ohne die Phaseneigenschaft der Konstituierenden ¢* a priori zu spezifizieren, bildet man mit den Gleichungen
(8) und (9) den materiellen Deformationsgradienten F,, und den inversen Deformationsgradienten F, Le

F, =Grad, x F,' =grad X, (16)

Das Symbol ,,Grad," kennzeichnet darin die partielle Ableitung nach dem Ortsvektor X, der Referenzlage von
¢°. Da die Jacobische Determinante J, bei ein-eindeutiger Bewegung immer verschieden von Null sein mu8, ist
der Bereich von det F, wegen det Fy(#,) = 1 auf positive Werte beschrénkt:

detFo, >0 17

Mit der multiplikativen Zerlegung der Deformation F, in eine durch det F, charakterisierte reine Volumen-
dehnung und einen isochoren Anteil F,

1/3 =

F, =(detF,) " F,  mit detF, =1 (18)

1aBt sich mit Hilfe der Symmetriegruppe fiir Fluide (isotrope Fluidkristalle) leicht zeigen (Cross, 1973; Ehlers,
1989), daB der Deformationsgradient Fy fiir Fluide (pﬁ nur die folgende Form annehmen kann:

Fy = (detFy) 1 (19)

Dabei ist I der Fundamentaltensor 2. Stufe (Identitétstensor). Unabhingig davon, ob die betrachtete Konstituie-
rende ein Festkorper oder ein Fluid ist, erhilt man fiir den rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten Ly, von ¢*

/
L, = gradx, - (20)

(..)Tist der zu (...) gehorende transponierte Tensor. Die Gréfen D, und W, reprisentieren als symmetrischer
und schiefsymmetrischer Anteil von L, den Deformationsgeschwindigkeitstensor und den Drehgeschwindig-
keitstensor (Wirbeltensor) von ¢°.

Zusammenfassend kann man feststellen, da die Kinematik der Mischung ¢ ihrem Charakter nach der Kine-
matik eines Einphasen-Fluids gleicht, da die Mischung ebenso wie das Fluid nicht iiber eine ausgezeichnete
Referenzlage verfiigt und damit nur in ihrer jeweiligen aktuellen Konfiguration sinnvoll beschrieben werden
kann.

4 Bilanzrelationen in der Theorie Pordser Medien
Die Diskussion von Bilanzrelationen fiir Mehrphasenmaterialien basiert auf den von Truesdell eingefiihrten
,-Methaphysischen Prinzipien* der Mischungstheorie (vgl. Truesdell, 1984, S. 221):

1. All properties of the mixture must be mathematical consequences of properties of the constituents.

2. So as to describe the motion of a constituent, we may in imagination isolate it from the rest of the mixture,
provided we allow properly for the actions of the other constituents upon it.

3. The motion of the mixture is governed by the same equations as is a single body.

Grundlage der Truesdellschen Prinzipien ist die Idee, daB sich dic Bilanzrclationen sowohl fiir die Konstitu-

ierenden @” als auch fiir den ganzen Mehrphasenkorper ¢ = Zk lcp“ in Analogie zu den Bilanzgleichungen
o=
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der klassischen Kontinuumsmechanik der Einphasenmaterialien darstellen lassen, sofern man den Kopplungs-
mechanismen (Produktionsgrofien) zwischen den Phasen @* gebiihrend Rechnung trégt.

Die allgemeinen Bilanzrelationen fiir den Mehrphasenkorper @ kénnen daher direkt aus der klassischen Konti-
nuumsmechanik der Einphasenmaterialien iibernommen werden.

%jwdv = J(q)-n)da + jcdv + J\Ifdv

B s 2 & 21)
%de\/ = J‘(db n)da + J(de + J\]Aldv

@B s @ P

Darin ist y bzw. ¥ die volumenspezifische, skalar- oder vektorwertige Dichte der zu bilanzierenden mechani-
schen GroBe (d. h. Massendichte, BewegungsgroBe, Drall, innere Energie oder Entropie), ¢ - n bzw. @ n ist die
Ober(ldchendichte (bzw. der AusfluBl) der mechanischen GroRe infolge duBerer Nahwirkung, n ist der nach
auBen orientierte Oberflachennormaleneinheitsvektor, ¢ bzw. G ist die Zufuhr der mechanischen Grofe infolge

duBerer Fernwirkung, { bzw. { ist die Produktion der mechanischen GroBe infolge méglicher Kopplungs-

mechanismen zwischen @ und der Umgebung von ¢. Differentiation der linken Seite von Gleichung (21) und

Umformung der in Gleichung (21) enthaltenen Oberfldchenintegrale in Volumenintegrale liefert unter Voraus-
setzung stetiger Integranten die lokalen Bilanzrelationen

Y+ ydivk = divg + 6 +
Y + ydivk = diveg + 6 +

|

(22)

Die speziellen Bilanzen fiir Masse, BewegungsgroBe (Impuls), Drall, Energie und Entropie werden in der iibli-
chen Weise axiomatisch eingefiihrt und kénnen mit Hilfe der globalen und der lokalen Formen der allgemeinen
Bilanzrelation dargestellt werden, vgl. Tabelle 1.

vy ¢, ® 0,0 V. ¥
Masse p 0 0 0
Impuls p X T pb 0
Drall xx(p x) xxT xx(p b) 0
Energie ple+ ;% %) T % -q pb- % +1) 0
Entropie pM -0 on A

Tabelle 1. Bilanzrelationen fiir das Mehrphasenkontinuum ¢

Neben den im vorangegangenen bereits angegebenen GroBen sind in Tabelle 1: T der Cauchysche Span-
nungstensor, b die duBere Volumenkraft pro Masseneinheit, € die spezifische innere Energie, q der Wirmezu-
fluf infolge duBerer Nahwirkung, r die Warmezufuhr infolge duBerer Fernwirkung, m die spezifische Entropie,
¢n der Entropiezufluvektor infolge duBerer Nahwirkung, o, die Entropiezufuhr infolge duBerer Fernwirkung
und M die volumenspezifische, niemals negative Entropieproduktion des Gesamtmodells. Einsetzen der in
Tabelle 1 aufgelisteten GroBen in die lokalen Bilanzrelationen (22) liefert bei Beachtung der jeweils

»niedrigeren” Bilanzen die folgenden, aus der Theorie der Einkomponentenkontinua bekannten Aussagen, vgl.
z. B. Hutter (1977) und Haupt (1993):
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. Massenbilanz: p+pdivk=0

. Impulsbilanz: px=divT +pb

. Drallbilanz: 0=IxT - T=T" (23)
. Energiebilanz: pé=T -L+pr—divq

o Entropieungleichung: p1M = div (“¢n) F Gy

Das in (23); verwendete duBere Vektorprodukt zwischen den Tensoren I und T kennzeichnet den zweifachen
axialen Vektor, der dem schiefsymmetrischen Anteil von T zugeordnet ist.

In der Theorie der Einkomponentenmaterialien ist es iblich (und richtig), fiir den Entropiezufluff und die
Entropiezufuhr ebenso wie fiir die duere Volumenkraft (f = p b) a priori Konstitutivgleichungen der Form

1 1
¢n:—®“q Oy =6pr (24)

einzufiihren. Darin ist © die absolute Kelvinsche Temperatur. Mit den Gleichungen (24) und (23)s erhilt die
Entropieungleichung des Einphasenmaterials dann folgende Form:

. 1 1
> div| -—-q |4 = 25
PN IV( GQ) ~ (25)

Die Ubertragung dieser Ungleichung auf mehrphasige Materialien fiihrt allerdings zu falschen Ergebnissen und
kann daher nicht benutzt werden. Dieses Problem hat in der Literatur der sechziger Jahre zu erheblichen Irri-
tationen gefiihrt, die einen {iber mehr als fiinf Jahre anhaltenden Disput ausgelost haben (Ehlers, 1989).

Entsprechend den Truesdellschen Prinzipien erhélt man die globalen Formen der allgemeinen Bilanzrelationen
fiir jede Konstituierende ¢* des Mehrphasenkontinuums ¢ in direkter Analogie zu den Gleichungen (21).

C:Z—‘;Jw“dv:'[(q)o‘ -n)da + jc“ dv + Jﬁ/“dv
# 2

s B (26)
d &
d—‘;J‘\pa dv ZJ(®Q n)da + J.Gadv + I\V“dv
Zz s & B

Die darin enthaltenen mechanischen GroBen (...)* haben dieselbe Bedeutung fiir ¢°%, die die in den Gleichungen
(21) enthaltenen GroBen (...) fiir @ besitzen. Differentiation der linken Seite von Gleichung (26) und
Umformung der Oberflidchen- in Volumenintegrale liefert fiir stetige Integranden die lokalen Formen

/ /
(w“)a+\u°‘divxa =diV¢a +c° +\/|)u (27)

/ /
(\p“) +y*divy, =diva® + 6% + ¢
o

Die Voraussetzung der Truesdellschen metaphysischen Prinzipien bedingt auf der einen Seite, daf die lokalen
Bilanzrelationen des gesamten Mehrphasenkontinuums ¢ durch die Bilanzen (22) des entsprechenden Einpha-
senkorpers gegeben sind. Auf der anderen Seite miissen sich diese Bilanzen aber als Summe der lokalen Bi-
lanzrelationen (27) aller k Konstituierenden ¢ darstcllen lassen. Aus dicscr Forderung ergeben sich Zwangs-
bedingungen in der Form von Summenrelationen. Fiir eine vektorwertige mechanische GroBe erhilt man z. B.
die folgenden Aussagen:
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. mechanische GroBe: y = v

. FluB ®On=) {(I)“—W“@(xa—xﬂn
(28)
. Zufuhr ; c = Zk 1 o’
o=
. Produktion : v o= zk l\flo‘
o=

Entsprechende Zwangsbedingungen konnen fiir eine skalarwertige mechanische Grofe direkt aus den Glei-
chungen (28) geschlossen werden.

Die speziellen Bilanzen fiir Masse, Bewegungsgrofe (Impuls), Drall, Energie und Entropie ergeben sich in
direkter Analogie zum Einkomponentenkontinuum, sofern man fiir die Interaktionswirkung zusétzliche Pro-
duktionsterme einfiihrt. Die allgemeine Darstellung dieser Bilanzen kann Tabelle 2 entnommen werden. Die
darin enthaltenen GroBen (...)* haben fiir ¢@* dieselbe Bedeutung wie die entsprechenden GroBen aus Tabelle |

fir @. Zusitzlich ist p*die durch mogliche Massenaustauschprozesse zwischen den einzelnen Phasen ¢* des

Mehrphasenkontinuums ¢ verursachte Dichteproduktion von @% §%ist die totale Impulsproduktion von ¢°

h® ist die totale Drallproduktion, % ist die totale Energieproduktion und A% ist die totale Energieproduktion
von ¢%.

Wie in der Theorie der Einphasenmaterialien ist es fiir jede Phase ¢* des Mehrphasenkorpers ¢ moglich (und
richtig), fiir den Entropiezufluf und die Entropiezufuhr die folgenden Konstitutivannahmen zu benutzen:

1 1
O =§qa Gy =§Pa r’ (29)
Mit der Einfilhrung von ©% innerhalb der Konstitutivannahmen (29) 148t man die Moglichkeit zu, daB jede
Konstituierende @ lokal iiber eine eigene Temperaturfunktion verfiigt.

v 0%, d° &% o° e, ¢
Masse p® 0 0 pe
Impuls p* x/a T¢ p* b* §*
Drall x x (p* x/a ) xxT* x x (p* b%) h*
Energie pU(e™ + %x/(x -x/a ) T x/a -q* p*(b™* - x/a +7% e”

Entropie PN —0y oy n

Tabelle 2. Bilanzrelationen fiir die Konstituierenden ¢* des Mehrphasenkontinuums ¢

In der Mischungstheorie besteht die Mdglichkeit, die totalen Produktionsterme in einen direkten Anteil und
einen durch die ,,niedrigeren Produktionsgrofen verursachten Zusatzterm zu zerlegen.
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(30)

In Gleichung (30); kann die direkte Impulsproduktion p“ als volumenbezogene lokale Interaktionskraft zwi-

schen @* und den iibrigen Konstituierenden verstanden werden, wihrend der zweite Summand den durch die
Dichteproduktion verursachten Anteil der Impulsproduktion darstellt. Entsprechend versteht man in Gleichung

(30), die direkte Drallproduktion m® als volumenbezogenes lokales Interaktionsmoment, wihrend die iibrigen
Anteile den durch die totale Impulsproduktion verursachten Anteil der Drallproduktion reprisentieren. Die in

Gleichung (30); dargestellte gesamte Energieproduktion %, verursacht durch mechanische und nichtmechani-
sche Austauschprozesse, enthilt den direkten Anteil €%, einen durch die direkte Impulsproduktion verursach-
ten Anteil und einen Anteil, der die durch die Dichteproduktion verursachten Austauschprozesse der spezifi-
schen inneren und der kinetischen Energie enthilt. Die gesamte Entropieproduktion N von ¢%, vgl. Gleichung

(30)4, enthilt den direkten Anteil @“ sowie einen durch die Dichteproduktion verursachten Zusatzterm. Die im

direkten Vergleich zum Einkomponentenmaterial naheliegende Aussage, daB N® oder ¢* die niemals negative

Entropieproduktion von ¢* ist, wird nicht eingefiihrt. Eine solche Aussage ist zwar hinreichend, auf der ande-
ren Seite aber nicht notwendig, und stellt daher eine viel zu starke Restriktion an den thermodynamischen
Prozefl von ¢ dar; vgl. dazu die ausfiihrliche Diskussion in Ehlers (1989).

Die in Tabelle 2 zusammengestellten Bilanzrelationen liefern bei Beachtung der jeweils ,,niedrigeren Bilan-

zen, der Konstitutivgleichungen (29) und der in den Gleichungen (30) angegebenen additiven Zerlegung der
Produktionsterme die folgenden lokalen Aussagen fiir ¢%:

/
. Massenbilanz: (p“)/ +p*divx, =p*
o
1" R
. Impulsbilanz: p*x, =div T* +p*b* +p“
. Drallbilanz: 0=IxT"+m* -  T%=z (Ta)T (31)
. Energiebilanz: p* (g“)/ =T% Ly +p*r* —divq® + &
o
. Entropiebilanz: “( 0‘)/ =div . +_1_ % g
p & p n o @(l q @0( p

Die in diesen Bilanzen enthaltenen Produktionsterme sind an die folgenden Zwangsbedingungen gebunden,
vgl. Gleichung (28)4 sowie Tabelle 1 und Tabelle 2:
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o= 1
k

a=1

2o
2
zk
Z

(32)

o
k

o=l

M

Insbesondere enthélt Gleichung (32)s die axiomatische Aussage des Entropieprinzips fiir Mischungen und
andere Mehrphasenmaterialien, da namlich nicht (hinreichend) die Entropieproduktionsterme von ¢* jeweils
fiir sich niemals negativ sind, sondern daf3 nur die Summe der Entropieproduktionen als Entropieproduktion
des Gesamtkorpers (notwendig) niemals negativ sein darf.

Fiir den Zusammenhang zwischen den in den einzelnen Bilanzrelationen von @* auftretenden GroBen und den

entsprechenden GroBen von @ erhilt man die folgenden Aussagen mit Hilfe der Summenrelationen (28) sowie
den Tabellen 1 und 2:

T =Y I(T“ p*d, ®d,)
pb =3, PP

z p (8 +—d, -d )
1 (33)

z [ d +p e“da+5p°‘(da -da)da]
3L <r o a)

pn = Zazlp“ n°

Die in den Gleichungen (33) auftretende GroBe

/ .

d,=x,-x (34)

ist die Geschwindigkeit von ¢ relativ zur momentanen baryzentrischen Geschwindigkeit von ¢. Bei der An-

wendung der Mischungstheorie auf mischbare Stoffe stellt d, damit die Diffusionsgeschwindigkeit der Konsti-
tuierenden dar.

Bei der Beurteilung der physikalischen Bedeutung des Zusammenhangs zwischen den Grofen des Gesamtkor-

pers und der Summe der GroBen der Konstituierenden kann von den folgenden Interpretationen ausgegangen
werden:

* Solange kein Diffusionsprozef} existiert (d, = 0), sind alle in den Gleichungen (33) angegebenen GrofBen
des Gesamtkorpers identisch mit der Summe der entsprechenden GréBen der Konstituierenden.

* Existiert jedoch ein DiffusionsprozeB (d, # 0), dann kénnen die Summen iiber T p® €% q* und p* r* als
die sogenannten inneren Anteile bzw. die Kerne der GroBen T, p €, q und p r verstanden werden. Die von
der Diffusionsgeschwindigkeit d, abhidngenden ZusatzgroBen haben die folgende Bedeutung:
Der durch den DiffusionsprozeB verursachte Anteil des Spannungstensors T ist fiir jede Konstituierende
vergleichbar mit der Reynolds-Spannung bei der turbulenten Strémung eines Einphasenfluids. In den Aus-
druck p € geht die kinetische Diffusionsenergie der Phasen ein. Der nichtmechanische ZufluBvektor q wird
beeinfluft durch die Summe der Zufliisse infolge Diffusionsarbeit der partialen Kontaktkrifte sowie der Zu-
fluBvektoren der durch den DiffusionsprozeB erzeugten inneren und kinetischen Energien. SchlieBlich
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sitzt die dullere nichtmechanische Energiequelle pr einen Zusatzterm, der aus der Summe der Diffusions-
arbeiten der dufleren Volumenkrifte herriihrt.

Mit den Beziehungen (31) bis (33) kann das Entropieprinzip fiir Mischungen in der folgenden Form dargestellt
werden:

Z{p‘* (n“); +p%n® +div(eiq°‘]—@Lp‘x r“]ZO (35)

k
a=1 o o

Die Anwendung der Mischungsableitung auf die partialen Entropiefunktionen n® liefert anstelle von Gleichung
(35)

k k
pi > ZdiV(—G—laq“ -p*n® da) + Z&p“ r (36)

o=l a=1

Diese Form kann leicht mit der fiir das Gesamtmodell geltenden Ungleichung (23)s verglichen werden.

k k
oy =Z(§q“ +p°‘n°‘daj o =Zép°‘ re @7
a=1 a=1

Man erkennt unmittelbar, daf3 die in den Gleichungen (28) definierten Summenrelationen auch fiir den Entro-
piezuflu sowie die Entropiezufuhr gelten. Im Vergleich der Gleichungen (24) mit den Gleichungen (37) er-
kennt man auBerdem, dafl die Entropieprinzipe fiir Einphasenmaterialien und fiir Mehrphasenmaterialien nur
dann identische Ungleichungen liefern, wenn der DiffusionsprozeB verschwindet (d, = 0) und wenn zusitzlich
alle 0* € @ dieselbe Kelvinsche Temperatur (©% = ©) autweisen.

5 AbschlieBende Bemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurden die grundlegenden Konzepte der Theorie Pordser Medien (TPM) diskutiert
und in einem einheitlichen Kalkiil zusammengestellt. Die hier im Rahmen einer makroskopischen Vorgehens-
weise flir mehrphasige Materialien mit de facto unvermischbaren Konstituierenden eingefiihrte Definition der
TPM, bestehend aus den Elementen ,,Mischungstheorie* und ,,Konzept der Volumenanteile®, fiihrt auf eine in
sich konsistente Kontinuumstheorie, die sich auf eine groBe Anzahl von Problemstellungen anwenden 148t. In
der Arbeitsgruppe des Autors wurde die TPM z. B. erfolgreich angewandt, um das geometrisch nichtlineare,
elastisch-plastische Konsolidationsproblem theoretisch und numerisch zu behandeln; letzteres mit Hilfe der
Methode der finiten Elemente. Erweiterungen der TPM hinsichtlich einer zusitzlichen Erfassung der mittleren
Korndrehungen granularer Stoffe wurden unter Beriicksichtigung mikropolarer Freiheitsgrade durchgefiihrt

und auf das Lokalisierungsproblem (Scherbandbildung) der Geomechanik angewandt. Die Losung weiterer
Probleme wird folgen.
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