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Parameteridentifikation inelastischer Deformationsgesetze

R. Kreilig

Es erfolgt eine Darstellung der Vorgehensweise bei der Parameteridentifikation inelastischer Deformationsge-
setze durch Auswertung von Proben mit inhomogener Verteilung der Verzerrungen im Mef3gebiet. Da in diesem
Fall nur kinematische Groflen als lokale experimentelle Ergebnisse zur Verfiigung stehen, miissen die numeri-
schen Vergleichswerte iiber schnelle FEM-Berechnungen mit immanenter Sensitivitdatsanalyse der Materialpa-
rameter bereitgestellt werden. An einem Beispiel wird das Verfahren erfolgreich getestet.

Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr.-Ing. E.h. Dr. h. c. mult. E. Stein zum 65. Geburtstag gewidmet.

1 Einleitung

Der Bedarf an der Losung nichtlinearer Aufgaben der Festkorpermechanik ist in den letzten Jahren stidndig
gewachsen. Obwohl die dafiir notwendigen Voraussetzungen hinsichtlich Hard- und Software vorhanden sind,
kann es in Abhéngigkeit vom vorliegenden Problem nach wie vor zu mehr oder weniger groen Abweichungen
zwischen den numerischen und experimentellen Ergebnissen kommen, deren vorwiegende Ursache im
stoffabhiingigen Teil der eingesetzten Programme liegt. So stehen entweder keine geeigneten Deformations-
gesetze zur Verfiigung, oder es fehlen die darin enthaltenen Materialparameter. Deren Ermittlung bildet den
Gegenstand der nun folgenden Betrachtungen.

2 Deformationsgesetz inelastischer Korper
Als ein spezielles Beispiel wird das Deformationsgesetz der klassischen Plastizitdtstheorie bei kleinen
Verzerrungen, es bildet die Grundlage fiir den Materialteil des im Rahmen der Parameteridentifikation
eingesetzten FEM-Programms (vgl. 3.6), angegeben. An der Elastizitdtsgrenze ist die FlieBbedingung

F(o, h) = 0 (1)
erfiillt. Das lineare Elastizititsgesetz

c=Ee¢ (2)

gilt bei Beanspruchung im elastischen Bereich

F<00derF=0und<‘sT-a£=éTET§f-<0 3)
06 00

Bei Belastung in den plastischen Bereich mit

Fepudf2E - @@L 5y (4)
do Jc
lautet das Deformationsgesetz
E=¢, +&, = Ble 45,2 (5)
0c
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In diesem Fall entwickeln sich die inneren Variablen h entsprechend
h = q(c, h, p)L (6)

Die Materialsteifigkeitsmatrix C(G,h,p) entsteht aus Gleichung (5) durch Elimination von A mittels der
Konsistenzbedingung (Kreiflig, 1992).

3  Parameterermittlung

3.1 Kennzeichnung des Verfahrens

Beim Sonderfall des orthotropen Ausgangszustands (z. B. in Halbzeugen) sind Vorversuche zur Erfassung der
Elastizitdtskonstanten sowie der plastischen Anfangsanisotropie erforderlich.
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Bild 1. Vorgehensweise bei der Ermittlung der Materialparameter

Das Verfestigungsverhalten, das mit der Entwicklung einer allgemeinen Anisotropie verbunden sein kann,
wird im Biegeversuch an gekerbten Proben analysiert. Zur lastschrittweisen Aufnahme der Verschiebungen
dient das Moiréverfahren. Es schliefen sich eine feldmiBige Darstellung der Verschiebungen und eine das

Experiment begleitende FEM-Berechnung an. Letztere erfordert die Wahl eines Deformationsgesetzes und des
Startwertes fiir den Parametervektor.

Mit der gezielten Anderung des Vektors der Materialparameter und der damit verbundenen, wiederholten nu-
merischen Ermittlung des Verschiebungsfeldes wird die Anpassung an das Experiment vorgenommen. Wird
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keine zufriedenstellende Ubereinstimmung erreicht, ist es notwendig, ein anderes Deformationsgesetz zu ver-
wenden.

3.2 Vorversuche

In diesen Experimenten werden zwei glatte Proben, deren Achsen mit den Orthotropierichtungen iibereinstim-
men, zwischen den Krafteinleitungen auf reine Biegung beansprucht. Auf der Ober- und Unterseite der Proben
sind in Léngs- und Querrichtung DehnungsmeBstreifen aufgeklebt. Als Ergebnisse fallen 2 FlieBkurven und die
Verldufe der Querdehnungen an. Nach dem Abspalten der plastischen Anteile der Verzerrungsinkremente an
den Fliegrenzen und unter Annahme der Giiltigkeit der Normalenregel stehen 8 Informationen (4 FlieBspan-
nungen, 4 Anstiege der FlieBortkurve) fiir die Bestimmung der fiinf in der FlieBbedingung des ebenen Haupt-

spannungszustandes bei Orthotropie (Erweiterung der Hillschen FlieBbedingung um lineare Terme zur
Erfassung kinematischer Verschiebungen)

F=ho} —0,,0y +h 03y +2h, G +2h5Cy, +hs =0 @)

auftretenden, inneren Variablen zur Verfiigung (Kreiig u.a., 1991/92/93).
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Bild 2. Vorversuche zur Bestimmung der Elastizitétskonstanten und der inneren Variablen zur Beschreibung
der plastischen Anfangsorthotropie

3.3 Biegeversuche an gekerbten Proben

300

Bild 3. Gekerbte 4-Punkt-Biegeprobe
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Fir die Hauptversuche zur Analyse des Verfestigungsverhaltens wurden aus den folgenden Griinden gekerbte

4-Punkt-Biegeproben ausgewihlt:

- einfache Realisierung des ebenen Spannungszustandes,

- grofle Anzahl unterschiedlicher Belastungswege der bei der Auswertung beriicksichtigten, materiellen Teil-
chen in den Bereichen Zug/Zug bzw. Druck/Druck (— Parameteranpassung im Mittel),

- Moglichkeit des Wechsels der Belastungsrichtung zur sicheren Erkennung der kinematischen Verfestigung.

Die mit dem Ziel grofier Hauptspannungsverhéltnisse optimierte Probenform ist im Bild 3 dargestellt.

3.4 Messung der Verschiebungen

Zur Messung der Verschiebungen in den einzelnen Lastschritten wird das Moiréverfahren eingesetzt
(Naumann, 1992). Durch Uberlagerung der deformierten Objekt- mit den unverformten Bezugsrastern entste-
hen im Auflicht Streifen, die sogenannten Isotheten (Bild 4). Sie verkorpern Hohenlinien der Felder der Ver-
schiebungskomponenten u; und u, . Dabei sind «; und u, auf die Konfiguration des jeweils augenblicklichen

Lastschrittes bezogen. Im Bereich kleiner Verzerrungen dient die Moiréstreifenmultiplikation zur
VergroBerung der Empfindlichkeit des MeBverfahrens.

Bild 4. Tsothetenfelder fiir die Verschiebungskomponenten u; und u, im MeBfeld der gekerbten Biegeprobe

3.5 Approximative Darstellung der Verschiebungen

Die Approximation der je Lastschritt punktweise vorliegenden Verschiebungskomponenten u; und u, erfolgt
auf der Grundlage von Ansatzfunktionen der Serendipity-Klasse isoparametrischer 8-Knoten-Viereck-Elemente

(Bohnsack, 1995), vgl. Bild 5. Dabei werden die Knotenpunktverschiebungen durch Minimierung des
Funktionals

1 np 1 ny o 3
¢[=E {_‘—zakn[u(xlkn’x2kn)_uk”]2}+8_212j

[Gk [ (@3 +2a}, +73,)dG,
k=1

G

(3
+ '€2—20_1|:l() j(ul,n = Ml],n )2 dln:|

erhalten. Wihrend der 1. Term die GauBsche Fehlerquadratnorm verkorpert, dienen der 2. und 3. Term der
Gldttung innerhalb der Elemente bzw. an den Elementgrenzen. Diese Terme sichern auch dann ein regulires
Gleichungssystem, wenn in einzelnen Elementen keine MeBwerte vorliegen. Im Bild 6 sind die Ergebnisse fiir
eine Biegeprobe aus Polyurethan als Testbeispiel dargestellt. Eine numerische Losung liegt nicht vor.
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Bild 6. a) PU—Biegeprbbe sowie Hohenlinien des u;-Feldes in b) rdumlicher und c) materieller Darstellung
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Nach der Approximation der MeBwerte wurden die Hohenlinien des Verschiebungsfeldes berechnet. Sie verlau-
fen nahezu exakt durch die entsprechend gekennzeichneten MeBpunkte (Bild 6b). Da bei Biegeproben bereits
kleine Verzerrungen (¢ < 5%) mit endlichen Verschiebungen gekoppelt sind, die Parameteridentifikation aber
die Verfolgung materieller Teilchen bedingt, mufl das Verschiebungsfeld in die Ausgangskonfiguration trans-
formiert werden (Bild 6¢). Hier besitzt ein materielles Teilchen zu allen Zeiten ¢ gleiche Ortskoordinaten. Auch
dabei fillt die Kontrolle der Genauigkeit positiv aus. So miissen die Ober- und Unterseite sowie die Symmetrie-
achse der Probe nach der Transformation Geraden sein bzw. bleiben. Lediglich im Bereich des Auflagers
(Singularitét) ergaben sich auch wegen der zu geringen Anzahl von MeBpunkten Abweichungen.

3.6 Begleitende FEM-Analyse

Kriterien fiir die Auswahl eines Programms zur Ermittlung der von den Materialparametern abhédngigen, nu-

merischen Vergleichsgro3en waren

- ein geringer Modellfehler (groBe Genauigkeit der berechneten Feldgrofen),

- ein variabler Materialteil,

- die Moglichkeit der Sensitivitdtsanalyse im Zusammenhang mit der Losung des Anfangs-Randwert-Problems
und

- kurze Rechenzeiten.

Als sehr gut geeignet erwies sich das FEM-Programm PMEP der Chemnitzer DFG-Forschergruppe ,,Scientific
Parallel Computing (Michael u.a., 1995), dessen schematischer Aufbau dem Bild 7 zu entnehmen ist.

Schwache Formulierung des
Gleichgewichts ( 41 )

FEM
<O, E(V)> =<0y (V) >+<fp-f, v> = K (ups1) =1

VveV y

—— Newton-Raphson-Iteration
(Globale Iteration)
Klassische Plastizititstheorie

. . oF
E1(0n+1-(5n)=—7\n+1£Al+8n €

+1 7 ®n
h,.i-h, = j‘n+1 q(o‘n+ 1 hn+l’ p)At <~ lokale Newton-Iteration
F(0n,hpi1) =0 V x (Gauss-Punkte)
VxeQ B/ r/

le— Lose B/ (W -w/) =1’

Bild 7. Schematischer Aufbau des FEM-Programms PMEP nach Michael u.a. (1995)

Es wurde eine konsequente Newton-Linearisierung, welche aus einer globalen Newton-Raphson-Iteration zur
Berechnung der Verschiebungen und einer eingeschachtelten Newton-Iteration in den GauBpunkten zur impli-
ziten Zeitintegration des Deformationsgesetzes besteht, realisiert. Am Ende aller Iterationen eines Lastschrittes
(Zeitpunkt t,,, ) sind das Gleichgewicht und die FlieBbedingung F exakt erfiillt. Durch die Verwendung der
konsistenten Materialsteifigkeit wird eine quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens erreicht.

Die Variabilitdt des Materialteils, der die stoffabhidngigen Gleichungen der klassischen Plastizititstheorie ent-
hilt, wird mit der quadratischen FlicBbcdingung

FEhijkl(sij _aij)(skl_akl)"'ho:o )

und der Erfassung von Verfestigungsarten, welche sich mit Entwicklungsgleichungen fiir die inneren Variablen
der Form (6) darstellen lassen, gewihrleistet.
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Zum Test der Genauigkeit der mit dem Programm PMEP ermittelten Feldgroien Verschiebungen und Span-
nungen sowie einer Aufwandsanalyse wurden vergleichende Berechnungen mit dem kommerziellen FEM-Pro-
gramm MARC durchgefiihrt. Fiir den ebenen Spannungszustand besitzen beide Programme einen prinzipiell
gleichen Algorithmus. Das gewdihlte Beispiel ist eine 4-Punkt-Biegeprobe nach Bild 3, bei welcher die 30
Grobelemente einer Probenhilfte in jeweils 256 8-Knoten-Viereckelemente (level 4) unterteilt wurden (Bild 8).
Das entspricht rund 47 000 Freiheitsgraden. Bei den Berechnungen mit den beiden Programmen waren die
Vernetzung und der Elementtyp identisch. Es wurde ein isotroper und linear elastischer Werkstoff mit linearer,
isotroper Verfestigung angenommen.

Bild 8. 4-Punkt-Biegeprobe mit Grobelementen
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Bild 9. Verschiebungen uyy, und u,p fiir den Lastschritt 16

Wie dem Bild 9 entnommen werden kann, stimmen die Verschiebungen u, auf der Symmetrieachse auch nach
16 Lastschritten (&?' = 5% im Kerbgrund) sehr gut iiberein.

Wegen seines groBen Komforts wird mit dem Programm MARC fiir das obige Beispiel auf einer Workstation
Silicon Graphics Indigo (risk R 4000 Prozessor) zwangslaufig eine groBere Rechenzeit (MARC: ~ 221 min,
PMEP: ~ 175 min) benotigt. Auf einem Parallelrechner Parsytec GC Power Plus, aus Effektivititsgriinden
wurden von den 128 vorhandenen nur 16 Prozessoren genutzt, lduft das Programm PMEP noch 11 Minuten.
Um den EinfluB unterschiedlicher Prozessoren zu eliminieren, wurde eine weitere Berechnung auf der
Parsytec-Anlage mit einem Prozessor bzw. 16 Prozessoren durchgefiihrt. Infolge der begrenzten Speicherkapa-
zitdt beim Einsatz eines Prozessors konnten dabei nur 1920 Elemente (level 3, relativ grofere Anzahl von
Koppelknoten) verwendet werden. Der Zeitaufwand verringerte sich hier auf etwa 1/12 (~ 38 min bei einem
Prozessor, ~ 3 min bei 16 Prozessoren).
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3.7 Berechnung der Materialparameter, Sensitivititsanalyse

Zur Berechnung der Materialparameter muf die Zielfunktion

I m
=%ZZ{”W () ”w]z‘“[ﬁzv(l’k)—”mj]z} L)

i=1 j=1

minimiert werden (vgl. Bild 1). Als Vergleichswerte dienen die numerisch (i, (pk ), Uy (pk)) und die experi-
mentell ermittelten Verschiebungen (u,;, u,; ). Bei der Anwendung von Gradientenverfahren ist es erforder-

lich, fiir die Festlegung der Suchrichtung

Q0
=A== 11
s [apj (1D

die Ableitungen

1

. Zi{( L ab;l/“L(ﬁfo‘”z@f)% (12)
J

o, G ap,

zu bestimmen. Durch die groe Anzahl von Suchschritten (siehe auch 4.) und die damit verbundenen langen
Rechenzeiten, pro Schritt ist ein vollstidndiges Anfangs-Randwert-Problem zu 16sen, verbietet sich eine numeri-
sche Sensitivitdtsanalyse iiber die Variation des Parametervektors p. Deshalb wird ein in der Strukturoptimie-
rung iiblicher Weg eingeschlagen, welchen Stein und Mahnken (1993) fiir die Identifikation der Parameter
viskoplastischer Modelle mittels Finite Element Methoden und Gradientenverfahren modifiziert haben. Er
besteht darin, daf sich die bendtigten Verschiebungsableitungen o / dp, und du,; /dp, im Zusammenhang

mit den Newton-Iterationen der konsistenten Linearisierung (vgl. 3.6) ermitteln lassen. Von Bohnsack (1995)
wurde dieser Algorithmus im Programm PMEP realisiert. Eingesetzt wurden das einfache Gradientenverfahren
mit A = I und das GauB-Newton-Verfahren mit A = H'. In der Hesse-Matrix H werden dabei nur die Terme
mit den Produkten der ersten Ableitungen erfafit.

4 Testbeispiel

Im gewéhlten Testbeispiel (Bild 10) wurde das Experiment durch eine FEM-Analyse ersetzt. Das erbringt den
Vorteil der Kenntnis der Materialparameter. Wie dem Bild 10 zu entnehmen ist, wurden aus Griinden des
Aufwandes die Einleitung des Biegemomentes vereinfacht sowie die Anzahl der Freiheitsgrade und der
Lastschritte verringert.

M T | M
Anzahl der Elemente . 616
Anzahl der Freiheitsgrade 0 4178
Anzahl der Lastschritte : 6

max. plast. Vergleichsdehnung  : 4,02 - 107

Bild 10. Gekerbte Biegeprobe
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Wie in 3.6 wurden nur 16 der 128 vorhandenen Prozessoren des Computers Parsytec GCPP genutzt. Das ver-
wendete Deformationsgesetz besteht aus der FlieBbedingung

Fsg(sy—ay)(sg—av)—cf,:O (13)

sowie aus der Kombination von isotroper Verfestigung entsprechend

n
O =G +afel) |10 (14)
und kinematischer Verfestigung nach Prager
. _ . pl
0 = cél (15)

Von den verschiedenen Startvektoren der Materialparameter werden die Ergebnisse nur fiir denjenigen angege-
ben, welcher die relativ groffite Abweichung gegeniiber den fiir das ,,numerische Experiment” verwendeten
Parametern besitzt (Tabelle 1).

Materialparameter | Werte im num. Startwerte  |rel. Abweichung| berechnete
Experiment in Prozent Werte
oro in N/mm? 400 350 12,5 399,8
| a in Nlmm? 500 300 40 496,9
n 500 600 20 497,2
¢ in N/mm? 5000 2000 60 4996,9

Tabelle 1. Ergebnisse fiir das Testbeispiel

Zur Erreichung der guten Ergebnisse nach Tabelle 1 waren insgesamt 19 Suchschritte (einfaches Gradienten-
verfahren: 2, GauB-Newton-Verfahren: 17) bei einer cpu-Zeit von 7631 s (~ 127 min) erforderlich.

Bevor mit der Auswertung konkreter Experimente und einer sich anschlieBenden Verifikation der Ergebnisse
an Belastungswegen, welche von denen der erstgenannten Versuche abweichen, begonnen wird, miissen noch
einige numerische Tests erfolgen. Sie betreffen z.B. die Simulation von MeBfehlern und die Untersuchung
eines Lastwechsels.
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Symbole

A quadratische Matrix

B Materialmatrix

C Materialsteifigkeitsmatrix im plastischen Bereich

E Elastizitdtsmatrix

H Hesse-Matrix

h Vektor der inneren Variablen

1 Einheitsmatrix

p Vektor der Materialparameter

q Vektor der Verfestigungsfunktionen

s Vektor der Suchrichtung beim Gradientenverfahren

€ Verzerrungsvektor

€, elastischer Anteil des Verzerrungsvektors

£ plastischer Anteil des Verzerrungsvektors

€ Fehlerschranke fiir den Vektor der Materialparameter

c Spannungsvektor

@) Ableitung nach der Zeit

a Materialparameter

¢ Materialparameter nach Prager

F FlieBbedingung

G, Fldche des k-ten Elementes

Riji Koordinaten des Tensors vierter Stufe der inneren Variablen

hy...hs spezielle Koordinaten des Tensors £

ho, he skalare innere Variable

) Anzahl der Lastschritte

Ly Lingen gemeinsamer Elementrander

m Anzahl der MeBwerte je Lastschritt

My Anzahl der MeBwerte im k-ten Element (i-ter Lastschritt)

n Materialparameter

ng Anzahl der Elemente

ng Anzahl der gemeinsamen Elementriander

Q Zielfunktion fiir die Berechnung der Materialparameter

S;j Koordinaten des Spannungsdeviators

Upen MeBwerte der Verschiebungskomponenten u; und u, eines Lastschrittes in den Punkten
Pra(X1kn> X2tn)

I approximierte Verschiebungskomponenten u; oder u, eines Lastschrittes

Uy, iy approximierte Verschiebungskomponenten u; oder u, in einem Lastschritt beiderseits eines
gemeinsamen Elementrandes

U, Uy mittels der FEM berechnete Verschiebungskomponenten in einem Lastschritt

Viij Jj-ter MeBwert im i-ten Lastschritt

Vij J-ter numerischer Wert im i-ten Lastschritt

o Koordinaten des Deviators der kinematischen Verschiebungen nach Prager

Olin Wichtungsfaktoren

€, & Wichtungsfaktoren

o4 ! plastische Vergleichsdehnung

A Proportionalititsfaktor in der Normalenregel

OF FlieBspannung

Cro AnfangsflieBspannung

O; Funktional zur Berechnung der Knotenpunktverschiebungen im i-ten Lastschritt

—g—i— Gradientenvektor der FlieBfliche
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