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Ermittlung des Kontaktbereiches beim Zahnradeingriff

V. Popov, W. Weese

Ausgehend von den allgemeinen Kontaktbeziehungen fiir rotatorisch bewegte Starrkorper wird ein Glei-
chungssystem fiir alle potentiellen Kontaktpunkte aufgebaut. Zur Losung des Gleichungssystems werden
zwei Strategien angewendet — die sequentielle und die iterative Ermittlung des Kontaktbereiches. Durch
die sequentielle Ermittlung wird der Rechenaufwand wesentlich reduziert. Mit der nachfolgenden Anwen-
dung der iterativen Ermittlung des Kontaktbereiches werden alle Nebenbedingungen erfillt.

1 Einleitung

Zur Abschitzung der Zahnfultragfihigkeit von Zahnridern mufl die maximal auftretende Zahnfuspan-
nung wihrend des gesamten Zahnradeingriffs bestimmt werden. Da die Eingriffsstellung der hochsten
Zahnfuflspannung von vornherein nicht bekannt ist, muf fiir jede mogliche Eingriffsstellung der beiden
Zahnrider eine Kontaktanalyse durchgefithrt werden. Die numerische Kontaktsimulation stellt eine zeit-
aufwendige Rechenaufgabe dar, da die zur Spannungsberechnung erforderliche Lastverteilung nur iterativ
ermittelt werden kann. Aus diesem Grund ist ein Kontaktmodell mit wesentlich reduziertem Rechenauf-
wand entwickelt worden (Weese und Popov, 1994). Dieses Modell beruht auf der Einflufizahlenmethode
(Neupert, 1983; Weck, 1992; Wanderer, 1994), die nach einmaliger Finite-Elemente-Berechnung pro Zahn-
rad die Kontaktanalyse an jeder Eingriffsstellung der Zahnrider erlaubt. Ausgehend von den allgemeinen
Kontaktbeziehungen wird ein System aufgebaut, das die Gleichungen fiir alle potentiellen Kontaktpunkt-
paare (PKPP) einschliefit. Da weder die tatsichlich kontaktierenden Punkte noch die Kontaktkrifte an
diesen Punkten bekannt sind, mufl das Gleichungssystem iterativ gelost werden. In einem vorangegange-
nen Beitrag (Weese und Popov, 1994) sind die theoretischen Grundlagen der Kontaktmodellierung, die
Berechnung der Einfluizahlen und die iterative Losung des aufgebauten Gleichungssystems dargestellt.
Der dort vorgestellte Losungsweg hat den Nachteil, da nach dem Ende der Iterationen negative Kontaks-
krifte in der endgiiltigen Losung vorhanden sein kénnen. Im vorliegenden Beitrag wird die Losung des
Gleichungssystems mit weiteren Berechnungen erginzt, durch die alle Nebenbedingungen zwangslaufig
erfiillt werden. Zum besseren Verstindnis wird der Aufbau und die Lésung des Gleichungssystems auch
fiir ein konkretes Beispiel verfolgt.

2 Allgemeine Kontaktbeziehungen

Fiir geradverzahnte abweichungsfreie Zahnrider ist ein zweidimensionales Modell gerechtfertigt. Beim
Modellaufbau wird ein lineares, homogenes und isotropes Materialverhalten vorausgesetzt. Fiir die kon-
taktierenden Zahnrdder werden kleine lineare Verschiebungen und Verformungen angenommen, da die
Korperverformungen im Vergleich zu den Kérperdimensionen sehr klein sind (Altenbach, 1994).

Die Zahnréder stellen ein typisches Beispiel fiir einen sektorsymmetrischen Kérper dar. Deshalb werden
fir sie die allgemeinen Kontaktbeziehungen fiir rotatorische Starrkérperbewegungen angewendet. Im
Bild 1 sind diese Beziehungen fiir ein potentielles Kontaktpunktpaar i (die potentiellen Kontaktpunkte
i1 und iy) dargestellt, wenn die beiden Kontaktkdrper 1 und 2 sich anfinglich am Punkt j beriihren.
Alle Verschiebungen, Spiele und Starrkdrperbewegungen werden als Zentralwinkel in einem Polarkoor-

dinatensystem, dessen Zentrum in der Drehachse des Korpers 1 liegt, dargestellt. Fiir jedes PKPP gilt
die Verschiebungsgleichung

Eend :01 +02+5anf =P (1)

wobei mit €4,¢ und €.,q die Anfangs- und Endspielwinkel sowie mit 6; und 6 die elastischen Winkel-
verschiebungen der Punkte 4; und iy bezeichnet werden. Mit ¢ ist die Starrkérperdrehung des Kérpers
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Bild 1. Allgemeine Kontaktbeziehungen fiir rotatorische Starrkérperbewegung

1 gekennzeichnet. Unter der Annahme

lealij und ngaszj (2)
wobei mit a;j und asj die Einflufizahlen der Punkte i; und iy bezeichnet werden, kann die Beziehung
zwischen der einwirkenden Kontaktkraft F; am Punkt j und den daraus resultierenden Verschiebungen
6; und 6, dargestellt werden. Aus den Gleichungen (2) und (1) ergibt sich die Verschiebungsgleichung
fiir ein PKPP zu

Eend = a Fj + €ang — ¢ ®3)

wobei mit a = ai; + az; die Gesamteinfluizahl des PKPP gekennzeichnet wird. Algebraisch hat die
Gleichgewichtsbedingung die Form

Nk
Ti=) b F (4)
7j=1

wobei b; der geometrische Ubertragungskoeffizient ist und in dieser Gleichung den Hebelarm der Kon-
taktkraft F; am Punkt j darstellt. Mit 7} wird das Drehmoment am Koérper 1 und mit ny die Anzahl
der kontaktierenden Punktpaare bezeichnet. Aulerdem gelten fiir jedes PKPP die Nebenbedingungen

fiir kontaktierende Punkte: F>0 und €¢ng=0
fiir nichtkontaktierende Punkte: F=0 und €.,4>0 (5)

sowie

¢ = konst (6)
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Mehr Einzelheiten zur Ableitung der Gleichungen sowie die Definition der PKPP und die Bestimmung
der EinfluBzahlen sind in Weese und Popov (1994) zu finden. Im Bild 2 sind die PKPP bei Zahnrédern
mit Innenverzahnung dargestellt.

Bild 2. Potentielle Kontaktpunktpaare bei Zahnridern mit Innenverzahnung

3 Aufbau des Gleichungssystems

Die Anwendung der Verschiebungsgleichung (3) fiir alle n potentiellen Kontaktpunkte liefert n Gleichun-
gen

€end1 a1 Q2 ... Gin By @ €anf1
Eend?2 a1 Q22 ... Q2qn F 2 Eanf2
. = — : o+ (7
Eendn An1 QAp2 ... Qpn F, @Y Eanfn
~ | S S—
bekannt bekannt
Zusammen mit der Gleichgewichtsbedingung (4)
By
Fy
Ty =[b1 b ... bn] ) (8)
~ ~ :
bekannt bekannt F,
bilden sie ein Gleichungssystem mit n + 1 Gleichungen
€nd = Af — p + €anf (9)
T = blf (10)
wobei die einzelnen Matrizen und Vektoren die folgende Bedeutung haben:
€end = |Eend1,Eend2s--- ,Eend n]T —  Vektor der Endspiele
€inf = [EanflrEanf2--. >Eanf n]T —  Vektor der Anfangsspiele
f = [F,F,,... ,Fn]T —  Vektor der Kontaktkréfte
p = [y Qyess ,ga]T =¢[1,1, ,I]T -~ Starrkérperdrehung
b = [b1,bg,... ,bn]T - Ubertragungsvektor
T = [I1] - #uflere Belastung
a1 a2 v QA1n
21 Q22 ... Q2n :
A = ] ] ] ) — Einflufizahlenmatrix
Gpl QAn2 ... Qpn
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Das Gleichungssystem wird durch weitere n Nebenbedingungen (5) fiir jedes potentielle Kontaktpunkt-
paar ¢ = 1...n ergénzt

entweder €eng; =0 und F,>0
oder eepg; >0 und F, =0 (11)

Damit stehen fiir die Losung des Kontaktproblems insgesamt 2n + 1 Bedingungen zur Verfiigung. Die
Anfangsspiele e, und die Ubertragungskoeffizienten b sind aus der Zahnradgeometrie und der relativen
Lage der kontaktierenden Zahnrider zu bestimmen, soweit die duflere Belastung T} angegeben wird. Als
Unbekannte gelten die Starrkidrperbewegung ¢ sowie die Vektoren der Endspielwinkel e.nq und der
Kontaktkrifte f. Die Anzahl der Unbekannten ist ebenfalls 2n + 1 und damit der Anzahl der Bekannten
gleich. Das System kann aber nicht direkt gelost werden, da die ergidnzenden n Nebenbedingungen
Ungleichungen sind. Deshalb wird ein iteratives Verfahren angewendet.

Die Verschiebungsgleichungen (9) mit einbezogener Gleichgewichtsbedingung (10) bilden das Gleichungs-
system

0 b1 by ... b, 0 F -1
Eend1 a1 a2 ... Gip —1 F Eanfl
Eend?2 - as1 G2 ... Gz, —1 3 i Eanf2 (12)
. P .
Eendn Gnl Gp2 ... Qpp —1 4 Eanfn
bekannt bekannt

das hier Originalsystem genannt wird. Die Einfluzahlenmatrix A ist um eine Zeile und eine Spalte
erweitert. Die erste Zeile der Matrix beinhaltet die Gleichgewichtsbedingung. Die letzte Spalte steht fiir
die unbekannte Starrkdrperdrehung ¢. Die duflere Belastung 77 und die Starrkérperdrehung ¢ sind in
den Vektor der Anfangsspiele ey, bzw. in den Kraftvektor f einbezogen.

4 Losung des Gleichungssystems

Die Losung des Gleichungssystems (12) stellt eine typische Aufgabe der linearen Optimierung dar
(Schwarz, 1993). Sie besteht darin, eine lineare Funktion (Zielfunktion) in mehreren Variablen extre-
mal zu machen, wobei die Variablen linearen Ungleichungen zu geniigen haben. Ein effizientes Verfahren
der linearen Optimierung ist die Simplex-Methode, die oft zur Losung von Kontaktaufgaben eingesetzt
wird. So z.B. stellen Vijayakar u.a. (1988) ein modifiziertes Simplex-Verfahren vor, bei dem das Ziel
die Minimierung des Ungleichgewichtes ist. Andere Losungswege bestehen in der Ermittlung des un-
bekannten Kontaktbereiches. Weck und Bong (1987) sowie Dandekar und Conant (1992) stellen solche
Verfahren vor. Im vorliegenden Beitrag wird als Losungsstrategie die Ermittlung des Kontaktbereiches
ausgewahlt. Zwei Iterationsstrategien fithren zur Problemldsung — die sequentielle und die iterative Er-
mittlung der kontaktierenden Punktpaare. Zur Lésung des aufgebauten Untergleichungssystems wird die
Gauf}-Elimination benutzt.

4.1 Sequentielle Ermittlung des Kontaktbereiches

Die erste Strategie basiert auf dem allméhlichen Eintreten des Kontaktes fiir potentielle Kontaktpunkte.
Am Anfang beriihren sich die beiden Kérper in einem Punkt s. Dieser Beriihrungspunkt kann aus der
Koérpergeometrie bestimmt werden. Fiir das anfinglich kontaktierende Punktpaar s gilt

Eanfs = €ends = 0 (13)

Zu jedem Iterationsschritt werden die schon kontaktierenden Punktpaare um eins ergénzt. Das ergénzen-
de Punktpaar ist das mit dem né&chstkleinsten Anfangsspiel. Deshalb sollen die Punktpaare nach der
Grofle ihrer Anfangsspiele angeordnet werden. Bei jedem Iterationsschritt wird ein Untersystem aufge-
baut, das nur die Zeilen und Spalten der kontaktierenden Punktpaare und die entsprechenden Uber-
tragungskoeffizienten enthilt. Zum besseren Verstindnis werden die einzelnen Algorithmusschritte auch
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fiir ein konkretes Beispiel verfolgt. Das Beispiel im Bild 3 zeigt zwei kontaktierende Kérper mit n = 7

Richtung der Starrkdrperbewegung

Bild 3. Beispiel fiir zwei kontaktierende Koérper

potentiellen Kontaktpunktpaaren. Das anfinglich kontaktierende Punktpaar hat die Nummer s = 4. Die
anderen potentiellen Kontaktpunktpaare werden ansteigend nach der Gréfle ihres Anfangsspiels ange-
ordnet. So ergibt sich die Anordnung des allméhlichen Kontakteintretens: 6, 1, 2, 5, 3, 7. Die folgende
Gleichung zeigt das Untersystem beim zweiten Iterationsschritt (mit zwei kontaktierenden Punktpaaren
4 und 6):

by bg 0 Fy -1
a44 ag¢ —1 Fg + Eanf 4 = 0 (14)
ags ags —1 ) Eanf6

In allgemeiner Form kann das System (14) durch

U
AT+ el = 0 (15)
dargestellt werden. Die rechte Seite der Gleichung (14) ist bekannt, da die Endspiele fiir die kontaktie-
renden Punktpaare gleich Null sind. Als Unbekannte gelten nur die Kontaktkriifte und die Starrkorper-
drehung in fY. Da die Anzahl der Unbekannten gleich der Anzahl der vorhandenen Gleichungen ist,
kann ein numerisches Verfahren zur direkten Losung des Untersystems, wie z.B. die Gauf-Elimination,

angewendet werden. Nach der Bestimmung der Kontaktkrifte und der Starrkdérperdrehung werden die
Endspiele gemif

€endi = Zaiij - p +  Eanti fir i=1...n (16)
J=1 ,

ermittelt. Der Iterationsprozeff wird abgebrochen, wenn alle Endspiele nicht negativ geworden sind
5endi20 fir i=1...n (17)

Anderenfalls wird ein weiteres Punktpaar (in diesem Beispiel — Punktpaar 1) in Kontakt angenommen
und das Untersystem um je eine Zeile und eine Spalte erweitert. Beim dritten Iterationsschritt (mit drei
kontaktierenden Punktpaaren 4, 6 und 1) hat das Gleichungssystem die Form

b4 bG bl 0 F4 _Tl
G44 Q46 agq —1 Fs Eanf 4

+ 0 18
ags Gge agr —1 F Eanf 6 )
ais a1 aix —1 ® Eanf1

Aus dieser Vorgehensweise folgt, dafl die Anzahl der Iterationen und damit die Anzahl der direkt zu 16sen-
den Gleichungssysteme gleich der Anzahl der kontaktierenden Punktpaare ist. Erfahrungsgemés ist die
Anzahl der kontaktierenden Punktpaare wesentlich kleiner als die Anzahl der potentiellen Punktpaare.
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Das fiihrt zu relativ geringen Rechenzeiten im Vergleich zu einer Lsung mit klassischen Optimierungs-
verfahren.

Weitere Moglichkeiten zur Beschleunigung des ganzen Iterationsprozesses bestehen in der Tatsache, dafl
mit dem nichsten Iterationsschritt (18) das schon aufgebaute Untersystem (14) nur geringfiigig geéindert
wird. Die zeitintensivste Rechenarbeit bei der Gau8-Elimination stellt die Zerlegung der Matrix AY
dar. Deshalb sollte die in einem Iterationsschritt durchgefiihrte Zerlegung beim néchsten Schritt wieder
benutzt werden. Das ist moglich, wenn die zusétzliche Zeile und Spalte als letzte in die Matrix hinzugefiigt
werden konnen.

Zur Beibehaltung einer gewissen Anordnung des Gleichungssystems, die die programmtechnische Ver-
wirklichung des Algorithmus begiinstigt, ist es wiinschenswert, die Zeile der Gleichgewichtsbedingung
und die Spalte der Starrkdrperdrehung als erste oder als letzte in der Matrix AY aufzuheben. Da bei der
Gauf3-Elimination alle Elemente der Hauptdiagonalen keine Nullelemente sein diirfen, kann die Spalte
der Starrkdrperdrehung nicht als erste erscheinen. Wenn die Zeile und die Spalte als letzte angeordnet
werden, sollen die hinzuzufiigende Zeile und Spalte davor gestellt werden. Dann kann die letzte Matrix-
zerlegung nicht vollstindig benutzt werden.

Die Losung dieses Problems liegt in der Elimination der unbekannten Starrkdrperdrehung ¢ aus dem
Originalsystem (12) durch Subtrahieren einer Zeile aus allen anderen mit Ausnahme der ersten Zeile, die
unverdndert bleibt. Die zu subtrahierende Zeile wird nicht zufillig ausgewahlt, sondern ist die Zeile des
anfénglich kontaktierenden Punktpaares s. Durch die Subtraktion werden die Elemente der Zeile s und
der Spalte der Starrkérperdrehung zu Nullelementen:

[ 0 | by by ... by 01 [ F ] [ -T7 ]
Cend1l AL Wy = ap. 0 : Eanfl
: : . & 3 F, :
= 1
Eends = 0 0 0 0 0 : i €anfs:0 (9)
f ; ! P )
Eendn | | 62 o) . a2, 0] | @ | | Bapn

Die erlaubte Elimination der Zeile und Spalte aus dem System (19) fithrt zum Aufbau eines fiquivalenten
Systems

0 by by ... b, r —T]
g E E E 1
end1 alEl a}g S alEn F, €anf1
Eend?2 - g1 Q33 .. Ogy . + €anf2 (20)
E _E E F,
€endn Ap1 Gpy ... Qpy Eanfn

in dem die Zeile s nicht mehr vorhanden ist. Die Elemente des dquivalenten Systems (20) werden gemif}
aiEj = Q45 — as]‘ (21)

berechnet. Alle Anfangs- und Endspiele in (19) bleiben nach der Elimination unveréndert, da €4nfs =
€ends = 0 ist. Nach der Losung des Gleichungssystems (20) werden die Kontaktkréfte ermittelt. Die
Starrkérperdrehung ¢ kann aus der Verschiebungsgleichung des Punktpaares s berechnet werden

n
Y= Z Qs F]‘ (22)
j=1
Ein Untersystem des dquivalenten Gleichungssystems (20) ist nunmehr nach unten und rechts aus-
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baufihig. Aus Gleichung (14) erhilt man im zweiten Iterationsschritt

b4 be F4 —Tl
= 0 23
EFR IR v )

und aus Gleichung (18) ergibt sich im dritten Iterationsschritt

b4 ba b1 F4 "Tl
agl agﬁ agl Fy + Eanf6 = 0 (24)
a1y a?ﬁ a% Hi Eanfl

wobei die Matrixkoeffizienten geméif

U - U
a?} = Qg4 — Q44 a?}j
A1y = Q14 — Q44 G1g = Q16 — Q46 a7y = a1 — a41

berechnet werden.

Die sequentielle Ermittlung des Kontaktbereiches unter Nutzung der Ergebnisse der vorhergehenden
Iteration zeichnet sich durch geringen Rechenaufwand aus, aber hat den Nachteil, dafl negative Kontakt-
krifte in der endgiiltigen Lésung vorhanden sein konnen. Das ist eine Folge des Abbruchskriteriums, bei
dem nur die Nebenbedingung €.,q4; > 0 zwangsliaufig erfiillt wird. Dieser Nachteil tritt bei der iterativen
Ermittlung des Kontaktbereiches nicht auf.

4.2 Tterative Ermittlung des Kontaktbereiches

Die zweite Strategie basiert auf der iterativen Ermittlung der kontaktierenden Punktpaare. Es wird eben-
falls mit einem kontaktierenden Punktpaar s angefangen. In jedem Iterationsschritt wird ein Untersystem
aufgebaut, das auch die Spalte der Starrkdrperdrehung enthilt. Zur Losung des Systems wird ebenfalls
die GauB-Elimination angewendet. Nach der Bestimmung der Kontaktkréfte und der Starrkérperdrehung
¢ werden alle Endspiele nach Gleichung (16) berechnet. Das Untersystem fiir den néchsten Iterations-
schritt wird nach der Durchfithrung der folgenden Modifikationsmafinahmen aufgebaut:

1. Alle Punktpaare mit negativen Endspielen e.,4; < 0 werden in das Gleichungssystem eingefiigt

2. Alle Punktpaare mit negativen Kontaktkriften F; < 0 werden aus dem Gleichungssystem heraus-
genommen

Der Iterationsprozefl wird abgebrochen, wenn keine von beiden Modifikationen durchgefiihrt werden
muflte. Die berechneten Kontaktkrifte und Starrkoérperverschiebungen gelten als Losung der Kontakt-
aufgabe.

Bei der iterativen Ermittlung des Kontaktbereiches wird in jedem Iterationsschritt erneut ein Glei-
chungssystem aufgebaut und geldst, wobei keine fritheren Iterationsergebnisse benutzt werden kdnnen.
Auch sind die zu 18senden Untersysteme relativ gro8. Sie kénnen sogar alle potentiellen Punktpaare
enthalten, was zum gréfleren Rechenaufwand fithrt. Der Vorteil der iterativen Ermittlung besteht in der
zwangsldufigen Erfiillung der Nebenbedingungen durch die vorgenommenen Modifikationsmafinahmen.

5 Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag sind zwei Iterationsstrategien zur Losung des Gleichungssystems dargestellt
worden, die auf der sequentiellen und der iterativen Ermittlung des Kontaktbereiches basieren. Als beste
Strategie zur Bestimmung des Kontaktbereiches beim Zahnradeingriff hat sich die Anwendung beider
Losungswege gezeigt. Zuerst wird die sequentielle Ermittlung des Kontaktbereiches angewendet und mit
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geringem Rechenaufwand eine Losung erreicht. Fiir den Fall, daf in der Endlosung negative Kontakt-
krafte vorhanden sind, wird der schon bestimmte Kontaktbereich als Startlosung fiir eine iterative Er-
mittlung benutzt. Dann wird in ein bis drei Iterationsschritten der endgiiltige Kontaktbereich bestimmt,
wobei alle Kontaktkréfte und Endspiele nicht negativ sind. Damit werden die Vorteile der sequentiellen
und der iterativen Ermittlung ausgenutzt. Die ZweckmiBigkeit dieser Losungsstrategie hat sich bei den
Kontaktberechnungen von Zahnrédern bewéhrt.
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