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Verbesserte FE—Diskretisierung bei Kontaktaufgaben

K. Graeff-Weinberg, H. Berger

Bei der Finite-Element-Analyse von Maschinenbauteilen treten hiufig Kontaktprobleme auf. Die Be-
stimmaung der in der Regel a priori unbekannten genauen Kontaktzone der Bauteile erfolgt in mehreren
Berechnungsschritten. Dazu miissen mdgliche Kontaktbereiche sehr fein diskretisiert werden, wobet vor-
zugsweise finite Elemente mit linearer Ansatzordnung verwendet werden. Dagegen sind fir die Vernetzung
der umliegenden Bereiche die im Maschinenbau iiblichen finiten Elemente héherer — meist quadratischer
oder kubischer — Ansatzordnung vorteilhafter. Die Verbindung derartiger zundchst inkompatibler Vernet-
zungsgebiete wird mit dem von den Autoren in (Graeff-Weinberg, 1995) vorgestellen pNh-Elementkonzept
mdglich. Diese Elemente gestatten einen C°—stetigen Ubergang von einer beliebig feinen Diskretisierung
auf ein grob diskretisiertes Gebiet gleicher oder hoherer Ansatzordnung. Im vorliegenden Beitrag wird
gezeigt, daff die pNh—Elementfamilie besonders vorteilhaft bei der Berechnung typischer Kontaktproble-
me des Maschinenbaus eingesetzt werden kann.

1 Grundlagen

Kontaktprobleme sind sehr vielfiltig. Sie treten beispielsweise als Stolkontakt bei der Crash—Simulation,
als rollender Kontakt in Antriebssystemen und Lagern oder verbunden mit grofien Deformationen bei
Umformprozessen auf. Wegen ihrer grofien Bedeutung im Maschinenbau und im Bauwesen sind Kontakt-
probleme seit langem ein Schwerpunkt ingenieurwissenschaftlicher Forschungen. Eine erste analytische
Behandlung dieser Problematik wurde mit den 1881 von Hertz vorgestellten Kontaktformeln méglich. Sie
finden auch heute noch fiir viele einfache Aufgabenstellungen Anwendung (Beitz, 1990). Seither haben
sich besonders Forscher wie Mufichelischwili (1971) und Galin (1980) um die Weiterentwicklung der Kon-
takttheorie verdient gemacht. So ist es heute auch fiir viele komplizierte Geometrie- und Belastungsfille
moglich, das Verhalten kontaktierender Korper analytisch zu beschreiben. Eine Zusammenstellung theo-
retischer Grundlagen und analytischer Lésungen der Kontaktmechanik findet man beispielsweise bei
Johnson (1987). In der praktischen Anwendung iiberwiegen heute jedoch wegen ihrer Allgemeinheit
FE-Losungsverfahren.

Hier wird der grundlegende Fall des quasistatischen Kontakts zwischen linear elastischen Kérpern mit
kleinen Verschiebungen und Verzerrungen betrachtet. Typische Kontaktaufgaben, die sich unter diesen
Voraussetzungen behandeln lassen, sind z.B. Schraube-Mutter—Verbindungen, Befestigungen von Zahn-
oder Schwungréidern auf Wellen, Fundament-Boden—Verbindungen oder Flanschverbindungen von Rohr-
leitungen.

Das System in Bild 1 besteht aus zwei Kérpern A und B mit dem Gebiet O = Q4 U QB fiir das die
Gleichungen der linearen Elastizitédtstheorie gelten. Die Entfernung der Kérper voneinander 148t sich mit
Zwangsbedingungen Z fiir die Verschiebungsfunktion u in der allgemeinen Form

Z(u) <0 in Q4nQF (1)

beschreiben. Die Kérper beriihren sich in der Kontaktfliche I'C. Gréfe und Form der Kontaktfliche sind
abhéngig von Geometrie, Materialeigenschaften, Belastung und Lagerung des Systems. Thre Beschreibung
erfolgt mit Hilfe eines lokalen kartesischen Koordinatensystems t1, to, n. Dabei liegen t; und t, in der
Tangentialebene, der Normalenvektor n steht senkrecht auf der Kontaktfliche und zeigt vom Kérper A
zum Korper B. Fiir die Kontaktfliche werden geometrische und statische Kontaktbedingungen formuliert.
Die Korper sind miteinander in Kontakt, wenn

Z(u) =n(u? -uf -d® =0 auf I°=r4nr” 2)
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gilt. Die geometrischen Kontaktbedingungen (2) fordern somit Gleichheit der Normalverschiebungen
der Kérper A und B nach Uberwinden eines (positiven oder negativen) Anfangsspiels d°. Der Vektor
der relativen Verschiebungen der Kérper in der Kontaktzone u® wird in eine Normalkomponente u,, =
nu® und eine resultierende Tangentialkomponente u; = u® — nu® zerlegt, analog erhilt man fiir den

Kontaktspannungsvektor q¢ die Komponenten ¢¢ und ¢ .

Korper A

Bild 1. System aus zwei kontaktierenden Kérpern

Da in der Kontaktfliche nur Druckspannungen {ibertragen werden kénnen und die Komponenten des
Kontaktspannungsvektors dem Reibgesetz geniigen miissen, gilt

g; < 0 (3)

¢ = flay) (4)
Wird als Reibgesetz das Coulombsche Gesetz mit dem (isotropen) Reibkoeffizienten u verwendet, d.h.
gilt

laf| < pley]  ufef <0 (¢f — pgd)uf =0 (5)
dann erhélt man als statische Kontaktbedingung fiir den Fall des Haftens

u =0 ¢ —pg€ <0  auf T =r4nr? (6)
und fiir den Fall des Gleitens

ul #0 ¢ —pgS =0  auf T¢=T4Nr? (7)

Zur Entwicklung von FE-N&herungslésungen wird in der Elastizititstheorie gew6hnlich vom Prinzip der
virtuellen Arbeit

/o-TéedQ:/ﬁTéudQ—i-/ﬁTdudI‘ (8)
Q T2

(o Spannungsvektor, € Dehnungsvektor, p,q Vektoren der vorgegebenen Volumen- bzw. Randlasten)
bzw. von dem zugeordneten Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials ausgegangen (Zien-
kiewicz, 1989). Bei Kontaktproblemen wird der belastete Rand des Gesamtsystems (8) in einen Teil I,
mit den vorgegebenen Randlasten q und den Kontaktrand T'C zerlegt. Wegen der Nichtlinearitét erfor-
dert die Berechnung gewohnlich ein inkrementelles Vorgehen, bei dem die gesamte wirkende Belastung
in einer Folge von Lastschritten aufgebracht wird. Unter den genannten Voraussetzungen erhilt man so
fiir ein Lastinkrement ® eine linearisierte Variationsformulierung der Form
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(D Differentialmatrix). Das Integral {iber I'C 148t sich als Inkrement der virtuellen Arbeit der Kontakt-
spannungen interpretieren (Egert, 1991). Die normalen Kontaktspannungskomponenten leisten keine
virtuelle Arbeit, weil fiir ¢¢ < 0 keine relative Verschiebung der Kérper in Normalenrichtung auftritt.
Wenn die Korper aufeinander haften, verschwindet infolge AuC = 0 der zusitzliche Arbeitsanteil. Glei-
ten die Korper aufeinander, bewirken die tangentialen Kontaktspannungen und -verschiebungen eine
virtuelle Dissipationsarbeit.

Die Kontaktbedingungen (2) bis (7) werden als Zwangsbedingungen fiir die Verschiebungsfunktion des
FE-Systems zusammengefaf3t und lauten in ihrer linearen Form (Gabbert, 1987)

Zuy=Zu+2z°=0 in Q (10)

Sie kénnen direkt in das FE-Gleichungssystem eingearbeitet werden und sind dann exakt erfiillt. Bei
komplexen Zwangsbedingungen entsteht dadurch jedoch ein erheblicher rechentechnischer Aufwand. Ein-
facher zu realisieren ist die Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen als Nebenbedingungen im elasti-
schen Gesamtpotential, wobei man zwei grundlegende Mdglichkeiten unterscheidet:

e die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren.

e die Penalty—Funktion—Methode

Der Grundgedanke beider Methoden besteht darin, ein Problem mit Nebenbedingungen durch ein Pro-
blem ohne Nebenbedingungen zu ersetzen. Bei der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren werden
die Zwangsbedingungen exakt erfiillt. Dabei entsteht jedoch ein erweitertes FE-Gleichungssystem, bei
dem die Steifigkeitsmatrix nicht mehr positiv definit ist. Da die Losungsverfahren fiir FE-Gleichungs-
systeme {iberwiegend positive Definitheit der Matrix voraussetzen, sind zur Anwendung dieser Methode
spezielle Gleichungsloser erforderlich. Hier wird deshalb das Penalty—Verfahren vorgezogen.

Bei der Penalty-Funktion-Methode wird das Verlassen des zuléssigen Bereiches im Sinne der L?-Norm
spbestraft*. Dazu wird dem zu minimierenden Funktional ein Penalty—Term

Lap [ Z(w)TZ(u) dQ (11)
/

hinzugefiigt. Durch Minimieren des so erweiterten elastischen Gesamtpotentials gelangt man zu dem
modifizierten FE-Gleichungssystem

(K+K%a=f+fC (12)

Die Zwangsmatrix K¢ und der Zwangsvektor £f€ enthalten die Zwangsbedingungen des Systems.

K° = ap/sz dQ (13)
Q

¢ = ap/sz0 dQ (14)
Q

Bei der Anwendung der Penalty—Funktion—-Methode ist die Wahl der Penalty-Zahl ap von zentraler
Bedeutung (Nour-Omid, 1987). Die Zwangsbedingungen werden fiir ap — 0o exakt erfiillt. Praktisch
verursacht eine zu grofie Penalty—Zahl jedoch numerische Schwierigkeiten. Die Kondition der Gesamt-
steifigkeitsmatrix verschlechtert sich, im Extremfall wird die Matrix singulir. Ist die Penalty—Zahl zu
klein, wird dagegen die Erfiillung der Zwangsbedingungen schlecht angenihert. Physikalisch 18t sich ap
als eine Feder interpretieren, die Verschiebungen verhindern soll. Da die Federsteifigkeit nicht unendlich
grof} ist, ergeben sich sehr kleine Verschiebungen.

Allgemein kommen bei der FE-Berechnung von Kontaktaufgaben sowohl die Methode der Lagrangeschen
Multiplikatoren (Bathe, 1985; Mottershead 1993) als auch die Penalty—Funktion-Methode (Buczkowski,
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1989); Wriggers, 1993) zum Einsatz. Beide Methoden liefern praktisch gleichwertige Ergebnisse (Cris-
field, 1992; Mottershead, 1992). Kombiniert man sie miteinander, dann erhélt man eine Langrangesche
Multiplikatoren-Methode, die um Penalty—Terme erweitert wurde (augmented Lagrange formulation,
z.B. Simo (1991)). Ein wesentlicher Vorteil ist hier, dafl die Penalty-Zahl kleiner ist als beim reinen
Penalty—Verfahren und so eine bessere Kondition der Steifigkeitsmatrix erreicht wird. Ein &hnlicher Ge-
danke liegt der von Simo (1984) vorgeschlagenen gestérten Lagrangeschen Methode (perturbed Lagrange
formulation) zugrunde.

2 Der Kontaktalgorithmus

Der hier verwendete Kontaktalgorithmus basiert auf einer Kontaktelemente—Technik. Es kénnen damit
ebene, rotationssymmetrische und dreidimensionale Kontaktaufgaben mit a priori unbekanntem Kon-
taktgebiet gelost werden. Die Reibung zwischen den Kérpern wird beriicksichtigt. Sonderfélle, wie das
Uberwinden eines Anfangsspaltes und die Berechnung von Schrumpfverbindungen, lassen sich ebenfalls
berechnen. Im folgenden soll die Vorgehensweise erldutert werden.

2.1 Formulierung der Kontaktelemente

Kontakt zwischen zwei FE—-diskretisierten Kérpern kann allgemein beschrieben werden als Kontakt zwi-
schen Kontaktknoten und zugeordneter Zielfliiche. Bei kleinen Verformungen und Gleitungen ist es ausrei-
chend, dem Kontaktknoten statt einer Zielfliche einen Zielknoten zuzuordnen, die Kontaktbedingungen
werden dann zwischen den Knotenpaaren formuliert. Ein Kontaktelement erhélt man, wenn die Kon-
taktknoten als Knotenpunkte eines finiten Elementes definiert werden. Mit Kontaktelementen werden
dann die Kontaktbedingungen elementweise als Eigenschaften einer fiktiven Zwischenschicht zwischen
den Korpern beschrieben.

Kontaktelemente stammen urspriinglich aus der Geomechanik, wo sie zur Beschreibung von Bauteil-
Boden—-Wechselwirkungen eingesetzt wurden (Goodmann, 1968). Spiter wurde diese Technik auch fiir
Kontaktprobleme des Maschinenbaus iibernommen (Feldmann, 1981; Hinzmann, 1980). Kontaktelemen-
te mit Reibung wurden beipielsweise von Hinzmann (1980) und Mazurkiewicz (1983) beschrieben. Keuser
(1985) und andere erweiterten das Kontaktelement-Konzept auf gekriimmte Kanten und dreidimensio-
nale Probleme. Heute verfiigt die Mehrheit der kommerziellen FE-Programmsysteme iiber Kontaktal-
gorithmen auf der Basis von Kontaktelementen. Ihre Vorteile liegen vor allem in einer relativ leichten
Implementierbarkeit und der Moglichkeit, lokale Eigenschaften der Kontaktzone (Reibgesetz, Richtungs-
abhingigkeit) zu erfassen.

Kontaktelemente sind isoparametrische Elemente. Man ordnet sie im potentiellen Kontaktgebiet der
Konstruktion an, um gegebenenfalls die Kopplung der Korper zu realisieren. Kontaktelemente iiber-
tragen also in ihrer Normalenrichtung keine Zugkrifte und die Grofle ihrer Tangentialkrifte wird durch

das Reibgesetz bestimmt. Nach ihrer FE-Formulierung unterscheidet man drei Kontaktelementtypen
(Bild 2):

Die Flichen- oder Linienkontaktelemente bestehen aus zwei Flichen- (bzw. im ebenen Fall Lini-
en) mit dem Abstand d, der Dicke der Elemente. Ist die Dicke gleich Null, dann sind die Kérper A
und B in Kontakt, das Element ist geschlossen und nimmt an der Kraftiibertragung teil. Die inneren
Elementkréfte werden aus den Verschiebungen der Oberflichen sowie den normalen und tangentialen
Steifigkeitskoeflizienten der Elemente berechnet. Diese Elementsteifigkeiten miissen iterativ so bestimmt
werden, daf} die Kontaktbedingungen erfiillt sind. Im geéffneten Fall gibt es keine Verbindung zwischen
den Oberflichen der Kérper A und B, die Elementsteifigkeiten verschwinden.

Die Schichtkontaktelemente bestehen aus einem fiktiven anisotropen Material mit voneinander un-
abhéngigen Materialkonstanten. Der Elastizititsmodul kennzeichnet das Verhalten des Elementes in
Normalenrichtung, die Schubmoduli das Verhalten in den tangentialen Richtungen. Zur Erfiillung der
Kontaktbedingungen werden die Materialkonstanten iterativ angepafit (Stadter, 1979). Liegt kein Kon-
takt vor, sind die Materialgrofen gleich Null.

Die Federkontaktelemente sind die einfachsten Kontaktelemente, sie entsprechen der Kopplung ein-
zelner Knotenpaare. In den drei lokalen Richtungen werden die Knoten durch diskrete, voneinander
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unabhingige Federn gekoppelt. Die Federsteifigkeiten werden so bestimmt, da8 die Kontaktbedingungen
erfiillt sind.

Oberfliche des Korpers B

/ d kt1 k‘t2

Oberfliche des Kérpers A

Bild 2. Fliachen-, Schicht- und Federkontaktelement

Der Einsatz von Federkontaktelementen ist nur dann zu empfehlen, wenn die anschlieBenden FE-
Strukturen mit Elementen vom Polynomgrad p=1 vernetzt sind. Anderenfalls kann es infolge der un-
terschiedlichen Wichtung von Seitenmitten- und Eckknoten bei der Kraftverteilung im Element zu nu-
merischen Schwierigkeiten kommen. In einigen Féllen, z.B. zwischen Koérpern, die mit den {iblichen 20—
Knoten-Hexaedern der Serendipity—Klasse (p=2) vernetzt sind, ist der Einsatz von Federkontaktelemen-
ten nicht moglich (Buczkowski, 1994). Die Fliachen- und Schichtkontaktelemente sind dagegen allgemein
anwendbar. Allerdings ist der numerische Aufwand bei den Schichtkontaktelementen erfahrungsgeméisf
héher (Altenbach, 1990). Mit den Flichenkontaktelementen lassen sich dariiberhinaus relativ einfach
auch Anfangszwénge (z.B. infolge einer Schrumpfverbindung) beriicksichtigen. Deshalb wird hier mit
Flachen- bzw. Linienkontaktelementen gearbeitet.

Die Ansatzfunktionen G der Flichen- bzw. Linienkontaktelemente (im folgenden einfach als Kontaktele-
mente bezeichnet) sind kompatibel zur Vernetzung der anschlieBenden Kérper, Interpolationsstiitzstellen
1 sind die Elementknoten. Fiir die Verschiebungen im Element gilt

uw’=Gua’ =[G -Gt af)T -Gd° (15)

Da die Verformungen voraussetzungsgemifl klein sind, wird die Geometrieapproximation auf die Ele-
mentmittelfliche bezogen (x Koordinaten der Stiitzstellen).

x=G% mit x=3iE*+%5) (16)

Um die Kontaktbedingungen zu formulieren, wird in die Elementmittelfliche ein orthonormales Koordi-

natensystem gelegt. Dazu werden aus den Kriimmungen der natiirlichen Koordinaten die Tangentenvek-

toren ngl und g—g‘z berechnet und aus ihrem Vektorprodukt g—é X BBTXQ die Normale auf dem Flichenelement

ermittelt. Den Normaleneinheitsvektor erhilt man so mit

ox ox
36 X 3é, ) ox  Ox
n=—>—>° wobei |J| = |=— X — 17
7] 1=13¢ * 3¢, an
und die tangentialen Koordinaten t; und ts mit
ox
t1 = a;xl und tg =n X tl (18)
| 58 |

|J| entspricht der Determinante der Jacobi-Matrix. Fiir die inneren Krifte im Kontaktelement gilt vor-
aussetzungsgemaf
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wobei k eine Diagonalmatrix mit den Steifigkeitskoeffizienten k;,, k:, und k,, ist.

Mit den Gleichungen (15) und (19) erhélt man aus dem zusétzlichen Arbeitsanteil in (9) durch Variation
fiir jedes Element die Kontaktelementbeziehung

KSu¢ = ¢ (20)

e

mit der Kontaktelementsteifigkeitsmatrix K¢ und dem Zwangsvektor im Kontaktelement £

KS - /[G ~GI"k[G - G]dT (21)
re
¢ = K9, (22)

Mit (20) bis (22) lassen sich die globale Kontaktsteifigkeit K¢ und der Zwangsvektor f¢ aufbauen. Sie
entsprechen den mit der Penalty—Funktion-Methode abgeleiteten Beziehungen (12) bis (14). Praktisch
kénnen die Elementsteifigkeitskoeffizienten in k als Penalty—Zahlen betrachtet werden, die die Beriick-
sichtigung der Kontaktbedingungen erzwingen. Die Festlegung der Anfangssteifigkeit entspricht dem
Problem der Wahl der Penalty—Zahl. Bewiihrt hat sich eine Anfangssteifigkeit, die um den Faktor 10°
grofler ist als die durchschnittliche Steifigkeit der Festkorper (vgl. Gabbert (1987), Nour-Omid (1987)).

Der konkrete Ausdruck der Kontaktelementsteifigkeitsmatrix K¢ und des Zwangsvektors £ ist abhéingig
von der Ansatzordnung im Element und von der Dimension des Problems (vgl. Hinzmann (1980), Ladra
(1993)). Bei dem hier erarbeiteten Berechnungsalgorithmus werden Kontaktelemente mit Ansatzfunktio-
nen der Ordnung p=1 und p=2 eingesetzt. Natiirlich ist auch die Formulierung von Kontaktelementen
hoherer Ansatzordnung denkbar. Da jedoch ein Kontaktelement nur den Zustand getffnet oder geschlos-
sen haben kann (nicht teilweise gedfinet), ist der Einsatz hoherwertiger Elemente nicht gewinnbringend.
Eine verbesserte Berechnungsgenauigkeit ist in Kontaktgebieten nur durch h—Verfeinerung, also Anord-
nung von moglichst vielen Kontaktelementen zu erreichen.

2.2 Losung der Kontaktaufgabe

Sowohl die Bestimmung der Kontaktzone als auch die Erfiillung des Reibgesetzes erfolgen in jedem
Lastschritt iterativ (Zienkiewicz, 1989). Durch Nutzung einer Substrukturtechnik (Zienkiewicz, 1989)
188t sich die Kontaktiteration auf wenige Freiheitsgrade im FE-Gesamtsystem begrenzen. Dazu werden
die Korper A und B vernetzt und die Knoten auf der potentiellen Kontaktfliche als externe Knoten
kondensiert, die dann die sogenannte Hyperstruktur bilden. Zwischen diesen Knoten werden die Kon-
taktelemente angeordnet. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K und der Lastvektor “f werden so in einen
Festkorperteil KAZ Af48 yund einen Kontaktteil AK€, 2fC zerlegt. Der Festkorperteil bleibt wihrend
der Iteration unverdndert, nur der — verhiltnisméaflig kleine — Kontaktteil wird modifiziert. Der Itera-
tionsaufwand wird durch diese Zerlegung auf ein Minimum reduziert.

Zur numerischen Formulierung der Kontaktbedingungen werden die primiiren Ergebnisgréfien der FE-
Rechnung, die Knotenverschiebungen und -krifte herangezogen. Der aktuelle Abstand d der Knoten
eines Knotenpaares betrigt

d= v +u®f +d° (23)

Ist das Anfangsspiel d° # 0, dann 148t sich fiir das Knotenpaar auch eine dimensionsunabhingige fiktive
Dehnung €

—ud +uf

berechnen. Die geometrische Kontaktbedingung fiir die Beriihrung der Kérper lautet somit
dpn=m-d=0 bzw. en=mn-e=-1 (25)

Demzufolge gilt fiir den Kontaktzustand des Knotenpaares
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Bild 3. Kontaktalgorithmus
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e bei d, > 0 bzw. €, > —1 beriihren sich die Kérper nicht,
e bei d, =0 bzw. ¢, = —1 liegt Kontakt vor,

e bei d, < 0 bzw. €, < —1 durchdringen sich die Kérper unzulissig.

Wenn an keinem Knoten Kontakt vorliegt, wird das Element getffnet. Wenn sich die Koérper durch-
dringen, muf} die Normalsteifigkeit des Kontaktelementes erh6ht werden. Liegen an den Knotenpaaren
unterschiedliche Kontaktzustinde vor, dann wird zur endgiiltigen Entscheidung die statische Kontakt-
bedingung herangezogen. Bei Beriihrung der Kérper mufl die Normalkomponente der resultierenden
Schnittkraft im Element F,, eine Druckbelastung reprisentieren.

F,=n-F<O0 (26)
Nach dem Coulombschen Reibgesetz haften die Oberflichen, wenn fiir die resultierende Tangentialkraft
Fy = \/FZ + F7 die Bedingung

< N|Fn| (27)

erfiillt ist. Anderenfalls gleiten die Oberflichen aufeinander, und es muf} entweder durch Verinderung der
Tangentialsteifigkeitskoeflizienten oder durch entsprechende Zwangskriifte eine tangentiale Verschiebung
ug > 0 zugelassen werden. Fiir die Kontaktkrifte im Element muf3 schliefflich gelten

Fy — p|F,| =0 (28)

Der Ablauf des Kontaktalgorithmus ist schematisch in Bild 3 dargestellt. Die FE-Rechnung beginnt
mit der Netzgenerierung, dem Aufbau der Steifigkeitsmatrizen und des Lastvektors fiir die Substruktu-
ren. Durch Kondensation wird daraus das FE—-Gleichungssystem auf Hyperstrukturebene berechnet. Der
Kontaktalgorithmus startet mit dem Erzeugen des inkrementellen Lastvektors. Dann werden die Steifig-
keitsmatrizen und Zwangsvektoren der einzelnen Kontaktelemente aufgebaut, ins globale Koordinatensy-
stem transformiert und zum FE-Gleichungssystem addiert. Aus den berechneten Knotenverschiebungen
und -kréften wird die Kontaktfliche bestimmt. Die Normalsteifigkeitskoeffizienten der Elemente werden
nun dem Kontaktzustand angepafit und die Normaliteration mit dem erneuten Aufbau der Kontaktele-
mentbeziehungen fortgesetzt. Bleibt die Kontaktfliche in zwei aufeinanderfolgenden Iterationsschritten
unverdndert, dann beginnt die Tangentialiteration mit der Berechnung der normalen und tangentialen
Kréfte in den Kontaktelementen. Erfiillen sie das Coulombsche Reibgesetz, dann wird zum néchsten
Lastschritt {ibergegangen. Anderenfalls werden die Tangentialsteifigkeitskoeffizienten bzw. -kréfte ent-
sprechend der Iterationsvorschrift verédndert und die Tangentialiteration fortgesetzt, bis das Reibgesetz
mit ausreichender Genauigkeit erfiillt ist. AnschlieBend wird iiberpriift, ob sich dadurch die Kontaktfliche
veréndert. Ist das der Fall, dann beginnt der Iterationszyklus erneut. Die Kontaktberechnung ist been-
det, wenn die Last vollstindig aufgebracht wurde. AnschlieBend erfolgt die Verschiebungsriickrechnung
fiir die Substrukturen und die Spannungsberechnung in den finiten Elementen.

3 Die pNh-Technik

Bei vielen Kontaktproblemen sind die moglichen Kontaktbereiche auf kleine Bereiche der Struktur be-
grenzt. Um die Kontaktzone zu ermitteln, ist daher eine feine Elementunterteilung entlang des poten-
tiellen Kontaktrandes erforderlich. Allen bekannten FE-Kontaktalgorithmen ist gemeinsam, daf finite
Elemente der Polynomordnung p=1, maximal p=2 zum Einsatz kommen. Die Genauigkeit, mit der die
Kraftverteilung in der Kontaktzone bestimmt wird, hiingt somit von der Netzfeinheit im potentiellen
Kontaktgebiet ab. Bei der Berechnung des Spannungs- und Verformungszustandes von Maschinenbau-
teilen haben sich dagegen grofflichigere finite Elemente héherer Ansatzordnung als besonders effektiv
erwiesen. Deshalb sollten in den umliegenden Gebieten mit glattem Lésungsverlauf héherwertige Elemen-
te eingesetzt werden. Fiir die FE-Diskretisierung typischer Kontaktaufgaben ist somit eine Kombination
von h-verfeinerten Teilgebieten mit p—Vernetzungen im iibrigen Berechnungsgebiet zu empfehlen. Aus
diesem Grund wurde von den Autoren ein pNh-Elementkonzept entwickelt. Diese Technik erlaubt es,
derartige a priori inkompatible Vernetzungsgebiete kompatibel miteinander zu verbinden (Bild 4).
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a) b) c) d)

a)-c): konventionelle Verfeinerungen, d): pNh-Verfeinerung

Bild 4. Netzverfeinerungstechniken

pNh-Elemente sind finite Elemente beliebiger Ansatzordnung (i.allg. p=2...8), die auf einer oder meh-
reren Elementseiten eine Diskretisierung mit N h-Elementen (kleine Elemente niederer Ansatzordnung
p=1,2) ermoglichen. Die pNh—Elemente unterscheiden sich von den herkémmlichen p—Elementen da-
durch, dafl auf mindestens einer Elementseite Zwischenknoten eingefiihrt werden, die N h-Formfunktionen
aufspannen (Bild 5). Die Ansatzordnung der h-Diskretisierung auf dem Rand ist in der Regel geringer
als die der p-Diskretisierung im iibrigen Elementgebiet. Diese Technik fithrt auf bereichsweise defi-
nierte Formfunktionen niederer Ordnung. Anzahl und Linge der h—Abschnitte sind variabel. Die p-
Ansatzfunktionen kénnen sowohl isoparametrisch als auch hierarchisch formuliert sein. Die Herleitung
der pNh-Elementformulierungen sowie ihre numerischen Besonderheiten sind in (Graeff-Weinberg, 1995;
Graeff-Weinberg, 1996) beschrieben, Ansatzfunktionen der Elemente findet man in (Graeff-Weinberg,
1996).

Standard-
Kioppel flichen
seiten
Koppelflichen
N-Gebiet mit
<3,

Polynomgrad 1 Polynomgrad 2

Bild 5. pNh-Elemente

Die isoparametrischen pNh-Elemente sowie der verwendete Kontaktalgorithmus wurden in das Pro-
grammsystem COSAR (Computer System for Analysis & Research) implementiert. In COSAR werden
iberwiegend isoparametrische Elemente der Serendipity—Klasse mit quadratischer Ansatzordnung (p=2)
eingesetzt. Die isoparametrischen pNh-Elemente sind daher sowohl zu den Serendipity—Elementen als
auch zu den beschriebenen Kontaktelementen kompatibel.

4 Beispielrechnungen

Die prinzipielle Funktionsféhigkeit des vorgestellten Algorithmus sowie der Einsatz der pNh—Elemente
bei der Kontaktanalyse wurde anhand von Testbeispielen {iberpriift. Dabei war deutlich zu erkennen,
daB Kontaktelemente mit quadratischen Ansatzfunktionen schlechter fiir die Kontaktanalyse geeignet
sind als lineare Kontaktelemente, weil hiiufig an Seitenmitten- und Eckknoten unterschiedliche Kontakt-
zustdnde vorliegen. Zuriickzufiihren ist dieses Verhalten auf die unterschiedliche Wichtung der Knoten
bei der Kraftverteilung im Element. Besonders deutlich ist das bei Kontaktflichen, die mit Serendipity—
Ansatzfunktionen vom Polynomgrad p=2 vernetzt sind. Hier haben sogar bei konstantem Druck die
Schnittkrafte unterschiedliche Vorzeichen. Aus diesem Grund werden Kontaktanalysen in vielen Anwen-
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dungen und kommerziellen Systemen grundsitzlich nur zwischen FE-Strukturen vom Polynomgrad p=1
gelost.

Um die Vorteile der hoherwertigen Elemente bei der Verformungs- und Spannungsberechnung zu erhal-
ten, werden beispielsweise von Buczkowski et.al. (1989), (1994) jeweils 4 Hexaeder linearer Ansatzord-
nung an ein Hexaederelement quadratischer Ansatzordnung angeschlossen. Die Kopplung erfolgt hier
iiber Zwangsbedingungen fiir die Verschiebungsfunktion mittels Penalty—Funktion-Methode. Das fiihrt
zu Abhingigkeiten der Losungsgenauigkeit von der gewiihlten Penalty—Zahl. Eine Alternative dazu bietet
die hier gezeigte Anwendung von pNh-Elementen. Damit kann entweder die Kontaktzone selbst mit li-
nearen Ansatzfunktionen beschrieben oder die unmittelbare Umgebung des Kontaktbereichs mit linearen
Elementen vernetzt werden. Die anschlielenden Strukturen kdénnen mit Elementen hoherer Ansatzord-
nung berechnet werden.

4.1 Zylinder auf elastischer Unterlage

Es wurde ein unendlich langer Zylinder berechnet, der durch eine Last g auf eine elastische Unterlage ge-
driickt wird. Die analytische Losung fiir den ebenen Verzerrungszustand (Beitz, 1990) basiert auf der von
Hertz entwickelten Kontakttheorie, mit der die Beriihrfliche und der Kontaktdruck zweier aufeinander
geprefiter Scheiben berechnet werden kénnen.

Ein Viertel des Zylinder wird mit einem sehr groben FE-Netz modelliert. Die Belastung wurde als ent-
sprechend verteilte Linienlast aufgebracht. An das potentielle Kontaktgebiet grenzen zwei pNh—Elemente,
wobei im Kontaktgebiet 15 Kontaktelemente einmal linearer und einmal quadratischer Ansatzordnung
angeordnet wurden. Die beiden pNh-Elemente realisieren damit eine 1:5 bzw. 1:10 Verfeinerung. Die
Nh-Kanten haben folglich 5 bzw. 10 h—Abschnitte der Polynomordnung 1 bzw. 2 (Bild 6).

Pn
= T T T
q E =7-10* MPa " p=1
v =0.33 1 p=2 o |
20
0.75 .
0.5 -
0.25 -
— pNh-Elemente

‘J? 0 ' ! ' »o-o-oo—!

025 0.5 0.75 1 1.5 ¢

Bild 6. Zylinder auf elastischer Unterlage

Bei der Berechnung wurde von einer a priori unbekannten Kontaktzone ausgegangen. Der vorhandene
Anfangsspalt geht als Zwangskraft entsprechend Gleichung (22) in das FE-Gleichungssystem ein. Die
Belastung wurde hier in einem Schritt aufgebracht, die Kontaktiteration ist dann nach 6-8 Iterations-
schritten beendet. Mit beiden FE-Modellen berechnet man eine Kontaktzone s, die der analytischen
Losung entspricht. In Bild 6 ist der auf die Gesamtlast bezogene Kontaktdruck p,/po iiber der Beriihr-
fliche aufgetragen. Bild 7 enthilt die Druckspanungsverteilung im Zylinder und in der mitmodellierten
Unterlage. Die Kontaktdruckverteilung wird durch die linearen Kontaktelemente deutlich besser wieder-
gegeben als durch die quadratischen. Das bestiitigt die oben getroffene Aussage, dafl im Kontaktbereich
Elemente linearer Ansatzordnung vorzuziehen sind. Insgesamt demonstriert dieses Beispiel sehr anschau-
lich die Eignung der pNh-Elemente zur feinen Diskretisierung der Kontaktzone. Obwohl die angrenzenden
Strukturen nur grob vernetzt wurden, ist die Approximation des Kontaktverhaltens von hoher Qualitét.
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Bild 7. Druckspannungsverteilung

4.2 Flanschverbindung

Am Beispiel des Flansches in Bild 8a wird gezeigt, dafi die pNh-Technik sowohl zur Diskretisierung von
Kontaktzonen als auch zur starken lokalen Netzverdichtung in kritischen Bereichen der Struktur geeignet
ist.

Flanschverbindungen sind als Bestandteile komplexer Rohrleitungssysteme gewshnlich hohen Beanspru-
chungen ausgesetzt. Der hier untersuchte Flansch gehort zu einer Tiefbrunnenanlage. Belastet wird der
Flansch durch Innendruck, durch aus der Verschraubung resultierende Kriifte sowie durch das relativ
hohe Eigengewicht der anschlieflenden Rohrleitung. Dadurch liegt zwischen Flansch und Dichtung ein
Kontaktproblem vor.

Zunéchst wurden mit einem vereinfachten rotationssymmetrischen Modell Variantenrechnungen zur Ge-
staltung des Kontaktgebietes vorgenommen. Bei Belastung des Flansches kommt es auf der Innenseite
zum Abheben und folglich zu einer schlechten Abdichtung (Bild 9). Es wurden deshalb Modelle mit ange-
schrigten Dichtungsflichen untersucht. Ziel war es, einen Anfangsspalt zwischen Flansch und Dichtung
so zu dimensionieren, daf bei Betriebslast im gesamten Gebiet Kontakt vorliegt (Berger, 1995).

Unter Ausnutzung der Symmetriebedingungen li8t sich das 3D-Berechnungsmodell auf % des Flansches
reduzieren. Infolge der geometrischen Details ist dennoch ein recht stark strukturiertes FE-Netz erfor-
derlich. Nach einer ersten Rechnung mit einem groben Startnetz sind die Bereiche lokalisiert worden, in
denen eine Netzverdichtung notwendig ist.

Bild 8b zeigt im dreidimensionalen FE-Modell des Flansches den Zugspannungsverlauf in axialer Rich-
tung unter Betriebslast. Man erkennt, daf§ durch die Netzverdichtung der Spannungsverlauf im Uber-
gangsbereich detailliert wiedergegeben wird. Wiirde man beispielsweise hier auf die Lokalisierung der
Verfeinerung mittels pNh—Technik verzichten, dann wird durch automatische Netzgenerierung fiir die
Struktur ein FE-Netz mit & 42000 Freiheitsgraden gegeniiber den hier entstehenden 11000 Freiheitsgra-
den generiert. Fiir eine FE-Berechnung mit COSAR wiiren dann ca. 2 Gigabyte Speicherplatz erforder-
lich, statt der hier benétigten 300 Megabyte.
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Schraubenkraft

Innendruck

Kontaktproblem: Dichtung - Flansch

a) Sektormodell b) Axiale Normalspannungen

Bild 8. 3D-Flanschmodell

0922 [MP&]

Bild 9. Vereinfachtes rotationssymmetrisches Modell
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5 Zusammenfassung

Mit Hilfe des pNh-Elementkonzeptes ist es méglich, eine feine Diskretisierung von Kontaktréindern bei
grober Vernetzung des iibrigen Berechnungsgebietes vorzunehmen. Die Spannungswiedergabe der an-
schliefenden Struktur wird durch einen Belastungssprung in den pNh-Elementen nicht verfilscht. Be-
sonders vorteilhaft ist die Kopplung hoherwertiger mit linearen Elementen. Dadurch kann beispielsweise
die Kontaktiteration mit h-Elementen linearer Ansatzordnung durchgefiihrt werden, wogegen das iibri-
ge Bauteil selbst giinstiger mit hoherwertigen Elementen erfaBt wird. Die Beispielrechnungen zeigen
aber auch, dafl die praktische Anwendung des pNh-Elementkonzeptes wesentlich von der Bereitstellung
geeigneter Pre- und Postprozessoren abhingt.
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