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Ableitung der Gleichungen von Maggi für nichtholonome

Systeme aus dem zweiten Newtonschen Gesetz

M. P. Juschkov

Ziel der Arbeit ist eine Ableitung der Maggischen Gleichungen aus dem zweiten Newtonschen Gesetz.

Diese Gleichungen sind die allgemeinsten Gleichungen der nichtholonomen Mechanik, sie fordern keine

Beschränkungen für die nichtholonomen Bedingungsgleichungen, welche sogar nichtlinear sein können.

Mit den Maggischen Gleichungen kann man nicht nur die Bewegung des Systems untersuchen, sondern

auch die Zwangskra'fte leicht bestimmen. Als ein Beispiel der Theorie ist in der Arbeit das einfache

Modell der Bewegung eines Automobils untersucht worden.

1 Geometrische Darstellung des Reaktionsvektors für nichtholonome Bindung bei Bewe-

gung eines materiellen Punktes

Nehmen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem Omlmga'g mit den Einheitsvektoren i1, i2, i3. Es sei

ein Punkt mit der Masse m bewegt, wobei es jedoch eine nichtholonome Bindungsgleichung gibt.

Mam) : 0 L (1)

Auf den Punkt wirkt eine Kraft F = Xkik, k : 1,2,3. Hier und im weiteren gelte die Summationsver-

einbarung. Für unseren gebundenen Massenpunkt kann man die Bewegungsgleichung schreiben:

mw:F+R (2)

Untersuchen wir eine geometrische Darstellung des Reaktionsvektors R = Rkik für eine nichtholonome

Bindung.

Statt Gleichung (1) bekommen wir

._8<‚9 (3g). (999.. _

Wir kennen den Vektor V<p : (Öcp/Öwkfik. Poljachov (1972) hat noch einen neuen Vektor

0e?
V’ : ——'

(p am; 1k

mit in die Betrachtung einbezogen. Mit Hilfe dieses Vektors können wir die Formel (3) folgendermaßen

schreiben:

(38—f+Vgp-v+V'cp-W=0 (4)

Wir bilden das innere Produkt aus Gleichung (2) mit dem Vektor V'4p und multiplizieren die Gleichung

(4) mit der Masse m. Dann bekommen wir

Ö

R'V’ga2—m(—ä%+Vgo-v> —F-V’cp

Dann können wir
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I (5)
m Ögo/Öt + 7nV1p-v + F - V <p

IV’sDI2

 

A:—

bilden, wobei A einen vorläufig unbestimmten Faktor darstellt.

Bemerken wir besonders, daß vom mathematischen Ausdruck der Bindung (1) hier nur der Vektor N

abhängig ist. Im einzelnen können die Gleichungen (1) und (2) rein mathematisch auch bei T0 : 0

befriedigt werden. Eine derartige nichtholonome Bindung nennen wir eine ideale Bindung. Falls T0 “+4 0

ist, so muß man speziell beschreiben, auf welche Weise der Vektor T0 entsteht. Für dieses Ziel rnuß man

die weiteren Charakteristiken beschreiben, welche zeigen, wie diese Bindung (1) physikalisch realisiert

ist. Gewöhnlich hängt T0 wesentlich von der Größe N und weniger von t, :13, a": ab.

Analysieren wir jetzt eine holonome Bindung

f (t, III) = 0 (6)

Aus der Bindung (6) bekommen wir

und darum haben wir

81 a
Öi‘k w airk

 

Diese Formeln zeigen, daß für eine holonome Bindung (6) unser Vektor V'go dem gewöhnlichen Vektor

V f gleich ist. Hier ist es offenbar, daß der Vektor N auf der Fläche, welche der Gleichung (6) entspricht,

senkrecht steht, und daß der Vektor To in der Tangentenebene zu dieser Fläche liegt. Falls die Bindung

(6) wie eine materielle Fläche ausgeführt ist, so haben wir T0 : 0 nur für eine absolut glatte Fläche.

Eine solche holonome Bindung bezeichnen wir als eine ideale Bindung. Für den Fall T0 # 0 können wir

als Beispiel das Coulombsche Reibungsgesetz erwähnen

T0 : —1;1N—V—
1V1

wobei k] ein Bremskoeffizient ist, der die Rauhigkeit der materiellen Fläche beschreibt.

Für den zwei Zwangsbedingungen go“(t, ‚r, : 0, n : 1, 2 unterworfenen Punkt können wir die Zwangs—

kraft so darstellen:

R : N + T0 N z A5720” (7)

2 Der darstellende Punkt (ein Punkt, der nach Hertz die Bewegung eines beliebigen Sy-

stems von n materiellen Punkten beschreibt und darstellt)

Die Bewegung eines Punktsystems, das die Punkte 1/ mit den Massen my, 1/ = T15 hat, sei durch k

nichtholonome Bedingungen eingeschränkt. Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten

rn„r„ : F„ + RV V : 1,n (8)

Der Einfachheit halber werden wir die Vektoren ry, v„, F”, RV, 1/ : m durch die Skalare x : (9:1, . . . ‚93%),

j: : (3'11, . . . ,:i;p‚.„‚), X : (X1, . . . ‚X3„)‚ R : (R1,...,R3„) charakterisieren. Hier steht speziell eine

durchgehende Numerierung. Zum Beispiel ist mp bei p, 2 3(1/ — 1) + j, wo 1/ : 1,n, j : 1,2,3, eine
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Axialkomponente des Ortsvektors r„ (1/ : auf die Achse mit der Nummer j (j z 1,2, 3). Führen

wir noch die Bezeichnungen mu z my ein, wenn 1/ : Ü; und n z 31/ — 2, 31/ — 1, 3V sind, dann können

wir die folgenden skalaren Gleichungen statt der Vektorgleichungen (8) schreiben:

muffin = X” + RH ‚u = 1, 3n (9)

Ferner führen wir noch folgende Formeln ein:

   

‚ 3‘

Ä{:U:lm„:%äm„ 771.„:%

(10)

y) : n = R1. =

Damn kann man das System (9) so darstellen:

MCÜN = Y“, + R1, 11, : 1,371 (11)

Betrachten wir einen Raum mit senkrechten Achsen y1‚ . . . , ygn, für den die Einheitsvektoren jl, . . . , jgn

gelten. In diesem Raum kann man die Vektoren

y = :I/uju, V = “Quin W = 37L Y = Yujt R' = Rth

einführen. Dann können wir statt der skalaren Gleichungen (11) folgende Vektorgleichung schreiben:

MW : Y + R’ (12)

Diese Gleichung betrachten wir in unserem neuen Raum als eine Analogie zum zweiten Newtonschen

Gesetz, wenn sich ein Punkt mit der Masse M unter der Wirkung der eingeprägten Kraft Y und unter

der Wirkung der Zwangskraft R’, welche aus den nichtholonomen Bindungen

 

WU) y, 2)) = 0 n Z 1. k (13)

entsteht, bewegt. Den Vektor R’ kann man in folgender Form darstellen:

R’ : N + T0 N : ARV/(0” T0 1 N (14)

Das ist eine Analogie zu den Formeln (5) und Dieser Punkt mit der Masse M, den wir in den Raum,

der die Dimension 3n hat, eingeführt haben, bezeichnen wir als den darstellenden Punkt. Falls wir seine

Bewegung, die den Bedingungen (13) unterworfen ist, kennen, so kennen wir auch mit den Formeln (10)

die Bewegung des Punktsystems im gewöhnlichen Raum, der die Dimension 3 hat.

3 Die Bewegungsgleichungen des holonomen Systems. Die Idealität der holonomen Bin—

dungen

Die Bewegung eines darstellenden Punktes wird durch die holonomen Bedingungen

‚f"'(t,y) : 0 H : 1,143 (15)

eingeschränkt. Falls diese Bedingungen ideal sind, so wie die Formeln (14) dies verlangen, dann ist die

Vektorgleichung der Bewegung des Punktes

MW : Y + AN)"a (16)

229



Führen wir verallgemeinerte Koordinaten q”, a : 1,3n ein, dann hat dieses Koordinatensystem die

Grundbasis ea : öy/Öq”, 0 z 1, 3n. Wir wählen die Koordinaten q)‘, A = 1,7, l : 3n — k willkürlich,

und die anderen Koordinaten setzen wir fest als

W = .f”'(t‚ y) n = 1, k: (17)

Falls ql‘l‘” : O, H, = 1,—k, so werden die Bedingungen (15) befriedigt.

Es ergibt sich

  

vfwe _fl%18q’+”3yu_{ 0, 05H”

r7—f9gj,,8q"h am, ÖQU— 1, U:l+rt

Multiplizieren wir die Gleichung (16) mit den Vektoren ea, 0‘ : 1, 377,, dann bekommen wir

Y (18T 0T _

 

‚d 8T aT
MWHH : i : Ql+n + AK, ’17 : lak- (19)

Die Gleichuigen (18) sind die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art. Sie bestimmen die Funktion_en

q)‘(t), A : 1,1, Danach können wir aus den Gleichungen (19) die allgemeinen Zwangskräfte Am ‚k; z 1, k,

erhalten. Da wir die Formeln (17) haben, so sind die Vektoren der Dualbasis

eH‘” : Vf" KZ : 1:7;

Darum bemerken wir nach Gleichungen (18) und (19), daß wir im Raum ”L” mit der Basis {eh . . . ,el}

die Bewegung untersuchen können und daß sich im Raum ”K” mit der Basis {e’+1,...,e3"}, welcher

auf dem vorigen Raum ”L” senkrecht steht, die allgemeinen Zwangskrafte befinden.

Wir zeigen jetzt, wie man die ldealität der holonomen Bindungen auch von anderer Seite beschreiben

kann. Bei unseren zwei Räumen haben wir für die Beschleunigung folgende Formeln:

w : WL + WK wL z WgeA wK 2 wie“ wL - wK : 0

Damn schreiben wir statt einer Gleichung (12) zwei Gleichungen

AIWLzYL-l-R'L (20)

MWK : YK + R’K (21)

Unsere Basis {e’+l, . . . , em} bekommen wir aus den Bedingungsgleichungen, und dabei haben wir R’K E

N z AHVf”. Nach der Formel (15) ergibt sich

ql+l< : ql+n : (-jl-{w 2 0 K/ :1’k.

und darum, falls wir die Funktionen q’\(t), /\ = 7 kennen, kennen wir auch die Beschleunigung WK ,

weil für die Komponenten gilt

W/i. : qu‘“ + szmaqfl aß = —0‚3n qO :t q“ = 1

Gerade dieser Vektor WK ergibt die Zwangskraftkomponente R’K bei der bekannten Kraft Y. Anders

ist es für den Vektor WL in der Gleichung (20). Hier erscheint die Zwangskraftkomponente R’L : T0,
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welche von den Gleichungen (15) unabhängig ist. Die Gleichung (20) kann man bei jedem beliebigen

Vektor R'L befriedigen, sogar auch bei R’L : 0. In diesem Fall ist der Vektor W1, (welcher senkrecht auf

dem Vektor WK steht) unabhängig von den holonomen Bedingungen und die Bewegungsgleichung hat

eine Form wie bei der freien Bewegung.

MWLZYL
(22)

Also können wir auch sagen, daß die holonomen Bedingungen dann ideal sind, wenn sie den Vektor WL

nicht beeinflussen.

4 Die Bewegungsgleichungen des nichtholonomen Systems. Die Idealität der nichtholono—

men Bindungen

Gegeben seien die nichtholonome Bedingungen

w”(tq‚d)::0 H2217E q =(qlw--,qu- (23)

Nehmen wir statt der Veränderlichen q : (Q1, . . . ‚ (13”) die neuen \i’eränderlichen 11* z (vi, . . . wg”)

1€ ZIÄ(RQ‚Q) PZZiTEE (24)

Setzen wir voraus, daß eine Umkehrung existiere

(la Z dg(l‚q‚v*) 0 z 1—7375 (25)

Nehmen wir ferner an, daß die Ableitungen der Funktionen (24) und (25) stetig sind. Dann können wir

zwei Systeme lii'iear unabhängiger Vektoren einführen.

  

"(7 f)

Z Öq Ep Z am

5T U „ T 26

811:6 aqTe ( )

Für diese Vektoren gilt

 

EWS _8’Uf(9q0:6p:{0 [174—7—

T‘fiav: T

Darum können wir diese Vektoren als die Vektoren der Grundbasis und der Dualbasis verwenden. Be-

zeichnen wir diese Basen als m'chtholonome Basen.

Setzen wir solche letzten Veränderlichen in den Formeln (24) ein

vf”=¢%a%® l=3n«k Hzlfi an

Es sei bemerkt daß dann bei den Bedingungen (23) gilt

v?" : 0 K, =

Außerdem haben wir

61+»: 7 899K er v Visors?

— : If I 1 k

(MT ’

Führen wir zwei zueinander senkrechte Räume ”L” und ’'K” mit den nichtholonomen Basen {61, . . . , El}

und {El+1‚ . . ‚ ‚53”1} in die Betrachtung ein, dann können wir die Beschleunigung s0 darstellen:
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w = WL + WK WL : WgeA WK 2 wie“ WL - WK 2 0

Entsprechend diesem kann man statt der Gleichung (12) zwei Gleichungen in den Formen (20) und (21)

schreiben. Aber man muß bedenken, daß wir jetzt für die Räume ”L” und ”K” zwei nichtholonome

Basen haben.

Den Vektor WK kann man aus inneren Produkten finden.

W.E[+H
_ („5+110-

890K

— q am q )—aq„‚ H II

u
l
—
l

:
?
.

Darum bekommen wir folgendes: Wir kennen den Vektor WK ‚ wenn wir die Bedingungsgleichungen

(23) und alle Funktionen q” : q”(t), a : m kennen. Wie wir aus der Gleichung (20) ersehen,

bekommen wir diesen Vektor WK (bei der Wirkung der Kraft Y) mit Hilfe der Zwangskraft R’K : N :

AHV’go”. Im Unterschied zu diesem ist der Vektor WL von den nichtholonomen Bindungsgleichungen

unabhängig. Die Beschleunigungskomponente kann man aus der Gleichung (20) bei beliebigem Vektor

R’L bekommen. Im einzelnen kann man R’L : O haben, und in diesem Fall hat die Bewegungsgleichung

eigentlich die Form (22). Falls die nichtholonomen Bindungen (23) die Beschleunigungskomponente WL

nicht beeinflussen, so können wir solche Bindungen ideale nichtholonome Bindungen nennen. Für diese

Bindungen haben wir R’L E T0 : 0, und darum ist

R’: R’K = N z Afiv’w

Bilden wir das innere Produkt des zweiten Newtonschen Gesetzes

MW : Y + AKV’go”

mit den Vektoren Ex, Ä : dann bekommen wir die Bewegungsgleichungen für das ideale nichtholo-

nome System.

ad”

(Alm/0 _ Qa)ä;5 Z A : fl? (28)

Diese Gleichungen hat Maggi 1901 für lineare nichtholonome Bindungen aufgestellt. Später hat Prze—

borski (1931) den Fall der nichtlinearen nichtholonomen Bedingungen mit Hilfe des verallgemeinerten

D’Alemberthagrangeschen Prinzips betrachtet.

Falls uns die Anfangsbedingungen bekannt sind, können wir die Gleichungen (23) und (28) lösen.

 

q” : q”(t) cr : 1,3m (29)

Es sei nebenbei bemerkt, daß die Erhaltung des Bewegungsgesetzes (29) zeigt, daß wir durch die Wahl der

Anfangsbedingungen einen beliebigen Zustand des Systems bekommen können. Das bedeutet, daß sich

bei Einführung der nichtholonomen Bedingungen die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems nicht verän—

dert. Darum ist es nicht gut, für das nichtholonome System Beschränkungen der Virtuellen Verrückungen

einzuführen. Besser wäre es zu sagen, daß die nichtholonomen Bedingungen den Virtuellen Geschwindig-

keiten gewisse Beschränkungen auferlegen.

Bilden wir das innere Produkt des zweiten Newtonschen Gesetzes mit den Vektoren EH,“ IQ = 1, k, dann

bekommen wir die andere Gruppe der Maggischen Gleichungen.

‚r m , —

(Mm — (MW ~ AH n ‚k (30)

s
.

Bei bekannter Bewegung (29) ergeben diese Gleichungen die verallgemeinerten Zwangskräfte AN der

nichtholonomen Bindungen (23).
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Also können wir behaupten, daß wir bei idealen nichtholonomen Bedingungen den ”L”-Raum und

den ”K”—R‚aum haben. Der ”L”—R.aum ist ein Bewegungsraum, und der "K”—Raum ist ein Zwangs-

kräfteraum. Diese Räume stehen senkrecht aufeinander, und man kann die Bewegung und die Zwangs-

krafte mit Hilfe der Gleichungen (28) und (30) untersuchen.

Falls wir statt eines Punktsystems ein allgemeines mechanisches System mit dern Freiheitgrad ”5” der

Bewegung haben, so muß man die generalisierten Koordinaten (11, , . . ,qs einführen und in allen Formeln

statt ”377,” überall ”s” einsetzen.

Die Maggischen Gleichungen sind die allgemeinsten Gleichungen der nichtholonomen Mechanik, sie for—

dern keine Beschränkungen für die nichtholonomen Bedingungsgleichungen, welche sogar nichtlinear sein

können. Es sei betont, daß man für ein konkretes mechanisches System die Maggischen Gleichungen etwa

so leicht wie die Lagrangeschen Gleichungen aufstellen kann. In der 'l‘at haben wir folgende Ausdrücke

MW„— :————~—Qa 0:5

P.

und dazu müssen wir nur noch die Formeln (24) und (2(

die Ableitungen (if/(92):, a, 7' = bilden.

) einführen, die Umkehrung (25) suchen und

5 Automobil—Bewegungsgleichungen und die Zwangskräfte der nichtholonomen Bedingun-

gen

Als Beispiel für die Theorie untersuchen wir die Bewegung eines Automobils (Bild 1), Der Körper und

die vordere Achse haben die Massen M1 und Mg. Die Trägheitsmomente bezüglich der vertikalen Achsen

sind J1 und J2. In Längsrichtung des Körpers wirkt eine aktive Kraft 171(73), und eine Widerstandskraft

F2 ist entgegen der Geschwindigkeit VC des Schwerpunktes des Körpers gerichtet. Die vordere Achse

kann sich unter der WVirkung des Drehmomentes £1 und des VViderstandsmomentes £2 um die vertikale

Achse im Schwerpunkt A drehen. Wir vernachlässigen die Drehung der Räder.

Bilden wir jetzt die Maggischen Gleichungen dieses Systems. Der Wagen bewegt sich in der horizontalen

Ebene, in welcher es ein unbewegtes Koordinatensystem Omy gibt. Führen wir folgende verallgemeinerte

Koordinaten ein: q1 2 (,0 v ein Winkel zwischen der Körperlängsachse und der Koordinatenachse Om,

q2 : l9 7 ein Winkel zwischen der Autovorderachse und dem Perpendikel zur Körperlängsachse, q3 : 1:0,

(14 2 yo 7 die Koordinaten des Körperschwerpunktes C.

Es gibt zwei nichtholonome Bedingungen, welche zeigen, daß der W’agen sich nicht längs der vorderen

und hinteren Autoachsen bewegt.

wring singo + QB coscp : 0

—:i;‚4 sin(cp + 6) + yA cos(<‚0 + 0) : 0

Hier sind ‚77A , yA, :1: B, y 3 die Koordinaten der Schwerpunkte der vorderen und hinteren VVagenachse. Ihre

Abstände vom Körperschwerpunkt sind l1 und l2. Darum können wir die nichtholonomen Bedingungen

auch folgendermaßen schreiben:

—;i:(;r sincp + ya cos<p e [29b : 0

(31)

—:1':o sin(4p + 9) + yo (105(90 + 9)+l1gbcos() : 0

Wir führen nun neue Veränderliche ein (siehe Formeln (24) und (27))

14:95 123:9
‚k

- "(29b — ‚im singe + yc coscp v: =l1<pcosH — $0 sin(<p + 9) + ya cos(Lp + 6’)C
e
s
c

|
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und bilden die Umkehrungen

‘l 1

qEQ‘Ö:’U* 423(9sz

(23 2 = m: + 63v: + ein: q4 a z wie + ßävf: + [52:12:

: (ll cosgocosfi + l2 cos(g@ + 9))/sin9 : cos(cp + 9)/ sind

fl: : _ (tostp/ Sing [i‘ll : (11 singocosö + l2 sin(gp + 6))/sin6

[3.31 : 8111(90 + (9)/ sind ‚62 = ’ 511190/81119

Die kinetische Energie T des Systems hat die Form

2F:lflfié+yéf+f¢2+Jfl2+2fi¢€+Mfih¢b¢Cfinw+yomww

mit il/F : M1 + Jl/[g und .V:L+A+Mfi

 

Bild 1. Ein niehtholonomes System

Die allgemeinen Kraftkomponenten7 die auf das System Wirken‚ kann man so darstellen:

Qz E Qo Z £105) — ‚C2

Q3 E Q1517: C0890 — ng'C/UC

Q4 E QUU 2 F1 Sin? - FQQC/UC

2m : x/JL'ZC +
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Wir schreiben nun die erste Maggische Gleichung für unseren Fall als

 

7 5-1 7 5‘3 3-4

(MWl A (ma—31 + (Mw3 — (233%1 + (MW4 v (20831 = o (35)

Die zweite lVlaggische Gleichung fällt mit der Lagrangeschen.Gleichung zweiter Art zusammen, weil die

nichtholonomen Bedingungen (31) von der Geschwindigkeit 6 unabhängig sind.

MW2 — (22 = 0
(36)

Die Ausdrücke 1W VV„ kann man durch die kinetische Energie T nach den folgenden Formeln berechnen:

(l 8T 8T _.

w I, : — — —
1 M (mgr; öq” U

H H ‚.
1;

 

Nach den Formeln (32) bis (34) schreiben wir die Wagenbewegungsgleichungen (35) und (36) folgender-

maßen:

[.]* +1l/[gl1(ßfcoscp — sin 90)](‚25 + Jgä + (ll/IV}? — ll/[gll sintp)ii70 +(M*,811 + Mgll cos (,0)ng

: Mglj 952$? cosgp + [if sin (p) + [F1(t) cos up A ng‘c/vomf’ + [F1 (t) sinrp — ng'c/UCWf (37)

‚1.2(9' + e) = mt) — £2

Falls wir die Anfangsbedingungen und die analytischen Ausdrücke der Funktionen Fl , £1,F2, £2 kennen,

so können wir die nichtlinearen Differentialgleichungen (31) und (37) numerisch lösen. Dann bekommen

wir das Bewegungsgesetz des Automobils.

go : (9 : 0(15) l‘C ::1:C(t) yo : 310(15) (38)

Jetzt kann man die allgemeinen Zwangskrafte suchen. Die zweite Gruppe der Maggischen Gleichungen

(30) sieht folgendermaßen aus:

  

v 8-3 a *4

A; : (Mm/3 — Q3) 833 + (Mm — Q4) („33

öq3 "4

A2 : (All/V3 —

 

4

*

Üq
8113+(MW4 — QUE”—

oder ausführlicher

A1 : [ll/[*in — JVIgl1(gäsingp + 9&2 cos (p) — F1cos (‚D + ngm/vomg

+ [M*g’jc + M2l1(¢3 cosgo — gbg sin (‚0) — F106) sin<p + ngc/vclßgl

A2 : [Alfie — Algll sin (p + 9392 cos (p) — Fl_(t) COS 4,0 + ngito/ncwä’

+lM*170 + ledsö COSCP — 9572 Sin <P) — F1(t)sin 90 + leic/Uclßfi

Setzen wir hier das Bewegungsgesetz (38) ein, dann bekommen wir die Zwangskrafte als Funktionen

der Zeit A, : A,(t), i : 1, 2. Diese Funktionen erlauben uns zu erforschen, wann die nichtholonomen

Bedingungen (31) erfüllt sind. Falls die Zwangskräfte den Coulombschen Reibungskraften gleich sind, so

werden diese Bedingungen nicht befriedigt, und das Automobil kann sich längs seiner Achsen bewegen.
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6 Zusammenfassung

Im Artikel werden die Gleichungen von Maggi aus dem zweiten Newtonschen Gesetz hergeleitet. Diese

Gleichungen kann man für beliebige nichtholonome Bedingungen erhalten, welche sogar nichtlinear sein

können. Die Maggischen Gleichungen lassen sich fast so leicht wie die Lagrangeschen Gleichungen auf-

stellen, nur muß man zusätzlich von allgemeinen Geschwindigkeiten zu neuen Quasigeschwindigkeiten

übergehen, eine Umkehrung bilden und die erhaltenen Funktionen differenzieren. Bei idealen nichtho—

lonomen Bedingungen bekommen wir zwei Gruppen Maggischer Gleichungen. Falls wir die Anfangsbe—

dingungen kennen, so lösen wir numerisch die erste Gruppe von Differentialgleichungen zusammen mit

den Bedingungsgleichungen und bekommen so das Bewegungsgesetz des mechanischen Systems. Danach

berechnen wir aus der zweiten Gruppe der Maggischen Gleichungen die allgemeinen Zwangskrafte als

Funktionen der Zeit. Als Beispiel dieser Theorie wurde ein einfaches Modell der Bewegung des Au-

tomobils untersucht. Es sind die Bewegungsgleichungen und die allgemeinen Zwangskräfte dargestellt.

Falls bei der Bewegung die Zwangskräfte den Coulombschen Reibungskräften gleich werden, s0 kann das

Automobil längs seiner vorderen und hinteren Achse gleiten.
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