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Wechselwirkungen zwischen Polygonalisation und Antrieb bei
Eisenbahnradern

E. Brommundt

Nimmt man an, daf3 der lokale Materialabrieb bei Eisenbahnriidern eine Funktion des jeweiligen Schlupfes mit
zundchst konstanten Verschleiffbeiwerten ist, kann man die Zu- oder Abnahme einer Anfangs-Unrundheit rech-
nerisch verfolgen. Der Antrieb, das Bremsen und auch Differenzen zwischen den Radien beider Rdder eines
Radsatzes wirken sich auf den VerschleifS aus, wie umgekehrt die ungleichformigen Radien ungleichférmige
Traktionen an den beiden Réiidern zur Folge haben. Andern sich durch den Verschleif3 die Oberfliicheneigen-
schaften lokal, verfestigt sich zum Beispiel der Werkstoff, so kann man dies durch orts- und zeitabhdingige
Verschleifikoeffizienten beriicksichtigen.

Am Beispiel eines einzelnen Radsatzes wird eine Untersuchungsmethode vorgestellt, mit der man solche Vor-
gange erfassen und Erfahrungen anpassen kann. Das Modell wird so gewdihlt, daf es iiberschaubar und
durchsichtig bleibt. Nach der Methode der kleinen Parameter und der multiplen Zeitskalen gewinnt man aus
den Bewegungsgleichungen und dem Verschleifansatz ein System stark nichilinearer partieller Differential-
gleichungen, die man entweder unmittelbar numerisch untersucht oder durch eine Fouriertransformation in ein
unendliches System nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen iiberfiihrt, das man bei einer
bestimmten Ordnung abbricht und dann numerisch lost. Wir verzichten hier darauf, die Entwicklungen nach
den kleinen Parametern im einzelnen darzulegen, vgl. Brommundt (1996).

1 Das Modell

Der Radsatz nach Bild 1 besteht aus zwei starren zylindrischen Riddern 1 und 2 mit ungefihr gleichen Durch-
messern, die fest auf einer biegestarren, doch torsionsnachgiebigen Achse sitzen. Er rollt auf einem ideal
ebenen, starren Gleis. In den Radmitten greifen senkrecht die Lasten F; an, in Achsmitte wird das
Antricbsmoment M, eingeleitet. Das mit der konstanten Geschwindigkeit v laufende Fahrzeug wird im
Modell symbolisch durch einen Vorgelegebalken wiedergegeben, der mit den Achszapfen durch Feder-
Démpfer-Parallelschaltungen verbunden ist.

Die Réder sind schwach unrund. In Bild 2 bedeutet ¢, = ¢,(¢), i = 1, 2 den Drehwinkel. Fiir die Radien R,
setzen wir an

R, = R(y;, €7'1) = Ry(1 + £S,(y;, €°'1)) )

Dabei ist R, der Nennradius, € ein kleiner Parameter (wir setzen € = 0.001), und S; erfat die Unrundhei-
ten; S; hat die GroBenordnung 1, formal: S; = 0(1). Mit dem Argument W, erfassen wir den Ort auf dem
Umfang, mit €'z die Zeitabhingigkeit von R bzw. S;. Der Faktor €°' bei der Zeit ¢ bedeutet, daB sich R;
bzw. S; nur langsam mit der Zeit dndern. Der Exponent o, mu experimentell bestimmt werden, wir denken
hier an 6, = 2 bis 3. Der einfacheren Schreibweise halber fithren wir die langsame Zeit

t (2)

ein und schreiben R (y;, 1), S;(y;, 7).
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Bild 1. Das Modell

Aus Bild 2 liest man fiir den Kontaktwinkel B, die folgende Bedingung ab:

OR; .
COSBB_V o;+p, —SINP Ry .3 =0
1
Mit in € linearen Gliedern erhilt man daraus
= oY
8[3,'((9[’ T):= Bi(g;, 1) = e—-
) vy, (@;,,7)

Dann gilt fiir die Radien R zu den Kontaktpunkten C

RE=R(¢; + B, V) = R(g; + 861" ) = R(9;, 1)

Bild 2. Unrundes Rad

3)

“4)

)

Da wir die R, nur an den Kontaktpunkten oder deren Umgebungen brauchen, schreiben wir wegen des letzten

Ausdrucks von Gleichung (5) statt Gleichung (1)

R = R(9;, 1) = Ryl + e5;(¢;, 1) i=1,2 (6)
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2 Die Bewegungsgleichungen

Wir erfassen die Bewegung des Radsatzes als Ganzes durch die Langsbewegung x(¢), gegeniiber dem Fahrzeug
gemessen, und den Gierwinkel vy, = y(t) , vgl. Bild 1. Die Drehungen o;(¢) der Réder schreiben wir als mitt-
lere Drehung @() und Abweichung o(t)in der Form

oi(r) = or) + afr) 0s(r) = o(r) - afr) (7)

Wir benutzen die folgenden Systemparameter:

m - Masse des Radsatzes

J, - Massenmoment des Radsatzes um die Hochachse
4, - Massenmoment des Radsatzes um die Drehachse
J - Massenmoment eines Rades um seine Drehachse
k - Steifigkeit einer Langsfeder

kr - Torsionssteifigkeit der Achse

b - Ddmpferkonstante eines Lingsddmpfers

Ry - Nennradius

a, - halbe Spurweite (8)
ay - halbe Federweite

M, - Antriebsmoment

F - Radlast (einschlieBlich Gewicht)

Fyi - Normalkrifte

F - Tangentialkrifte

v - Fahrgeschwindigkeit

€y  =v/Ry- Nennwert der Winkelgeschwindigkeit.

Die linearisierten Bewegungsgleichungen lauten

Mz + Bz + Kz = f )
mit
T
z = (9, a,x,7) (10)
2J 0 0 0 000 0 00 0 0
Mo |0 2700 000 0 0 4k;0 0
0 0 m O B=1lo 02 o K=1lo0 0% o (1D
0 0 0J,) Looozbaf. 0 0 0 2k
Fy RS + Fp RS — Fy €Ry By — Fy eR, B, + M,
FT,Rf_FT:RzC*FNISRoBl+FN23R0[32 (12)

—Fr, - Fy,
a; Fn - a; FT2 + Jp Qo Y,
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Die Normalkriifte setzen wir

Fy = Fy, = F, (13)

1

Fiir die Tangentialkrifte setzen wir entsprechend der linearen Kalkerschen Theorie (Kalker, 1990)

F =abGCv;, =Fv, j=1,2 (14)
und die v, bedeuten die Schliipfe
vi = [v+i-ag-(¢+ &)R]/v
(15)
W, [u +x+a7-(¢ - o'c)Ré']/v
Im Kreiselglied J, €2, Y, von Gleichung (12) gilt
i = (R - RY)/ 2, (16)

In den Gleichungen (9) bis (16) hingen alle Variablen von der Zeit ¢ in zweifacher Weise ab, ndmlich einmal
von der ,,schnellen Zeit“ ¢ und - weil sich die Parameter durch denVerschleifs allméhlich dndern - auch von der

langsamen Zeit T = €°'t. Zum Beispiel gilt fiir die Zeitableitung von ¢ = ¢(,1) = (p(t, e’ t)

dp _ do s, 00 : ol
Q= —"F = /4 +&% L = ! 17
dt ot & ot PreTe a7

dabei steht do/ ot =: @ fiir die Ableitung nach dem ersten und d¢/dt = ¢ fiir die Ableitung nach dem zwei-

ten Argument. Wegen €°' << & kann man bei den ,,Kurzzeitbewegungen* die Terme mit ¢ und erst recht die

oo

mit ¢ vernachldssigen.

3 Bezogene Schreibweise und Variablentransformation

Wir machen alle Parameter und Variablen dimensionslos, indem wir sie auf die folgenden gewihlten Bezugs-
groflen beziehen:

Linge: Ly = 0,5m Geschwindigkeit: vy = 30m/s Masse: mg = 1000 kg (18)
Von Ly, vy, my kann man andere BezugsgroBen ableiten, zum Beispiel

Drehfrequenz: Qp = vy /Ly = 60rad/s = 10 Hz (19)
Kraft: Fg = myvp/Ly = 1,8 - 10°N

Die Koordinaten skalieren wir mit Hilfe von € auf die GroBenordnung 1. Alle dimensionslosen - und skalier-
ten - GréBen kennzeichnen wir durch eine Tilde. Es gelten

Al

i = By =Qp1 eX¥=x/lp eax=o0 ey=y (20)

Q=Q/Q, =Q,0 +ed) 21

Il

® erfafit die Abweichung vom gleichférmigen Lauf.
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Wir wiihlen den folgenden Satz bezogener Parameter

a, =143 g, = 30 R, = 09 o= 11 J =016
J, =034 F, =003 F* =60 k =60 ky = 50
M, = My/(eLg Fy) = 00..£50 B = vlvg=05.. 25

Im Anschluf an die Gleichungen (17) und (21) schreiben wir

Q = Qe 7) = Qo1 + e d(e, 7))

= .. (22)

(23)

sehen also die Winkelgeschwindigkeit und auch die anderen Koordinaten als Funktion des Winkels ¢ und der

langsamen Zeit T an. Dann gilt

2
dg 8 O, Lgpg
dt dt d¢ dr

wo Q" = 0Q/d¢ . Dimensionslos lautet Gleichung (24)

d? ~, ~ =
2 00 =R
dt~
In gleicher Naherung folgen
d*a =~ d’F =,
— = Qfa” — = Q%"
di? 0 dr? 0

Fiir die R aus Gleichung (5) ergibt sich wegen Gleichung (7)und o = €&

R = Ry(1 + €S,(9,7) Ry =Ry(1 + £ 5,(¢.7))
und 7y, aus Gleichung (16) fiihrt auf

5‘%‘— = e Qg Ry(S; — )/ 24,

Fiir die Schliipfe aus der Gleichung (15) erhilt man

W = el = e[i’/ﬁo - ¥4 /Ry -® - - S,]

vV, = eV, = e[i’/f?o +Y'a, /Ry - ® + & — Sz]
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4 Dimensionslose Form der Bewegungsgleichungen
Fiir die folgenden Untersuchungen ist es giinstig, die Schliipfe v, v, aus den Gleichungen (29) mit in die

Bewegungsgleichungen (9) usw. aufzunehmen.
Wir setzen, vgl. Gleichung (10),

W= (7= (6,67 9). (. 9) v

und erhalten an Stelle von Gleichung (9) usw. und den Gleichungen (29)

M,u” + Mju + Myu = r (31
mit
0 0 0 0 00 2J0 0 0 0 00
0 2JQ 0 0 00 0 0 0 0 0 0
., |0 0 @} 0 00 2 0 0 2bQ 0 0 0
M, = ’ 7 O2 M, = ’ 7 =20 (52
0 0 0 JQF 00 0 0 0 2639 00
0 0 0 0 00 0 1 -1/R, a/R, 0 0
0 0 0 0 00 0 -1 -1/R, -a /R, 00
0 0 0 0 -RF -RF —FLRoS — FLReS; + M,
0 4/2T 0 0 -RyF" EOI?* —F RS + FLRyS;
. 2k F F 0
M=% O o F o F ol oe=|0 (33)
0 0 0 2ka; -a;F agF ‘]I)Q(Z)RO/zas.(Sé_S]’)
1 0 0 0 1 0 _g
1
1 0 0 0 0 1 _s,

Fiir einige spatere Interpretationen ist es giinstiger, @ formal als Ableitung der kleinen in ¢ enthaltenen
Winkelschwankung 7 (¢, T)anzusehen:

® =7 (34)
Dann setzen wir an Stelle der Gleichungen (30), (31) usw.

wio= (27, 57) = (7 & % 7) (V. %)) (35)
und
M,w” + Myw’ + Myw = r (36)
mit
- _ 2 e
M, = (QOM 0} N = [QOB oj M, = [K _RF'C j -
0 0 c 0 0 I

Hier bedeuten 1\7[, B und K die mit den dimensionslosen Parametern geschriebenen Matrizen (11), I steht fiir
die 2 x 2 Einheitsmatrix, und C steht fiir die Rechteckmatrix

1 1 -1/R, @/R,
C = oo (38)
1 -1 -1/R, -4,

Die Gleichungen (31) und (36) sind linear. Unabhingige Variable ist der in S, ((p, ’f) und Sz((p, %) steckende
Winkel @, T ist Parameter.
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5 VerschleiBansatze

Den Verschleif an den Réddern setzen wir proportional zum Quadrat der momentanen Schliipfe, also proportio-
nal zur Leistung der Schlupfkrifte an

.o IR (9, 1)
ot
Dabei ist €% der Faktor aus Gleichung (1), und €° bedeutet, daB der VerschleiBbeiwert (802 bm)klein ist.

= —e% b, vi(p, 1)V f= 1,2 (39)

In dimensionsloser Schreibweise und mit

bvi = 802_61+1 bui (40)
lautet Gleichung (39)
as;(o, T o =
%—) = —by; (g, T) i=12 (41)
T

Die langsame Zeit T kann als zuriickgelegte Strecke (,,Laufleistung®) angesehen werden. Gemeinsam mit den
Gleichungen (30), (31) usw. oder den Gleichungen (35), (36) usw. bilden die Gleichungen (41) ein System
(stark) nichtlinearer partieller Differentalgleichungen mit den unabhingigen Variablen ¢ und T .

In den Gleichungen (39) und (41) haben wir angenommen, dal der Abrieb nur am Kontaktpunkt stattfindet.
Will man auch den Abrieb in einem Winkelbereich ¢ — 8, < % < ¢ + 8, um den Kontaktpunkt erfassen,
kann man zum Beispiel statt Gleichung (41) wie folgt ansetzen:

3s, -
S = b Jalo- 07 (1 F e +
99,

und G (y) hat etwa die Form nach Bild 3

‘ 4
-3, 0 9, J

Bild 3. Ausgedehnter Verschleifbereich

Oben haben wir zunichst an konstante VerschleiBbeiwerte Em gedacht. Falls durch den VerschleiB eine Ande-
rung der Oberflacheneigenschaften auftritt, kann man orts- und zeitabhingige VerschleiBbeiwerte einfiihren:

by = by(e, 7) (43)

Man muf} dann fiir die Em- Evolutionsgleichungen formulieren, die die Anderung der Oberflicheneigenschaf-
ten erfassen.
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6 Untersuchung des Verschleilverlaufs mit einem Fourier-Ansatz

Wir arbeiten mit den dimensionslosen Gleichungen von vorne, lassen jedoch die Tilden weg.

Fiir die jeweiligen Verschleiformen Si((p, ‘c) setzen wir Fourier-Reihen an ( ji= \/3 ):

oo

So(1) + 2(§im (1) cosng + S, (’c)sinn(p)

n=l

3 5,.(5) exp(j n0)

n=—oco

Il

Si(9. 1)

I

Die reelle Form ist fiir anschauliche Interpretationen giinstiger, die komplexe fiir die Rechnungen. Es gilt

~

Sio(t) = Sio(7)

Sn(1) = 05 (8, = 81 fir 2 %0

Si(_n)(‘t) = conj(ﬁm(‘c)) — conj(...) = komplex konjugiert

(44)

(45)

Setzt man Gleichung (44) auf der rechten Seite von Gleichung (31) bzw. Gleichung (36) ein, so hat man es mit
periodisch erregten Schwingungen zu tun. Sieht man von den Einschwingvorgingen ab, kann man die Losung
von Gleichung (31) oder Gleichung (36) - also die erzwungenen Schwingungen - gewinnen, indem man fiir

u((p, ’c) bzw. w((p, 1) Fourierreihen entsprechend den Gleichungen (44), (45) ansetzt. Die so gewonnenen

Ausdriicke mufl man dann in die Verschleifigleichungen aus Abschnitt 5 einarbeiten. Im folgenden Abschnitt 7
untersuchen wir die Ubertragungseigenschaften der Kurzzeitgleichungen, die Verschleifrechnung folgt im

Abschnitt 8.

7 Das ﬁbertragungsverhalten von den Unrundheiten zu den Schliipfen

Fiir die beziiglich @ konstanten Fourierterme V;o(t) berechnet man aus Gleichung (31) usw.

Uo(t) = —(Mu/RF™ + 819 = 850)/2

Il

Vao(t) = =(Ma/ RyF" = Sig + Sy )12

Firn # 0 arbeiten wir mit den Gleichungen (35), (36) usw. und erhalten - komplex - zwischen
W, = (Z,,V,) exp(jn o) S = Su exp(jn 0)

die Beziehungen
(-n* QM+ jnQB + Kz, -R, F' C" ¥, = jn(5 5, +r, Sn)

und

WO
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i = (_FLRO, ~F,Ry, 0, =J, Q) R, /2as) -
r, = (‘FLROv FiRy, 0, J, Q5 RO/zas)

Diese Gleichungen kann man in zweierlei Weise 10sen :
Fragt man nach den Schwingungen des Radsatzes, also nach z, , so setzt man v, aus Gleichung (49) in Glei-

chung (48) ein und 16st nach z, auf:

[K— R QIM +jn(QoB + Ry F' C7 C)]i
(51)
=Ry F" C"[(1, 0)"S,, + (0, =)/ 8y, |+ jn(r Sy + 12 50)

Zur Dampfungsmatrix B mit in der Regel recht kleinen Elementen tritt hier additiv die positiv semidefinite
Matrix

2 0 =-2/R, 0

. | o 2 0 2a,/ R,

F*cTC =R, F 52
B °"1-2/R, 0 2/R} 0 Ve

0 2a,/R, O 2a-1 RZ

mit in der Regel groBen Elementen hinzu. Dies macht Gleichung (51) unzugénglich fiir eine einfache Untersu-
chung auf Resonanzstellen!
Fiir die VerschleiBuntersuchung mufl man aus den Gleichungen (48), (49) dic Schwingungen z, climinicren

und diese Gleichungen nach den Schliipfen auflosen

{1 +jnRyF C[K - n” Qi M + jnQ, B]_l CT}V =

n

(53)
(<1 0)"8,, + (0. =) S, + n* C[K — > QA M +jnQB] " (55, + 1, 5,,)

Auch diese Losungen lassen sich nicht unmittelbar aus der Sicht der Schwingungslehre interpretieren.

Da es sich bei Gleichung (53) um eine lineare Beziehung handelt, kann man sie mit Hilfe von Transferfunktio-

nen schreiben:
v, = [Xl] = H(n) (flj = [h”(n) h”(n)] n (54)
Von Son hyi(n) hy(n) )\ S,

Unter den Bedingungen unseres Modells gilt
hyy(n) = hy(n) ha(n) = hy(n) (55)

Man berechnet die Transferfunktionen am besten unmittelbar nach den Ansitzen (47) - ohne formale Teileli-
mination - numerisch aus Gleichung (31) oder Gleichung (36).

Im Abschnitt 9, Bilder 4 und 5, zeigen wir beispielhaft zwei Verldufe hy(n).
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8 Die VerschleiBrechnung

Wir behandeln hier nur den einfachsten Fall, nimlich den nach Gleichung (41). Setzt man dort die reelle Fou-
rierentwicklung nach Gleichung (44) ein, erhélt man

8_(1 Sio(t) + ;(S‘,-M(T)cosmp + 8. (r)sinn(p)il = —by,; v (9, 1) i=1,2 (56)

Die Fourierentwicklung der rechten Seite fiihrt auf

2n

35, !
T = ~bugg [VieDds
0
~ 2n
aSicn X 1 2 S
o ~b,, ~ !Vi (9,7)cosn@de (57
A 2n
oS, 1 :
a:n _ *bm; ‘[v[.z((p,*c)smn(pd(p
0
n=1 ..,

Dies ist ein (stark) nichtlineares unendliches System gewohnlicher Differentialgleichungen. Dabei sind die
Fourierkoeffizienten der Vi((p, ‘c) iiber die Transferfunktionen nach den Gleichungen (46) und (54) mit den
S

wsn

~

§i0, S verkniipft.

wen?

Bemerkungen

1. Die Fourierentwicklungen auf den rechten Seiten der Gleichungen (57) konnen leicht mit Hilfe der Fourier-
koeffizienten der v,, angeschrieben werden.

2. Auch eine Regularisierung der rechten Seiten der Gleichungen (56) gemil Gleichung (42) 148t sich leicht
in die Gleichungen (57) einarbeiten.

3. Bei periodischen Blankstellen oder Verfestigungen auf dem Radumfang kann man auch die b, (¢, 7)als
Fourierreihen der Form (44) anschreiben. Uber die (langsame) Entwicklung der Fourierkoeffizienten der
b,; muB man geeignete Annahmen treffen, so dal man sie berechnen kann.

4. Zur numerischen Losung mufl man das unendliche Gleichungssystem - sagen wir mit der Ordnung N -
abbrechen. (Bei 3 m Radumfang und einer Aufstandslinge von 2 cm kommt man auf N = 75, wenn "eine
halbe Sinuswelle" der Aufstandslénge entsprechen soll.)

5. Die Uberlegungen gelten zunichst nur fiir konstante Fahrgeschwindigkeiten v. Falls man allerdings an-
nimmt, dafl die Fahrgeschwindigkeit tiber 1 stufenférmig wechselt, kann man VerschleiBperioden mit un-
terschiedlichen, doch jeweils festen v beliebig aneinanderhidngen, solange die Einschwingzeiten klein sind.
(Die Form des Anfangswertproblems hat zur Folge, daf} die Palmgren-Miner-Regel hier nicht gilt!)

9 Beispiele

Aus der Fiille der moglichen Frage- und Aufgabenstellungen geben wir einige (mit N = 12) numerisch
gewonnene Ergebnisse zu den in Gleichung (22) genannten Parametern wieder.

Die Bilder 4 und 5 zeigen die Transferfunktionen fiir ¥ = 1bzw. v = 2 (entsprechend den Fahrgeschwindig-

keiten 108 km/h bzw. 216 km/h). Bei der hoheren Geschwindigkeit wirken sich (mit den gewéhlten Parame-
tern!) die niederen Harmonischen » stiarker aus.
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Bild 4. Transferfunktionen Ay, fiir v = 1
hy=Re by, hy = Im hy,, hy = Re hyy, h, = Im hy,

—_———— i e
T e

Bild 5. Transferfunktionen A, fiir V=2
hy = Re hy, hy = Im hy,, hy = Re hyy, hy = Im hy,

= lund M, = 5,0 . Die anfangs unterschiedlich

Bild 6 zeigt den zeitlichen Verlauf der Unrundheiten fiir ©
unrunden Réder passen ihre Unrundheiten und Durchmesser aneinander an. Bild 7 zeigt die Entwicklung der-

selben Anfangsunrundheiten wie in Bild 6 fir U = 2und M, = 1,0.
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Bild 7. Unrundheiten (¢, 1) fiir © = 2,0 mit M, =1,0
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