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Ein rdumlich gekriimmtes Balkenelement
Teil I: Theoretische Grundlagen

S. Koczyk, G. Fritzsche, W. Lenz

Zur Berechnung des Spannungs- und Verformungszustandes rdumlich gekrimmter und verwundener Balken
und Drdhte wird ein raumlich gekriimmtes und verwundenes Balkenelement entwickelt. Die Gestalt dieses
Elementes ist in einem lokalen Koordinatensystem durch Polynome 3. Grades gegeben, die durch die Winkel
der gekriimmten Stabachse an den Stabendknoten mit der Verbindungsgeraden dieser Knotenpunkte bestimmt
sind. Durch diese geometrische Konzeption ldf3t sich ein beliebig gekriimmter Balken schon mit einer geringen
Zahl von Elementen modellieren, wihrend eine wesentlich grofSere Zahl gewdhlt werden muf3, wenn man den
gekrimmten Balken durch gerade Balkenelemente approximiert. Zum anderen bietet dieses Element aber
auch die Moglichkeit, durch Aktualisierung der Geometrie bei schrittweiser Belastung grofie Verformungen
des betrachteten Balkens zu bestimmen.

1 Allgemeines

Gekriimmte Balken und Triger werden in vielen technischen Bereichen als Bauteile verwendet. Man zdhlt
hierzu auch Drihte deren Querschnittsabmessungen gegeniiber ihrer Linge sehr klein sind und die auf Grund
ihrer geringen Biegesteifigkeit in Litzen und Drahtseilen als biegsame Elemente zur Kraftiibertragung
Verwendung finden. Bei der rechnerischen Behandlung derartiger Elemente muf man beriicksichtigen, dab sie
normalerweise schon im unbelasteten Ausgangszustand in rdumlich gekriimmter Form vorliegen und natiirlich
auch bei Belastung rdumlich gekriimmt sind. Dieser Umstand erschwert ihre Analyse mit der Mecthode der
Finiten Elemente, so daB in vielen Arbeiten noch immer die analytische Methode zur Spannungs- und
Verformungsanalyse riumlich gekrimmter Stibe bevorzugt wird (Méhlenkamp, 1977; Bourgat u.a., 1980;
Jaklin, 1981; Panayotounakos und Theocaris, 1981; Stein, 1983; Wolf, 1984; Swetlinskij, 1978, 1987, 1989).
Wihrend der gerade Stab und der gerade Balken die klassischen Objekte der FE - Analyse darstellen
(Zienkiewicz, 1989), benutzt man zur Behandlung rdumlich gekriimmter Drihte oft Elementformulicrungen,
dic schon die Ausgangsgeometrie stark vereinfachen. Im einfachsten Fall ersetzt man den rdumlich
gekriitmmten Draht oder Balken durch eine groBe Zahl gerader Elemente. Auf diese Vereinfachung mufi man
zuriickgreifen, wenn das verwendete Programmsystem keine gekriimmten Elemente bereitstellt. Eine weitere,
verbesserte Modellierung ist mit eben gekriimmten Elementen moglich. Dabei wird die riumliche Kriimmung
durch ebene gekriimmte Elemente angenihert, die in den Knotenpunkten gegeneinander verdreht sind, so dah
sich die Windung der so modellierten Raumkurve unstetig dndert. In letzter Zeit sind Arbeiten bekannt
geworden (Wolf, 1986), die schraubenlinienférmige Elemente konstanter Kriimmung und Windung
verwenden und damit eine Raumkurve wesentlich besser darstellen kénnen. Das im folgenden vorgeschlagene
Element zeichnet sich durch eine stetige Anderung von Kriimmung und Windung aus und ist damit besser in
der Lage, die bei groBen rdumlichen Verformungen entstehende Geometrie anzunédhern.

2 Elementformulierung
2.1 Geometrie des Balkens

Es wird ein rdumlich gekriimmter Balken betrachtet (Bild 1). Die gestreckte Lange des Balkens sei L . Die
Endpunkte des Balkens sind im lokalen Koordinatensystem die Knoten 1 und 2 . Im Knoten 1 wird cin
kartesisches Koordinatensystem ctabliert, dessen z-Achse in der Verbindungsgeraden 1 - 2 liegt. Der Abstand
der beiden Knoten auf der z-Achse werde mit L; bezeichnet. Die Achsen x und y sind zunédchst noch nicht in
einer bestimmten Weise fixiert. Es wird weiter vorausgesetzt, daB der betrachtete Balken nur an den Knoten 1
und 2 belastet ist. Zwischen den Knoten 1 und 2 sei die Form des gekriimmten Balkens als Funktion 3. Grades
der Koordinate z gegeben.
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Bild 1. Der rdumlich gekriimmte Balken

Dic Projektionen der Balkenmittellinic in die x-z bzw. in die y-z Ebene bilden mit der z-Achse die Winkel ¢,
und ¢, . Damit liegt dic Form der gekriimmten Stabachse fest. Man kann diese in Bezug auf das kartesische
Koordinatensystem folgendermaBen beschreiben, wobei die hochgestellten Indizes auf diec Knoten 1 und 2
verweisen:

_ , ; -
x=1, (Li) tangp{ —[Li] (2 tang{’ +tan(p§2))+(f) (tamp;‘) +tancp§f)) ()
L z 4 z |
] , . .
z z z
y=1, (L—j tan(pg,l) = (L_) (2 tancpg,l) + tancpg,z)) + [L—j (tan(p;l) + tancpg,z)) )
z z z

Die Ableitungen von x und y nach z sind:

2
dx W ( Z] M @ [ z ) ) @

— =tan -2| —|(2tangp,’ +tan +3|—| {tan +tan 3
o - et -2 £ (21ane? +tangf?)+3] -} (ano +anol?) 3)
2

dy z m @ z ) @
p =tang;,” -2 L—z (Ztampy +tang;; )+3 I (tanq)y +tang; ) “

Die gesamte Bogenlange L folgt durch Integration zu :

L, i 2 dy 2
L= !JH(@—) +(:1;] dz )

Mit der gekriimmten Stabachse ist ein querschnittsbezogenes Koordinatensystem verbunden. Dic beiden
senkrecht zur Tangente orientierten Achsen x; und y; entsprechen den Achsen des Stabquerschnitts und sind
normalerweise seine Hauptachsen. Die Orientierung dieses begleitenden Dreibeins x; , y1 , 21 ist gegeniiber
dem Bezugssystem x , y , z durch einen weiteren Winkel y, festgelegt (Bild 2). Dieser Winkel wird als lineare
Funktion der Koordinate z angesehen, so daB mit seinen Werten an den Knoten 1 und 2 die geometrische Form
des Stabes vollstindig bestimmt ist.
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Bild 2. Orientierung des begleitenden Dreibeins

Im weitercn wird vorausgesetzt, daf der Balken diese Geometric auch bei Belastung beibehilt. Die Geometric
des belasteten Balkens ist damit durch die Verschiebungen und Verdrehungen der beiden Knoten gegeben und
kann bei schrittweiser Lastfolge von Schritt zu Schritt aktualisiert werden. In einer allgemeineren
Betrachtungsweise kann der Winkel v, als quadratische Funktion von z angenommen werden. Dies erfordert
einen weiteren Stiitzwert in der Mitte des gekriimmten Stabelementes.

2.2 Transformation der Koordinatensysteme

Die Herleitung der Steifigkeitsmatrix erfolgt in Bezug auf ein lokales Koordinatensystem, dessen z-Achse
durch die Gerade zwischen den beiden Knoten 1 und 2 des gekriimmten Stabes gegeben ist. Dic
Transformation dieses Systems auf das raumfeste Bezugssystem xo , yo , zo erfolgt durch drei Drehungen um
die Winkel @o , 80 und o. Die Winkel o und 8, sind durch die Orientierung der Geraden zwischen den
Knoten 1 und 2 gegeben, wihrend der Winkel o, noch nicht eindeutig festliegt und willkiirlich zu o = 0
gewiihlt werden kann. Man kann andererseits davon ausgehen, daB die Position des lokalen Systems x; , v, , z)
in Bezug auf das globale System x, , o , zo in den beiden Knoten bekannt ist, so da® man da die
entsprechenden Winkel ¢o; , 801 und o des Stabes angeben kann. Zwischen beiden Koordinatensystemen
bestehen dann bis auf jeweils eine Konstante die Beziehungen:

x = xO(COS(p01 €083, CoSWYy; —Singy,; sinq/m) + Vo (sincp01 €089 ; COS Y +COSPy, sin\ym)

; ©)
— 2, sind 5, cosy g,
n= —xo(coscp01 cos 8, siny g, +singg,; coswm) —yo(sincp01 €053 ; sinyy, —CcosPg, cosq/m) o
+2z;, sinS , siny,
Z) = X, COSQ, SinY, + y, sing, sinY, +2, cos Y, (8)
oder in Matrizenschreibweise
X, =AX, &)

Eine entsprechende Bezichung gilt fiir die Basisvektoren. Zwischen dem System x, y, z und dem globalen
Koordinatensystem besteht eine analoge Transformationsbezichung

X=BX, (10)

mit den Winkeln ¢y,8;, und y;=0. Diese Winkel kann man folgendermaBen bestimmen. Die
Richtungskosinus der Verbindungsgeraden der Knoten 1 und 2 berechnet man mit
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L, =05 1) + (= 31)? +(z 2,2 (11
u

1 1 1
COSX ¢ =L—(x2 —Xy) COSU,, = L—(J’2 =) COSQ 4 Z‘Z“(Zz —-7;) (12)

Z z z

Die Winkel ¢, 3 ergeben sich dann aus

9, =a, (13)

oS COSOcyO

cosPpg = sing, =

(14)

Jcosz Gty +C0S% \/cosz Otz +COS% 0L g

so da® man damit auch die Transformationsmatrix B angeben kann.
Es sind schlieBlich noch die Transformationsbezichungen zwischen dem lokalen System x, y, z und dem
begleitenden Dreibein x; , vy , z; anzugeben. Analog gilt

X, =CX (15)

Zwischen den Transformationsmatrizen besteht somit der Zusammenhang;:

C=AB"! (16)

Diese Matrizengleichungen gelten gesondert fiir jeden der beiden Knoten eines Stabes, und man kann somit
auch die Winkel, (pg) , cpg,l), <p§3> und ¢‘» angeben.

y
[¢)] gll) Q) 32
tang{ = =% tang}) = =
33 33

(17)

@ cgf) @ g)
tang;”’ = @) tancpy —c(z)
33 33

Der Definitionsbereich der (pg)und (p(yi)ist durch —g <cp§ci),cp(yi)< +—72i gegeben, wobei allerdings gilt
(PE\”I) s ('ng) <<E .

Den Winkel \y(i) berechnet man gleichfalls aus den Koeffizienten der Matrix C , wobei man die
Drehungen des Systems x, y, z in der folgenden Weise realisiert (Bild 3):

Bild 3. Ubergang zwischen den Systemen x, y, z und x;, 1, z;
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Nach den Drehungen um dic Winkel (p(i) und 9| die zur Uberfithrung des Systems x, y, z in seine ncue

Position ausgefithrt werden, erfolgt eine Riickdrehung um den Winkel cp(i) und anschliefend die Drehung um
den Winkel ' jeweils um die Achse z, . Auf diese Weise wird cine sprunghaftc Anderung des Winkels ¢
vermieden und der Winkel w® geht fir 8¢ — 0 stetig in den fiir den geraden Stab vorgegebenen Wert iiber.

Fiir einen beliebigen Punkt des Stabes erhélt man explizit fiir die Matrizengleichung (15) mit

W =W @

x, = x[cos@, cos9, cos\y, — sing, siny, | + y[sing, cos 9, cosy, +cosp, siniy |

. = (18)
—z sin$, cosy,
y = —x[cosp, cos9, siniy; + sing, cosy, | - y[sing, cos 9, siny, —cose; cosiy | a19)
+z sin9, siny,
z; = xCos@, sind, + ysing,; sin8, +zcos Y, (20)
Damit bestimmt man den Winkel y, aus
C31-COSY | +C3p -SINY| = —C3
2D

—C3, *COSVY, +C31 SSINY | = Cpy

Dies gilt ebenso fiir die Winkel \Jlgi) an den beiden Knotenpunkten .

2.3 Die Steifigkeitsmatrix des gekriimmten Balkens

Zur Herleitung der Steifigkeitsmatrix betrachtet man den Balken am Knoten 1 durch Krifte und Momente
belastet und am Knoten 2 eingespannt (Bild 4). Es wird weiter vorausgesetzt, dab die Verschicbungen und
Verdrehungen, die durch diese Krifte und Momente entstehen, hinreichend klein sind. Damit kann man bei
der Berechnung der SchnittgroBen auf die Ausgangskonfiguration Bezug nehmen.

h 2

o
2

Bild 4. Der am Knoten 2 eingespannte Balken

Es werden ferner die Verformungen infolge der Querkrifte vernachlissigt, so daB nur die Biegemomente, das
Torsionsmoment und die Langskraft als wesentliche SchnittgroBen verbleiben. Die Bestimmung der
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Verschicbungen und Verdrchungen am Knoten 1 erfolgt mit Hilfe des zweiten Satzes von Castigliano.
Bezogen auf das x, y, z - System gilt

M, =-MP +FD y-FV 7 (22)
M,=-M+FVz-F"x (23)
M, =-MP+F"x-F"y (24)

und fiir die Langskraft F; erhilt man

B =—FO % _ & _ poy &
Tods Y ods ¢ o ds

2 2
ds= \/ 1+ [g{j + (f')_’] dz (26)
dz dz

Durch eine Transformation mit der Matrix C auf das begleitende Dreibein (Bild 2) erhilt man schlieflich die
querschnittsbezogenen Schnittgrofien.

(25)

A/[byl =|cy €y O My @7

Setzt man zunichst voraus, dal die Achsen x; und y, die Hauptachsen des Querschnitts sind, so geht dic
Hookesche Matrix H in eine Diagonalmatrix tber.

—1- 0 0 0

EA4
0 ; 0 0

El_
H= 1 (28)
0 0 — 0
Er i
0 0 0 —l—
i GI, ]

Die Tréagheitsmomente /.. , [,, sowie I, verdndern sich bei stark gekriimmten Balken gegeniiber den Werten
des geraden Balkens (Wolf, 1986). Fiir schwach gekriimmte Balken oder Drihte kann man diese Anderung
jedoch vernachlassigen.

Die Transformationsbeziehung (27) wird durch hinzufiigen der Lingskraft um eine Zeile und Spalte erweitert.
Diese erweiterte Transformationsmatrix in Gleichung (29) wird im folgenden mit C, bezeichnet.

Ey 1 0 0 0| F
My | 10 ¢y ¢y a3 || M
M

X

= (29)
My, 0 ¢ ¢ oy y

M, 0 ¢ ¢ oM

z

Die Gleichungen (22) bis (25) zur Berechnung der Schnittmomente und der Langskraft konnen gleichfalls als
Matrizengleichung mit der Ubertragungsmatrix X formuliert werden.
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& 4 &

ds ds ds

X = 0 —Z(S) y(S) -1 0 0 (30)
z(s) 0 -x(s) 0 -1 0

-y(s) x(s) 0 0 0 -1

Unter Verwendung des 2. Satzes von Castigliano ergibt sich schlieBlich der folgende Zusammenhang zur
Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen und -verdrchungen am Knoten 1.

E)El) 7 "Fx(l) 7
Z() m
uy Fy
7 2 . FO
g j x"c,"HC,Xds || ¢ 31)
A, . M,
O] 0
Agy M,
49" ] LM ]

Die Umkehr dieser Beziehung liefert die Steifigkeitsbeziehung
KV, =F (32)

die noch unter der Voraussetzung einer Einspannung am Knoten 2 hergeleitet wurde. Zwischen den Kriften
und Momenten an den Knoten 1 und 2 gelten die Gleichgewichtsbedingungen, die man leicht anhand von Bild
5 herleiten kann.

Bild 5. Gleichgewicht am gekriimmten Stab

FO =D M® = MO -1, FD

@ = _p® @ = _j0 (1)
B =B MP =-MP +L, Ff (33)
F® =_F0 MO = MO
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Daraus resultiert eine weitere Transformationsbeziehung, die den vollstidndigen Kraft- und Momentenvektor F
mit dem Teilvektor F; verbindet.

F=T" F, (34)

Einc entsprechende reziproke Bezichung besteht zwischen dem vollstéindigen Vektor V der Verschiebungen
und Verdrehungen und dem Teilvektor Vl der Verschiebungen und Verdrehungen des Knotens 1 des
eingespannten Balkens.

V,=TV (35)
Damit erhilt man die Steifigkeitsbeziehung des Balkens zu

TTKTV=F (36)
Mit der vollstindigen Steifigkeitsmatrix des gekriimmten Balkens

K=T" KT (37)
entsteht schlieBlich die Beziehung

KV=F (38)

Die Transformation auf das globale System wird schlieBlich mit einer Transformationsmatrix realisiert, die aus
der Matrix B abgeleitet ist.

2.4 Losung und Riicktransformation

Der Aufbau der vollstindigen Steifigkeitsmatrix des betrachteten Systems und des Lastvektors erfolgen in der
bekannten Weise, wobel der bandférmige Aufbau der Steifigkeitsmatrix beriicksichtigt wird. Nach Losung des
Gleichungssystems liegen an jedem Knoten drei kleine Verschiebungen u. , u,o und wu,, und drei kleine
Winkeldrehungen v , V0 , Y20 jeweils um die drei Achsen xo , o, 20 vor. Zu bestimmen sind nun dic
cntsprechenden Anderungen der Winkel (pg),cp(yl),w_(f) und cp(yz) fiir jeden Stab sowie die Anderungen der
Winkel " und y® .

Dic neuen Koordinaten der Knotenpunkte folgen nach Summierung der Knotenverschicbungen zu

) = )+
W = 5+ )

() — 0 i)
z5) = ‘,0’)+u§’0

Durch die Drehungen sind die Richtung der Tangente an die Stabmittellinic und der Winkel vy, in Bezug auf
das raumfeste Koordinatensystem festgelegt.
Es gilt fiir kleine Winkel

1
Ay, = Ay . COS®y + Ay sin
Vol sinSm( Y x COSPq; +4Y (Pm)

A8, = —Ay,singg, + Ay, COSPg 40)
APy, = Ay, - Ay, cosS,

Im Grenzfall sin8,, =0 gilt Ay, = Ay,, denn der Winkel ¢, ist fiir 3oy = 0 zunéchst nicht erklirt und
nimmt erst fiir Ay, , Ay, # 0 einen definierten Wert an, wobei gilt
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A A
———zyx—z und COSPy, =———2Y—2 “n
,/Ayx+Ayy 1/Ayx+Ayy

Die verdnderten Basiswinkel ergeben sich demnach zu

singg, = -

|

vl = vl + Ay
850 = 9§ + A9} (42)

@S

<P§f1) + A(pgl)

an jedem der beiden zu cinem Stab gehérigen Knoten i, Da an einem Knoten mehrere Stibe mit
unterschiedlichen Winkeln ¢, , 99 und o, angeschlossen sein konnen, diese Winkel also stabspezifische
GroBen sind, ergeben sich an einem Knoten fiir jeden Stab andere Werte. Mit den neuen Koordinaten und den

neuen Winkeln konnen nun die ansatzspezifischen Groben ¢&,0%,¢(? und ¢ sowic y® und y® neu

bestimmt werden.

Nach der Bestimmung des Verschiebungsvektors kann nach einer Riicktransformation auf das x, y, z System
mit Gleichung (38) fiir jeden Stab der Vektor der stabbezogenen Knotenkrifte angegeben werden, so daB damit
auch die Schnittgréfen fiir jeden Stab bestimmt werden konnen.

Die Berechnung der SchnittgroBen kann allerdings nur unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen und
Verdrehungen und unter der weiteren Voraussetzung, daB kein Verzweigungsproblem vorliegt, in dieser Weisc
hergeleitet werden.

2.5 Grofle Verformungen

Die gewihlte geometrische Beschreibung des gekrimmten Stabes bictet dic Moglichkeit die Geometrie

desselben nach jedem Lastschritt zu aktualisieren und damit auch groBe Verformungen zu bestimmen.
Voraussetzung ist, daB die Stabendwinkel 0,00, 0P und ¢{” sowie " und W@ hinreichend klcin

bleiben. Falls im Verlauf des Belastungsvorganges einzelne Stabelemente starke Kriimmungsinderungen
erfahren, sind diese in mehrere kleinere Elemente zu unterteilen.

Geht man nun davon aus, da nach einer bestimmten Zahl von Lastschritten der gesamte Lastvektor F und der

entsprechend Verschiebungsvektor V vorliegen, so gilt fiir den Gleichgewichtszustand nach dem Prinzip der
virtuellen Arbeit

K(V)V=F (43)

Eine weitere Laststeigerung ergibt
AK 'V +K AV = AF (44)

wobei der Ausdruck AK'V letztlich wieder durch K, AV mit der Anfangsspannungsmatrix K ersetzt

werden kann. Hier wird jedoch ein iteratives Verfahren benutzt, um die Berechnung von K zu vermeiden.
Nach der Laststeigerung gilt wieder

K(V+AV)V+AV)=F+AF 45)
Zur Bestimmung des Verformungsinkrementes AV wird im ersten Iterationsschritt gesetzt
V,=V K, =K(V,) F,=F (46)
und

K, AV, = AF 47

Nach der Losung dieses Gleichungssystems kann man mit der als klein vorausgesetzten Verformungsinderung
eine verbesserte Steifigkeitsmatrix bestimmen.

K, =K(V,+AV,) (48)
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Damit erhilt man aus Gleichung (45) KAV, = AF -[K, - K |K;'F (49)

und somit das verbesserte AV, : AV, = K('AF - Kj'[K, - KK, 'F (50)

Dieser Iterationsvorgang kann nun so oft wiederholt werden, bis die Differenz zweier aufeinander folgender
AV hinreichend klein ist.
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