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Ein räumlich gekrümmtes Balkenelement

Teil I: Theoretische Grundlagen

S. Koczyk, G. Fritzsche, W. Lenz

Zur Berechnung des Spannungs- und Verformungszustandes räumlich gekrümmter und verwundener Balken

und Drähte wird ein räumlich gekrümmtes und verwundenes Balkenelement entwickelt, Die Gestalt dieses

Elementes ist in einem lokalen Koordinatensystem durch Polynome 3. Grades gegeben, die durch die Winkel

der gekrümmten Stabachse an den Stabendknoten mit der Verbindungsgeraden dieser Knotenpunkte bestimmt

sind. Durch diese geometrische Konzeption laßt sich ein beliebig gekrümmter Balken schon mit einer geringen

Zahl von Elementen modellieren, während eine wesentlich größere Zahl gewählt werden muß, wenn man den

gekrümmten Balken durch gerade Balkenelemente approximiert. Zum anderen bietet dieses Element aber

auch die Möglichkeit, durch Aktualisierung der Geometrie bei schrittweiser Belastung große Verformungen

des betrachteten Balkens zu bestimmen.

1 Allgemeines

Gekrümmte Balken und Träger werden in vielen technischen Bereichen als Bauteile verwendet. Man zählt

hierzu auch Drähte deren Querschnittsabmessungen gegenüber ihrer Länge sehr klein sind und die auf Grund

ihrer geringen Biegesteifigkeit in Litzen und Drahtseilen als biegsame Elemente zur Kraftübertragung

Verwendung finden. Bei der rechnerischen Behandlung derartiger Elemente muß man berücksichtigen, daß sie

normalerweise schon im unbelasteten Ausgangszustand in räumlich gekrümmter Form vorliegen und natürlich

auch bei Belastung räumlich gekrümmt sind. Dieser Umstand erschwert ihre Analyse mit der Methode der

Finiten Elemente, so daß in vielen Arbeiten noch immer die analytische Methode zur Spannungs— und

Verformungsanalyse räumlich gekrümmter Stäbe bevorzugt wird (Möhlenkamp, 1977; Bourgat u.a.‚ 1980;

Jaklin, 1981; Panayotounakos und Theocaris, 1981; Stein, 1983; Wolf, 1984; Swetlinskij, 1978, 1987, 1989).

Während der gerade Stab und der gerade Balken die klassischen Objekte der FE - Analyse darstellen

(Zienkiewicz, 1989), benutzt man zur Behandlung räumlich gekrümmter Drähte oft Elementformulierungen,

die schon die Ausgangsgeometrie stark vereinfachen. Im einfachsten Fall ersetzt man den räumlich

gekrümmten Draht oder Balken durch eine große Zahl gerader Elemente. Auf diese Vereinfachung muß man

zurückgreifen, wenn das verwendete Programmsystem keine gekrümmten Elemente bereitstellt. Eine weitere,

verbesserte Modellierung ist mit eben gekrümmten Elementen möglich. Dabei wird die räumliche Krümmung

durch ebene gekrümmte Elemente angenähert, die in den Knotenpunkten gegeneinander verdreht sind, so daß

sich die Windung der so modellierten Raumkurve unstetig ändert. In letzter Zeit sind Arbeiten bekannt

geworden (Wolf, 1986), die schraubenlinienförmige Elemente konstanter Krümmung und Windung

verwenden und damit eine Raumkurve wesentlich besser darstellen können. Das im folgenden vorgeschlagene

Element zeichnet sich durch eine stetige Änderung von Krümmung und Windung aus und ist damit besser in

der Lage, die bei großen räumlichen Verformungen entstehende Geometrie anzunähern.

2 Elementformulierung

2.1 Geometrie des Balkens

Es wird ein räumlich gekrümmter Balken betrachtet (Bild 1). Die gestreckte Länge des Balkens sei L . Die

Endpunkte des Balkens sind im lokalen Koordinatensystem die Knoten 1 und 2 . Im Knoten 1 wird ein

kartesisches Koordinatensystem etabliert, dessen z-Achse in der Verbindungsgeraden 1 - 2 liegt. Der Abstand

der beiden Knoten auf der z—Achse werde mit Lz bezeichnet. Die Achsen x und y sind zunächst noch nicht in

einer bestimmten Weise fixiert. Es wird weiter vorausgesetzt, daß der betrachtete Balken nur an den Knoten 1

und 2 belastet ist. Zwischen den Knoten 1 und 2 sei die Form des gekrümmten Balkens als Funktion 3. Grades

der Koordinate z gegeben.
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Bild 1. Der räumlich gekrümmte Balken

Die Projektionen der Balkenmittellinie in die x-z bzw. in die y-z Ebene bilden mit der z—Achse die Winkel (px

und (p), . Damit liegt die Form der gekrümmten Stabachse fest. Man kann diese in Bezug auf das kartcsische

Koordinatensystem folgendermaßen beschreiben, wobei die hochgestellten Indizes auf die Knoten l und 2

verweisen:

2 3

_ i (1)_ i (I) (2) L (1) (2)
x—LZULZJ tanqax [L2] (2tanrpx +tan<px )+[Lz] (tancpx +tan<px (l)

2 3

Z Z Z

ysz tancpS)—[L—] (2tantps)+tancpg‚2))+[L—J (tancps)+tancpg‚2)) (2)

Z Z Z

Die Ableitungen von x und y nach z sind:

2

dx (I) { Z] (1) (2) [ Z J (1) <2)
—:tan —2 —— Ztan r +tan +3 — tan +tan 3dz cpx L2 ( (P. ‘Px ) L: ( cpx cpx ) ( )

2

d)” _ (1) Z (1) (2) Z (1) (2)
dz —tan(py —2 L—z (Ztampy +tan<py )+3 L2 (tancpy +tancpy ) (4)

Die gesamte Bogenlänge L folgt durch Integration zu :

L2 dx 2 dy 2

L =£ „(ä—j +(E) dz (5)

Mit der gekrümmten Stabachse ist ein querschnittsbezogenes Koordinatensystem verbunden. Die beiden

senkrecht zur Tangente orientierten Achsen x1 und y] entsprechen den Achsen des Stabquerschnitts und sind

normalerweise seine Hauptachsen. Die Orientierung dieses begleitenden Dreibeins x1 ‚ y; ‚ 21 ist gegenüber

dem Bezugssystem x , y ‚ z durch einen weiteren Winkel W1 festgelegt (Bild 2). Dieser Winkel wird als lineare

Funktion der Koordinate z angesehen, so daß mit seinen Werten an den Knoten 1 und 2 die geometrische Form

des Stabes vollständig bestimmt ist.

44



  

Bild 2. Orientierung des begleitenden Dreibeins

Im weiteren wird vorausgesetzt, daß der Balken diese Geometrie auch bei Belastung beibehält. Die Geometrie

des belasteten Balkens ist damit durch die Verschiebungen und Verdrehungen der beiden Knoten gegeben und

kann bei schrittweiser Lastfolge von Schritt zu Schritt aktualisiert werden. In einer allgemeineren

Betrachtungsweise kann der Winkel \y] als quadratische Funktion von z angenommen werden. Dies erfordert

einen weiteren Stützwert in der Mitte des gekrümmten Stabelementes.

2.2 Transformation der Koordinatensysteme

Die Herleitung der Steifigkeitsmatrix erfolgt in Bezug auf ein lokales Koordinatensystem, dessen z-Achse

durch die Gerade zwischen den beiden Knoten l und 2 des gekrümmten Stabes gegeben ist. Die

Transformation dieses Systems auf das raumfeste Bezugssystem x0 ‚ yo ‚ zo erfolgt durch drei Drehungen um

die Winkel (po ‚ 90 und We. Die Winkel (p0 und So sind durch die Orientierung der Geraden zwischen den

Knoten l und 2 gegeben, während der Winkel wg noch nicht eindeutig festliegt und willkürlich zu \|IO = 0

gewählt werden kann. Man kann andererseits davon ausgehen, daß die Position des lokalen Systems x1 ‚ y; ‚ 21

in Bezug auf das globale System x0 ‚ yo ‚ 20 in den beiden Knoten bekannt ist, so daß man da die

entsprechenden Winkel (P01 ‚ 901 und Wm des Stabes angeben kann. Zwischen beiden Koordinatensystemen

bestehen dann bis aufjeweils eine Konstante die Beziehungen:

x1 = x0(c05(p01c05801cosu101— sincpmSinn/01)+y0(sincp01cos\901cosu/01+cos<p015inu101)

i (6)
—zO srnS01 cosw01

y1 = —x0(coscp01cos\901siniy01 +sin<p01cosu/01)—yo(sincp01cosSOlsinu/01 —cosq>01cosu1m) (7)

+20 sinS01 sinu/01

21 = x0 coscpO sinS0 +yo sincpO sinS0 +2O cosS0 (8)

oder in Matrizenschreibweise

X1 = A X0 (9)

Eine entsprechende Beziehung gilt für die Basisvektoren. Zwischen dem System x, y, z und dem globalen

Koordinatensystem besteht eine analoge Transforrnationsbeziehung

X=BxO (10)

mit den Winkeln (p0 ‚ So und wo = O. Diese Winkel kann man folgendermaßen bestimmen. Die

Richtungskosinus der Verbindungsgeraden der Knoten l und 2 berechnet man mit
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L2=\/(x2—x‚)2+(y2—y1)2«22—202 (11)

Z11

l 1 l

005°on :L—(xz ‘x1) c030‘yo : L—(yz ‘y1) COSO‘zo Z’Z‘Üz ‘21) (12)

Z 2

Die Winkel (p0 , 80 ergeben sich dann aus

SO 2 OLzO (13)

cosotx0 COSCX‘yO
coscp0 = —————————————— sincp0 =—— (14)

1‚cos2 0ch +cos2 ayo 1Icos2 axo +cos2 (xyo

so daß man damit auch die Transformationsmatrix B angeben kann.

Es sind schließlich noch die Transformationsbeziehungen zwischen dem lokalen System x, y, z und dem

begleitenden Dreibein xl ,y1 , z] anzugeben. Analog gilt

x=cx um

Zwischen den Transformationsmatrizen besteht somit der Zusammenhang:

C=AB"‘ (16)

Diese Matrizengleiehungen gelten gesondert für jeden der beiden Knoten eines Stabes, und man kann somit

auch die Winkel, (p9) ‚ (p9), <ng) und (pa) angeben.
y

1

tan (l)_ tan (1)_ 32

‘Px ‘ o) (W “cm
33 33

(2) g) (2) g)
tancpx = (2) tancpy 20(2)

33 33

Der Definitionsbereich der (pfifund (pSHst durch —12r— <cpg>,cp<;>< +32i gegeben, wobei allerdings gilt

9 <<E '

   

Den Winkel w“) berechnet man gleichfalls aus den Koeffizienten der Matrix C , wobei man die

Drehungen des Systems x, y, z in der folgenden Weise realisiert (Bild 3):

 

Bild 3. Übergang zwischen den Systemen x, y, z und x1 ‚ y}, z;
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Nach den Drehungen um die Winkel (p0) und Sm , die zur Überführung des Systems x, y, z in seine neue

Position ausgefiihrt werden, erfolgt eine Rückdrehung um den Winkel (pm und anschließend die Drehung um

den Winkel \ym jeweils um die Achse zl . Auf diese Weise wird eine sprunghafte Änderung des Winkels (pm

vermieden und der Winkel w“) geht für 8m —> 0 stetig in den für den geraden Stab vorgegebenen Wert über.

Für einen beliebigen Punkt des Stabes erhält man explizit für die Matrizengleichung (15) mit

T171:\|’1_‘Pl

x1 : x[coscp1cos\91c05\_y1 — sinq)1 sinWl] +y[sincp1cos\91cosüI +cos<pl sinii71]

. _ (18)
—z s1n81cosulI

y1 = —x[cosq),cos\91sinW1 + sincplcosiül] —y[sincp1cos\915inW1 —cosrp1cosW1] (19)

+2 sinS1 sinWl

z1 = xcos<plsin81+ysincplsin91+zcosSl (20)

Damit bestimmt man den Winkel \y, aus

c3l-cosu/1+c32-sin\y1: —cl3

(21)

’C32 'COS\|/1 +031 ~51nx4/1 I (‚‘23

Dies gilt ebenso für die Winkel WE") an den beiden Knotenpunkten .

2.3 Die Steifigkeitsmatrix des gekrümmten Balkens

Zur Herleitung der Steifigkeitsmatrix betrachtet man den Balken am Knoten l durch Kräfte und Momente

belastet und am Knoten 2 eingespannt (Bild 4). Es wird weiter vorausgesetzt, daß die Verschiebungen und

Verdrehungen, die durch diese Kräfte und Momente entstehen, hinreichend klein sind. Damit kann man bei

der Berechnung der Schnittgrößen auf die Ausgangskonfiguration Bezug nehmen.

AZ

„4/

2

  

Bild 4. Der am Knoten 2 eingespannte Balken

Es werden ferner die Verformungen infolge der Querkräfte vernachlässigt, so daß nur die Biegemomente, das

Torsionsmoment und die Längskraft als wesentliche Schnittgrößen verbleiben. Die Bestimmung der
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Verschiebungen und Verdrehungen am Knoten l erfolgt mit Hilfe des zweiten Salzes von Castigliano.

Bezogen auf das x, y, z - System gilt

Mx = —M£” +12“) y— F5” z (22)

My z —M§‘> +Fj‘)z—F}‘)x (23)

M2 : —M§1) + Fy“) x — Ff) y (24)

und für die Längskraft FL erhält man

FL = _F(1)1{_F(ud_y_Fm E (25)
x ds y d5 2 d5

mit

2 2

ds= 14115) 4%) dz
(26)dz dz

Durch eine Transformation mit der Matrix C auf das begleitende Dreibein (Bild 2) erhält man schließlich die

qucrschnittsbezogenen Schnittgrößen.

bel Cll 012 €13 1W):

Jl/Ibyl = C21 c22 (‚'23 My (27)

Mn C31 €32 C33 M2

Setzt man zunächst voraus, daß die Achsen x1 und y} die Hauptachsen des Querschnitts sind, so geht die

Hookesche Matrix H in eine Diagonalmatrix über.

—1- 0 0 0

E4

0 L 0 0

am
H: 1 (28)

o 0 _— 0
Elyy

1

0 O O ———

GI,

Die Trägheitsmomente 1,0r ‚ [W sowie I, verändern sich bei stark gekrümmten Balken gegenüber den Werten

des geraden Balkens (Wolf, 1986). Für schwach gekrümmte Balken oder Drähte kann man diese Anderung

jedoch vernachlässigen.

Die Transformationsbeziehung (27) wird durch hinzufügen der Längskraft um eine Zeile und Spalte erweitert.

Diese erweiterte Transformationsmatrix in Gleichung (29) wird im folgenden mit Ce bezeichnet

FL 1 O 0 0 FL

M 0 c c c M
bxl = 11 12 l3 (29)

Mbyl 0 021 522 023 M

Mm 0 C31 C32 C33 M

Die Gleichungen (22) bis (25) zur Berechnung der Schnittmomente und der Längskraft können gleichfalls als

Matrizengleichung mit der Ubenragungsmatrix X formuliert werden.
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dx _fll _dz

d5 ds g

x z 0 —2(s) y(s) -1 0 0 (30)

2(5) 0 —x(s) 0 —1 0

—y(s) x(s) 0 0 0 —1

Unter Verwendung des 2. Satzes von Castigliano ergibt sich schließlich der folgende Zusammenhang zur

Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen und -verdrehungen am Knoten 1.

551) an)

—(1) (1)

"y L Fy

EU) T F0)

21 z IxTce 11(36de 2 (31)

mp9 M20
(1) (l)

Acpy My

Aw?) ME”

Die Umkehr dieser Beziehung liefert die Steifigkeitsbeziehung

E V1 = F1 (32)

die noch unter der Voraussetzung einer Einspannung am Knoten 2 hergeleitet wurde. Zwischen den Kräften

und Momenten an den Knoten 1 und 2 gelten die Gleichgewichtsbedingungen, die man leicht anhand von Bild

5 herleiten kann.

  

Bild 5. Gleichgewicht am gekrümmten Stab

am = as” w = —M,<:> — L2 am
(2) _ (1) (2) __ (1) _ 4(1)Fy ——Fy My _ My +Lz rx (33)

Fz(2) =_Fz(1) M52) :__M;l)
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Daraus resultiert eine weitere Transformationsbeziehung, die den vollständigen Kraf - und Momentenvcktor F

mit dem Teilvektor F1 verbindet.

F = TT F1 (34)

Eine entsprechende reziproke Beziehung besteht zwischen dem vollständigen Vektor V der Verschiebungen

und Verdrehungen und dem Teilvektor V1 der Verschiebungen und Verdrehungen des Knotens l des

eingespannten Balkens.

V1=TV (35>

Damit erhält man die Steifigkeitsbeziehung des Balkens zu

TT R“ T V = F (36)

Mit der vollständigen Steifigkeitsmatrix des gekrümmten Balkens

K = TT K T (37)

entsteht schließlich die Beziehung

KV=F (38)

Die Transformation auf das globale System wird schließlich mit einer Transformationsmatrix realisiert, die aus

der Matrix B abgeleitet ist.

2.4 Lösung und Rücktransformation

Der Aufbau der vollständigen Steifigkeitsmatrix des betrachteten Systems und des Lastvektors erfolgen in der

bekannten Weise, wobei der bandförmige Aufbau der Steifigkeitsmatrix berücksichtigt wird. Nach Lösung des

Gleichungssystems liegen an jedem Knoten drei kleine Verschiebungen uxo ‚ L50 und uzo und drei kleine

Winkeldrehungen yxo , yyo , 7,0 jeweils um die drei Achsen x0 , yo , 20 vor. Zu bestimmen sind nun die

entsprechenden Änderungen der Winkel (pg),cp(yl)‚<pf) und (p?) für jeden Stab sowie die Änderungen der

Winkel \pm und we).

Die neuen Koordinaten der Knotenpunkte folgen nach Summierung der Knotenversehiebungen zu

x30 = x50 + „5:3

„so = „50 „33 <39)
(') __ ‚(' ')

20’ — „O’)+ug'0

Durch die Drehungen sind die Richtung der Tangente an die Stabmittellinie und der Winkel mo] in Bezug auf

das raumfeste Koordinatensystem festgelegt.

Es gilt für kleine Winkel

 

1 .

Axum = sing (Ayx coscp01 + Ayy smcpm)

o1

A801 = —Ayxsincpm +Ayycoscpo1 (40)

Acp01 : Ayz —Au/0l cosS01

Im Grenzfall sin“)01 = 0 gilt Axt/01 = Ayz , denn der Winkel (p01 ist für 801 = 0 zunächst nicht erklärt und

nimmt erst für Ayx ,Ay y i O einen definierten Wert an, wobei gilt
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A A

———2Yx—2 und coscpm =———2Y—2— (41)

1{Ayx+Ayy ‘lAyx+Ayy

Die veränderten Basiswinkel ergeben sich demnach zu

sincp01 = —

I

wg? - wé’? + Awß'?

88? = 98'? + A88? <42)

wg? (Pgi) + ACPgl)

an jedem der beiden zu einem Stab gehörigen Knoten i. Da an einem Knoten mehrere Stäbe mit

unterschiedlichen Winkeln cpo , 90 und \VO angeschlossen sein können, diese Winkel also stabspezifische

Größen sind, ergeben sich an einem Knoten fiir jeden Stab andere Werte. Mit den neuen Koordinaten und den

neuen Winkeln können nun die ansatzspezifischen Größen (pg),q)g),cp;2) und (pg?) sowie w“) und we) neu

bestimmt werden.

Nach der Bestimmung des Verschiebungsvektors kann nach einer Rücktransformation auf das x, y, z System

mit Gleichung (38) für jeden Stab der Vektor der stabbezogenen Knotenkräfte angegeben werden, so daß damit

auch die Schnittgrößen fürjeden Stab bestimmt werden können.

Die Berechnung der Schnittgrößen kann allerdings nur unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen und

Verdrehungen und unter der weiteren Voraussetzung, daß kein Verzweigungsproblem vorliegt, in dieser Weise

hergeleitet werden.

2.5 Große Verformungen

Die gewählte geometrische Beschreibung des gekrümmten Stabes bietet die Möglichkeit die Geometrie

desselben nach jedem Lastschritt zu aktualisieren und damit auch große Verformungen zu bestimmen.

Voraussetzung ist, daß die Stabendwinkel cpgcl),cpg‚1)‚cp;2)und (pg?) sowie w“) und 41(2) hinreichend klein

bleiben. Falls im Verlauf des Belastungsvorganges einzelne Stabelemente starke Krümmungsänderungen

erfahren, sind diese in mehrere kleinere Elemente zu unterteilen.

Geht man nun davon aus, daß nach einer bestimmten Zahl von Lastschritten der gesamte Lastvektor F und der

entsprechend Verschiebungsvektor V vorliegen, so gilt für den Gleichgewichtszustand nach dem Prinzip der

virtuellen Arbeit

K(V) V = F (43)

Eine weitere Laststeigerung ergibt

AKV+K AV =AF (44)

wobei der Ausdruck AK V letztlich wieder durch Ko AV mit der Anfangsspannungsmatrix KG ersetzt

werden kann. Hier wird jedoch ein iteratives Verfahren benutzt, um die Berechnung voanj zu vermeiden.

Nach der Laststeigerung gilt wieder

K(V + AV)(V + AV) = F + AF (45)

Zur Bestimmung des Verformungsinkrementes AV wird im ersten Iterationsschritt gesetzt

V0 = V K0 = K(VO) F0 = F (46)

und

K0 AVO 2 AF (47)

Nach der Lösung dieses Gleichungssystems kann man mit der als klein vorausgesetzten Verformungsänderung

eine verbesserte Steifigkeitsmatrix bestimmen.

K1 = K(VO + AVO) (48)
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Damit erhält man aus Gleichung (45) KOAV1 = AF — [K1 — KolKalF (49)

und somit das verbesserte AV1 : AV1 = KSIAF — K51[Kl —KO]K61F (50)

Dieser Iterationsvorgang kann nun so oft wiederholt werden, bis die DilIerenz zweier aufeinander folgender

AV hinreichend klein ist.
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