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Selbstsynchronisation statisch und dynamisch unwuchtiger
Vibratoren. Teil I: Grundlagen

L. Sperling

Es wird ein allgemeines lineares Schwingungssystem betrachtet, das durch angetriebene, statisch und
dynamisch unwuchtige Rotoren erregt wird. Im vorliegenden Teil I werden zundchst die aus der kinetischen
Energie des Rotors folgenden, in den Schwingungskoordinaten linearen Glieder fir die Bewegungsgleichungen
des Rotors und des Schwingungssystems hergeleitet. Danach werden die allgemeinen Existenz- und
Stabilitatsbedingungen fiir selbstsynchronisierte Bewegungen der Rotoren angegeben. Diese Bedingungen
werden im Teil Il unter der Voraussetzung kleiner Rotormassen im Vergleich zu reprdsentativen
Masseparametern des Schwingungssystems (d. h. unter Vernachldssigung auch der linearen Glieder der
Einwirkung der Rotoren auf das Schwingungssystem) mittels der Frequenzgcnge des Schwingungssystems
weiterentwickelt und an Beispielen demonstriert.

1 Einleitung

Dynamische Systeme in Natur und Technik haben ecine allgemeine Tendenz zur Synchronisation, d.h. zu
bestimmten stationdren Bewegungen mit rationalen Frequenzverhiltnissen und bestimmten stabilen
Phasendifferenzen (siche z. B. die hinsichtlich solcher Erscheinungen nahezu enzyklopidische Monographie
von Blechman, 1971). Synchronisationseffekte sind seit langem und in vielen Bereichen bekannt, z. B. bei
Pendeluhren (Christian Huygens, 17. Jahrhundert), bei Musikinstrumenten (Lord Rayleigh), in Elektrotechnik
und Elektronik oder bei bestimmten Vorgéingen im Gehirn (Norbert Wiener) (siehe auch Strogatz und Stewart,
1993).

In der Mechanik spiclen Synchronisationserscheinungen vor allem bei Vibratoren in Form von Unwuchtrotoren
oder allgemeineren Mechanismen eine Rolle. Sich selbsttitig synchronisierende Rotoren haben fiir die
Schwingungstechnik grofe praktische Bedeutung (siche z. B. Blechman, 1971, 1981; Jordan u. a., 1967
Mahrenholtz, 1970; Sperling, 1967). Auf diesem Gebiet wurden besonders in den 60er Jahren intensive
Untersuchungen angestellt (siche z. B. ChodZaev, 1967; Jordan u. a., 1967, Kirnarskij, 1969; Mahrenholtz,
1970; Sperling, 1967). Ausfiihrliche Literaturverzeichnisse findet man in den Monografien von Blechman
(1971, 1981).

Als grundlegendste und einfachste Ergebnisse wurden die Existenz- und Stabilititsbedingungen fiir synchrone
Bewegungen gleicher Rotoren mit gleichen und gleich eingesteliten Antriebsmotoren auf linearen
ungedampften Schwingern hergeleitet und nach der synchronen Drehzahl und den stabilen Phasendifferenzen
aufgelost. Dabei wurden dic Rotormassen als klein gegeniiber reprisentativen Masseparametern des
Schwingungssystems vorausgesetzt. Daneben wurden auch schon Untersuchungen zur Selbstsynchronisation
bei ungleichen Rotoren, fiir gedimpfie Systeme, fiir Systeme, in denen StoBe vorkommen, zur
Selbstsynchronisation fiir Rotoren mit ungleichen Drehzahlen bei rationalem Drehzahlverhiltnis u. a. (siche z.
B. Blechman, 1971, 1981; Sperling, 1967) sowie Untersuchungen zu instationidren Bewegungen (siehe z. B.
Mahrenholtz, 1970) und experimentelle Untersuchungen (siehe z. B. Blechman, 1971; Mahrenholtz, 1970;
Sperling, 1967) durchgefiihrt.

Zur Herleitung der allgemeinen Existenz- und Stabilititsbedingungen der Selbstsynchronisation haben sich
besonders die von Blechman und anderen aus der Theorie der periodischen Losungen nach Poincaré und
Ljapunov und der Theorie der Stabilitit einer Bewegung nach Ljapunov entwickelten Verfahren als
angemessen und effektiv erwiesen. Die dabei in Erscheinung tretenden sogenannten Vibrationsmomente, die
die mittlere Riickwirkung des Schwingers auf die Rotoren erfassen, lassen sich besonders vorteilhaft mit Hilfc
bestimmter Elemente der Frequenzgangmatrix des Schwingungssystems, der sogenannten harmonischen
EinfluBkoeffizienten, darstellen, die erstmals von Sperling (1967), danach unabhingig von ChodZaev (1967),
verwendet wurden (siehe auch Blechman, 1971, 1981). Dieses Verfahren wurde in der Folge fast ausschlieBlich
in der russischsprachigen Literatur behandelt. In der vorliegenden Arbeit wird es nochmals ausfiihrlich
beschrieben und dabei fiir auch dynamisch unwuchtige Rotoren ("Taumelvibratoren", Rotorachse ist keine
Haupttragheitsachse) verallgemeinert. Der Selbstsynchronisation spezieller Taumelvibratoren ist vermutlich
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auch die nicht zugingliche Arbeit von Kirnarskij (1969) gewidmet. Fiir solche Rotoren sind neue interessante
Bewegungsformen zu erwarten, die in der Schwingungstechnik niitzliche Anwendung finden konnten.

Das erneute Aufgreifen der Problematik der Selbstsynchronisation ist auch durch die Moglichkeit der heutigen
Rechtentechnik und die Weiterentwicklung numerischer Verfahren gerechtfertigt, die es gestatten, instationdre
Bewegungen auch komplizierterer und stark nichtlinearer Systeme zu analysieren und dabei solche
Erscheinungen wie "Einfangen von Vibratoren" (Mitnahme) oder das eventuelle Auftreten chaotischer
Bewegungen auch unter dem EinfluB von Kreiseleffekten festzustellen.

Der vorliegende Teil I behandelt die Grundlagen. Zunichst werden fiir ein Schwingungssystem mit einem
Unwuchtrotor die aus der kinetischen Energie des Rotors folgenden linearisierten Glieder fir die
Bewegungsgleichungen des Rotors und des Schwingungssystems hergeleitet. Fiir die Aufstellung der Existenz-
und der Stabilitéitsbedingungen selbstsynchronisierter Bewegungen der Rotoren benétigt man im Falle kleiner
Rotormassen fiir das Schwingungssystem nur die von den Schwingungskoordinaten unabhéngigen Glieder.
Damit die vorliegende Arbeit als Grundlage fiir weitere analytische, numerische und experimentelle
Untersuchungen geeignet ist, werden aber auch fiir die Einwirkung auf das Schwingungssystem die linearen
Glieder zunichst mit angegeben. Fiir den Fall einer beliebigen Anzahl von Unwuchtrotoren werden sodann die
Existenz- und die Stabilitiitsbedingungen fiir selbstsynchronisierte Bewegungen in Abhingigkeit von den
Vibrationsmomenten allgemein entwickelt.

Im Teil II werden die Vibrationsmomente fir den Fall kleiner Rotormassen in Abhangigkeit von den
harmonischen EinfluBkoeffizienten ~dargestelt. Dariiber hinaus werden die Existenz- und die
Stabilititsbedingungen fiir bestimmte einfachere Sonderfille aufbereitet, und es wird ihre Anwendung an
einfachen Beispielen demonstriert.

2 Lineares Schwingungssystem mit Unwuchtrotor

Es wird ein Schwingungssystem betrachtet, das durch einen angetriebenen Unwuchtrotor (Unwuchtvibrator) zu
Schwingungen angeregt wird. Von Einfliissen des Unwuchtrotors abgesehen, wird das Schwingungssystem als
linear vorausgesetzt. Der Rotor sei ein starrer Korper mit dem einen Freiheitsgrad der durch die relative
Winkelkoordinate ¢ beschriebenen Rotation um seine Achse (Bild 1).

Bild 1. Unwuchtrotor
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Die Rotorachse sei fest mit dem Schwingungssystem verbunden, so dab ihre Position (Lage und Orientierung)
jederzeit vollstidndig durch die kleinen translatorischen und rotatorischen Schwingungen im Punkte O bestimmt
ist. Dabei ist O der DurchstoBpunkt der Rotorachse durch die den Massenmittelpunkt C des Rotors enthaltende
Ebene senkrecht zur Rotorachse.

Fiir die folgenden Entwicklungen sei
e.=[100]" e,=[010] e, =[001] ¢y
eine Basis im Inertialsystem (der Index T kennzeichnet die Transponierte einer Matrix).

Die kleinen Schwingungen im Punkte O werden beschrieben durch den auf Oy, einen in einem Inertialsystem
festen Punkt, bezogenen Ortsvektor

r=lr r, ] @

und durch den kleinen, auf das Inertialsystem bezogenen Schwingwinkel

T
v=v, v, v] ®
r und y sind auf die Basis (1) bezogen.

Die Matrix S sei die durch y bestimmte Drehmatrix infolge der kleinen Schwingungen an der Stelle O,

o = [a)x o, coz]T “
die entsprechende Winkelgeschwindigkeit.
Mittels der Drehmatrix der Relativbewegung

cosp -sing 0
® = ®(p) = |sing cosp O (5)
0 0 1

seien die Vektoren

e, = ¢,(p) = De, = [cos ¢ sing O]T ©
e, = e,(p) = De, = [-sinp cosgp O]T

eingefiihrt mit
ér = ¢es és = _¢er (7)
Im Bild 1 sind die folgenden auf die Basis (1) bezogenen Einheitsvektoren dargestellt:

Se,, Se, - inder OC-Ebene, schwingungssystemfest,
Se,, Se, - in der OC-Ebene, rotorfest,
Se, - in Richtung der Rotorachse, schwingungssystem- und rotorfest.
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Die kinetische Energic des Rotors setzt sich aus der translatorischen Energie 7, und der rotatorischen Energie

1,,, zusammen:

T =T, + Ty ®)

T, = —mvv_ T = %—nglma )
Es sind m dic Rotormasse, v, die auf (1) bezogene Absolutgeschwindigkeit von C, J; die auf C bezogene in
das Inertialsystem transformierte Tragheitsmatrix des Rotors und o, seine absolute Winkelgeschwindigkeit.

Fir die weitcre Entwicklung werden die folgenden, von den rotorfesten, konstanten Koordinaten &, , &, von C
abhingigen GréBen verwendet:

s
e =¢(p) = ge, +se, = [sx &y 0] (10)
& = &.(p) = g,cosp - & sing e, = &,(p) = & sinp + £, cosp (11
£, = -p&, £, = P&, (12)
. . . Y B
€ = g€, + &€, = [sx g, 0] = % (13)
7
T = 1(p) = ge, - e, = [—ay &y 0] (14)
g =¢Te =& +& =&+ & (15)

Damit hat der Massenmittelpunkt C den auf O, und die Basis (1) bezogenen Ortsvektor
r,=r+Se (10)

Durch Differentiation von r, nach der Zeit ¢ erhilt man unter Verwendung der sogenannten Poissonschen
Differentialgleichung

S=6S a7
mit
0 -m, @,
o= w, 0 -, (18)
-0, o, 0

die Absolutgeschwindigkeit
V,=F+®Se+ St (19)

Der Tilde-Operator zur Bildung von @ aus ® gestattet die Ausfiihrung des #uBeren Vektorproduktes;
Gleichung (19) ist aus der Theorie der Relativbewegung bekannt.
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Fiir die absolute Winkelgeschwindigkeit des Rotors gilt:

o, =0+ @S¢, (20)
Mittels der Transformationsregeln fiir Tensoren im Matrizenkalkiil erhdlt man

J=SoJo's’ @1

mit der konstanten, auf rotorfeste Achsen bezogenen Trigheitsmatrix

‘]n' ‘]rs ‘]rz
J= Jrs J:s Jsz (22)
Jﬂ Jsz Jzz

Mit den Gleichungen (20) und (21) folgt aus Gleichung (9) fiir die rotatorische Energie
I, = .;_( T+ pelST)SD JOT ST(0 + pSe,) 23)

Im folgenden werden die aus T resulticrenden, in den Komponenten von r und y linearen Glieder der

Bewegungsgleichungen fiir den Rotor und das Schwingungssystem hergeleitet. Dabei soll der Einfachheit
halber folgende Vereinbarung gelten: Sind gegeniiber dem vorhergehenden Ausdruck fiir eine Grobe Glieder,
die keine Beitrige zu den linearisierten Gleichungen liefern, unberiicksichtigt geblieben, so wird anstelle von =
das Zeichen ~ verwendet. Im Rahmen dieser Naherung gilt fir die Drehmatrix

S=E+§+ 207 24)

mit E als der 3 x 3-Einheitsmatrix und fiir die Winkelgeschwindigkeit
| U T
o = (E + EW)W (25)
bzw.
- 2 1w -
mzw+iw-mﬁ (26)
(siche z. B. Nour-Omid und Rankin, 1991). Damit folgt

8= » %(W ) @7

Nach Einsetzen der Gleichungen (24) und (27) in Gleichung (19) oder durch Differentiation der aus den
Gleichungen (16) und (24) folgenden Beziehung
- )
r, = r+ E+\y+5we (28)

erhilt man

; Yo 205 ; % =
V, ®r+ + — + + @ E+wy+ —
(W 5 (W WW))S W( b 4 WW)T (29)
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Entsprechend ergibt sich aus Gleichung (23) nach Einsetzen der Gleichungen (24) und (25):

o = 97 © IO+ wa(E—-;-w)(Ew)(DJ & + o T’ 30)
bzw.
1 -T T. . -T 1- 1 -2
Tngw PIJD Y+ oy E+-2-\v <I>Jez+§Jzz(p (1)

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung des Rotors werden von den Beziehungen (29) und (31) nur die
folgenden Glieder benétigt:

v, ~ i+ ye + @E + §)t (32)

a

i 1 s
T~ oy @ Je, + > @’ (33)

Fiir die Differentiation von 7, nach einer skalaren GréBe gilt nach Gleichung (9) allgemein

oT, ovl
—ZL = m—=2v 34
oA a Aot}
Aus (32) ergibt sich
T
Lo - oT(E- ) 35)
op
Berticksichtigt man
ef\fle, = ef\ile, =0 ef\ile, = - ef\f/e, =y, (36)
T ye =y, 37)
Tt = & (38)
so erhilt man entsprechend Gleichung (34) mit den Gleichungen (35) und (32)
é1~mtTf+m£2('+')+'T®J +J,, ¢ 39
a¢ ~ P+, v ¢, z P ( )
und
doT " i o i 2 s -
=2 = mi'F - mpeTE + me? (p+ y/z) +ylo Je, + oy’ gt Je, +J,,0 (40)
arog de
Mit
av’ :
© =~y - e’ (E-¥) @1)
dp
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folgt entsprechend

Z_Z ~ —mpeTi+ m‘ﬂ%uz (42)
Unter Beachtung von

DJe, =Je, +Je, +J, ¢, (43)
und mit

J:=J, + mé 44)

erhilt man schlieBlich die in den Komponenten von r und y linearisierte Bewegungsgleichung des Rotors

d oT orT . . 5

—_—— - — =Jlp+ + B = 45

595 " Bg (p+ir,) Op (45)
mit der Abkiirzung

B = ¢ (me,i+J,¥) + ¢ (-mei+ J,¥) (46)

Die GroBe Q , ist das um die Rotorachse auf den Rotor wirkende Moment.

Zur Herleitung der in den Komponenten von r und y linearen Anteile fiir die Bewegungsgleichungen des
Schwingungssystems ist von den Beziehungen (8) und (9) mit (29) und (31) auszugehen. Die Herleitung ist
detaillierter im Anhang der vorliegenden Arbeit ausgefiihrt. Es werden folgende Ausdriicke bzw.
Bezeichnungen verwendet:

g = % (af +£f) + —;—(gf - sﬁ)cos2qo - £,&,Sin2p “é7
efv = %(ef +£§) - %(gf - gf)cosZ(o + £, 8In2¢ 48)
£.8, = %(53 —sf)sin2(a + £,6,0052¢ ' 49)
oy 1= %(J”+Ju) + —21-(.],, - J,)cos2¢ — J,sin2¢ (50)
T & %(J,.,+Jm) —%(J,,—Jss)cosuo +J,; sin2 ¢ (51
Jy = %(J,, -J,)sin2g + J,cos2p (52)
J, = J 080 — J,sing Jy = Jpsing + Jcosp (53)
Jo = J + mé, T, =J,, +me Ty = g = MEE, (54)

Der Einheitlichkeit halber wird fiir das auf die Rotorachse bezogene Massentrigheitsmoment des Rotors noch
die neue Bezeichnung

I, i=d =T &me (35)

eingefiihrt.
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Verwendet man die Abkiirzung

g, = L I 2T (56)
T A 54 dq,

wobei g; fur r,, 1y, 1y, Wy, ¥, bzw. v, stcht, so erhilt man schlieBlich:

er = m[i‘;—gyi/}z - 2€x¢'/./z + ¢2(—‘9x+£y‘//z) + é(_gy—gxwz)] (37
er = m[ry + 5x‘-/./z - 26‘},&)(}/2 * ('pz(—gy—-gx(//z) + b(gx—gyV/z)] (58)
0, = m[i';+£y§1}x—5xi/}y+2gb(gx¢/x+ey;}/y) + ¢2(—8yv/x+£xr//y) + 'q'a(gxy/x+gyx//y)] 59)

wa = mgyi';+‘7xri/./x+jxyi/}y+']xzij/z + (b[_zjxy'}/x'*'(jxx—jyy+jzz)';(/y_2‘]yz'}/z]

(60)
5 1 . 15 1
+ o _Jyz_'i']xz'//z + sz+'5 zzyly__z_ ysz
Qp = —meF, +T W +J U, +J, 0, + (b[(ju—j)y—jzz)')/x+2~]xy‘)/y+2-fxz')/z]
(61)
; 1 . 1- 1
+ ¢72(sz—a"jyz'//z)+ ¢(']yz_"2"]zz‘//x+5']xz‘//z)
Qe = —meyf +meF, + T e+ Tty + T2 + 0V Ve T30 y)
(= 1 1 (62}
* ‘{Jzz +5‘]yzl//x__2_"]xz'//y)

Es sei auf die starke Kopplung dieser Gleichungen mit der Bewegungsgleichung (45) des Rotors nicht nur
durch die Faktoren ¢ und @, sondern auch durch die ¢-Abhingigkeit vieler Koeffizienten hingewiesen. Die
Ausdriicke (57) bis (62) miissen nun je nach Art des Schwingungssystems in dessen Bewegungsgleichungen
cingearbeitet werden. Der mechanischen Bedeutung nach sind sie Krifte und Momente, die in jeweils negativer
Koordinatenrichtung in O auf das Schwingungssystem einwirken. Ist das Schwingungssystem diskret und sind
fiir O bestimmte der sechs Bewegungsméglichkeiten r,, r,, 7,, ¥, ¥,, y, verhindert, so sind diese Grofien

und ihre zeitlichen Ableitungen in den Gleichungen (57) bis (62) gleich Null zu setzen. Auch fiir
kompliziertere Zwangsbedingungen kann man von den Gleichungen (57) bis (62) ausgehen, wenn man z. B.
mit Lagrangeschen Multiplikatoren arbeitet.

In den Arbeiten zur Selbstsynchronisation werden die Rotormassen gewdhnlich als klein im Vergleich zu
reprasentativen Masseparametern des Schwingungssystems vorausgesetzt. Dementsprechend werden im Teil II
der vorliegenden Arbeit von den Ausdriicken (57) bis (62) nur die von den Bewegungskoordinaten des
Schwingungssystems unabhéngigen Glieder

0% = ~mle.i? +e,5) 05 = -nle,v - 2.0) 02 = 0 (©3)

0% = =T, 0" +J 0 05y = Jo 0 +J,,0 S, =Jp (64)

bendtigt. Diese Glieder kénnen auch leicht unter Verwendung der Ausdriicke (32) und (33) anstelle von (29)
und (31) hergeleitet werden. Sic erfassen die Einwirkung des Rotors mit ruhender Achse auf seine Umgebung.
Im Sonderfall konstanter Winkelgeschwindigkeit (#=0) reduziert sich die Wirkung des Rotors auf die
Zentrifugalkraft und auf das Unwuchtmoment.
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Fir die Herleitung der vollstindigeren Ausdriicke (57) bis (62) in der vorliegenden Arbeit sind folgende
Griinde mafigebend:

- Die Arbeit soll als Grundlage fiir weitere analytische, numerische und experimentelle Untersuchungen
geeignet sein.

- Die vollstindigeren Gleichungen gestatten eine Schitzung des Fehlers infolge Vernachlidssigung der von
rund y abhingigen Glieder.

- Sie gestatten auch die Ermittlung von Sonderfillen, fiir die die Fehler vollig vermeidbar sind.

Bewegt sich das Schwingungssystem z. B. in O nur translatorisch, so folgt aus den Gleichungen (57) bis (59):
On=nli-lei?+e,p)] 0y =nli-(e@-ap)] 0. =mk ©3)

Erginzt man das Modell des Schwingungssystems durch eine diskrete Masse /z im Punkt O, so erfafit man

damit bereits die Glieder mr,, mF,, mr, , und die Gleichungen (65)-gehen in die Gleichungen (63) iiber.

Komplizierter ist die Situation, wenn sich das System in O rotatorisch bewegt. Ist z. B. ausschlieBlich eine
Bewegung . moglich, so folgt aus Gleichung (60)

Q;/x = jxxl//x - 2‘7ay.¢'}/x - Jyzé’2 + sz¢ (66)

Dieser Ausdruck geht wieder in den Ausdruck fiir Qf,’,x nach Gleichung (64) iiber, wenn man das Modell des

Schwingungssystems durch ein diskretes Massentrigheitsmoment J,_ um die Achse in x-Richtung durch O
erginzt und den Rotor zusitzlich so gestaltet, daB die Bedingung

Jy, = —;-[J,,—Jss + m(sf —sf)]sinZ(p + (J,-me, g, )c0s2¢p = 0 67)
erfiillt ist, d. h. , daB gilt
J, + me - (Jss+mgz) = { (68)

J,, —meg, =0 (69)

3 Existenz- und Stabilititsbedingungen fiir selbstsynchronisierte Bewegungen

Im folgenden wird ein Schwingungssystem betrachtet, auf dem m Unwuchtrotoren im Sinne von Abschnitt 1

angebracht sind. Nach den Gleichungen (45), (44) und (46) lassen sich die Bewegungsgleichungen der Rotoren
in der Form

J(p,+ ) + B, = Oy i= (m (70)
darstellen mit

Ji = Jy + mé (71)
und

B; = eiz(migiri:i +Jisz‘:|:’i)+ei7;(_nli£isi:i +Jin‘])i) (72)
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Im selbstsynchronisierten Zustand rotieren alle Rotoren unter dem Einfluf aller auf sie einwirkenden Momente
niherungsweise mit der gleichen konstanten Winkelgeschwindigkeit €2, wobei fiir jeden Rotor die positive und
die negative @; —Richtung als Drehrichtung zugelassen sein soll. Es wird deshalb "kiinstlich" cin kleiner
Parameter x so eingefiihrt, daB die Bewegungsgleichungen fiir 4 = 0 diesem selbstsynchronisierten Zustand
entsprechen:

Jip; + ki(¢i —O'iQ) = pf; (73)
Aus den Gleichungen (70) und (73) folgt
ufi = Qp — B + ki(¢i “O'iQ) - Ji ¥, 74

Dabei ist k; durch die Ddmpfungsmomente und die Motorkennlinie bestimmt. Der Faktor o; kann die Werte
+1 oder -1 annehmen, je nachdem, ob die Synchronisation mit { in positiver oder negativer ¢, -Richtung
untersucht wird. Die Einfihrung der Faktoren o, verkompliziert zwar die Herleitung der
Berechnungsformeln etwas, erméglicht es aber, mit einer Rechnung gleichzeitig unterschiedliche
Synchronisationsfille zu erfassen.

Der selbstsynchronisierte Bewegungszustand wird durch die sogenannte erzeugende Losung
o (1) = o (Q+a;) i =1m (75)

der mit ¢ = 0 aus Gleichung (73) folgenden Differentialgleichungen beschrieben. Die erzeugende Losung
héngt noch von den m Nullphasenwinkeln a,, ..., ,, ab.

Die auf der Theorie periodischer Losungen nach Poincaré und Ljapunov basierenden Entwicklungen (siche
Blechman, 1971,1981; Sperling, 1967) zeigen, daB Selbstsynchronisation im vorliegenden Fall nur fiir solche
Phasenwinkel a; moglich ist, fiir die die sogenannten Existenzbedingungen

T
o; 1
Pley,...a,) = ——j[,ufi]o dt =0 (76)
erfiillt sind.
Dabei ist T die Periodendauer,
2r
i = O 77
3 a7

und der Index [...]0 bedeutet, daB der Klammerinhalt fiir die erzeugende Losung zu nehmen ist. Hinsichtlich
der Schwingungskoordinaten entspricht der Q -frequente eingeschwungene Zustand der erzeugenden Losung,

Damit folgt
T
J[ki(¢i_o-iQ)_‘]ii/}iz]odt =0 (78)
0

Nach Einsetzen der Gleichungen (74) und (78) in Gleichung (76) erhilt man die Existenzbedingungen in der
Gestalt

T
I[Q¢ -B| dt =0 (79)
0
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Bezeichnet man das Zeitmittel des auf den i-ten Rotor wirkenden Motormomentes mit Af;, das mittlere
Déampfungsmoment mit R;, so gilt:
T

M; - R, = O-i'%:‘([[Qwi(¢i,¢i)]odt (80)

und die Existenzbedingungen lassen sich in der Form
Pi(al?""am) = —k}_(MI—K—V;) =0 (81)

darstellen mit den fiir die Selbstsynchronisation wesentlichen Vibrationsmomenten

T
1
= o [18.),e (82)
0
Mit Gleichung (72) folgt:
1 T
V, = I FJ '”lgxrrt +‘]xsz\l;i)+eirr(_mi€isi;i +Jinq-/i)}0dt (83)
0

Die weitere Untersuchung der Vibrationsmomente erfolgt im Teil II, wobei zur Bestimmung der stationéiren
Systemreaktionen [¥, |, und [{,]; die vereinfachten Ausdriicke (63) und (64) verwendet werden.

Zur konkreten Darstellung des Momentes M, - R, wird
Qqai = L (¢i > ¢:) = kiR ?; 84

gesetzt mit k,-R als dem Dampfungskoeffizienten der als linear von ¢; abhingig vorausgesetzten, auf den i-ten
Rotor einwirkenden dissipativen Momente und dem Motormoment

L =1 - kMg, L} und k} -konstant (85)

das im Zustand der Selbstsynchronisation nidherungsweise durch die linearisierte statische Kennlinie erfafit

werden darf. Die nun folgenden Aussagen bleiben auch dann giiltig, wenn L? und k,.M mittelwertfreie
Funktionen von ¢; mit einer Periode von 27T iiberlagert werden.

Unter Beachtung von Gleichung (75) findet man:
%
M,-R, = cr,.?J‘ ()], = .1 - kQ ko= kR + kM (86)
0

Fiithrt man noch die sogenannten Partialwinkelgeschwindigkeiten

0
o = 44 87

1

ein, mit denen die Rotoren bei ruhender Lagerung (Schwinger arretiert) rotieren wiirden, so kann man die
Existenzbedingungen (81) auch in folgender Form schreiben:

Play,...,a,) = Q-Q-—V, = 0 (88)
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Entstehen kR und k™ durch Linearisierung nichtlinearer Kennlinien in der Umgebung von €, so sind die
Partialgeschwindigkeiten nur fiktive Grofen.

Die wichtigste Grundaufgabe bei der Untersuchung der Selbstsynchronisation ist die Bestimmung der den
Existenzbedingungen (88) geniigenden Nullphasenwinkel a;,...,a,,, genauer gesagt der Winkeldifferenzen;
denn im Gegensatz zur sogenannten duBeren (nichtautonomen) Synchronisation, bei der ein Objekt so stark
iiberwiegt, daB seine Bewegung in nullter Niherung von den iibrigen unbeeinfluft und damit die synchrone
Winkelgeschwindigkeit vorgegeben ist, kann bei der hier vorliegenden sogenannten inneren (autonomen)
Synchronisation der Zeitnullpunkt willkirlich festgelegt werden, was nach Gleichung(75) gleichbedeutend mit
der Festlegung eines Nullphasenwinkels ist.

Die Existenzbedingungen dienen daher der Bestimmung von m-1 Phasendifferenzen, z. B.
Q= Apyseeey Ay — &,, und der synchronen Winkelgeschwindigkeit €2.

Die auf der Ljapunovschen Stabilititstheorie basierenden Entwicklungen zeigen nun (siche Blechman 1971,
1981; Sperling, 1967), daB die Bewegungen nicht fiir alle Losungen der Existenzbedingungen stabil sind. Im
Falle der duBeren Synchronisation gehért zu einer Losung der Existenzbedingungen eine eindeutige und
asymptotisch stabile Bewegung, wenn fiir sie alle Wurzeln der algebraischen Gleichung m-ten Grades in 4

det( j;; - ,u«:,,,) =0 (89)

P=[RP.P] a=[qa.. an]

und E,, als der m x m-Einheitsmatrix negative Realteile haben.

Bei Vorhandensein auch nur einer Wurzel mit positivem Realteil ist die Bewegung instabil; der Fall
verschwindender oder rein imaginidrer Wurzeln erfordert im allgemeinen eine zusitzliche Untersuchung.

Es sei bemerkt, daB die Stabilititsbedingungen eigentlich fiir das Gesamtsystem einschlieflich des
Schwingungssystems entwickelt werden miiften. Nach Blechman (1971) sind die zusétzlichen, dem
Schwingungssystem zugeordneten Stabilititsbedingungen aber ohne praktische»Bedeutung.

Im vorliegenden Falle der inneren Synchronisation folgt, weil die Existenzbedingungen nur von den
Phasendifferenzen abhéngen:

Pi(als---sam) = Pi(al+a0’“-»am+a0) (90)

mit «, als einer beliebigen Konstanten.

Damit erhilt man

- P, P
z_r - Ph g i=1()ym on
~da, da,
bzw.
AP
det =0 92
o (92)

(Nach Gleichung (91) verschwinden die Summen aller Zeilen.)

72



Demzufolge hat Gleichung (89) eine Wurzel 4 = 0. Von dieser Wurzel wird jedoch nach einem Satz von
Andronov und Vitt die Frage nach der Stabilitét nicht beriihrt. Man kann den Grad der Gleichung (89) im
vorliegenden Falle um 1 erniedrigen. Dazu hat man zunichst die letzte Zeile von allen iibrigen zu subtrahieren
und anschlieBend die ersten m-1 Spalten zur letzten zu addieren. Damit verschwinden alle Elemente der letzten
Spalte bis auf das Element (—/1) auf der Position (m,m).

Zur Bestimmung der m-1 interessierenden Wurzeln verbleibt die Gleichung

de{ ; .4 —,IE,,,_I] = @ (93)

*
0.T

mit
- T - T
P = [P1 -P,...P - P,,,] a = [al a ... am—l] (54)
4 Zusammenfassung

Fiir einen statisch und dynamisch unwuchtigen starren Rotor, dessen Achse starr mit den translatorischen und
rotatorischen Bewegungen eines beliebigen Schwingungssystems im DurchstoBpunkt der Rotorachse durch die
den Massenmittelpunkt des Rotors enthaltende Ebene senkrecht zur Rotorachse gekoppelt ist, werden die aus
der kinetischen Energie des Rotors folgenden, in den Koordinaten des Schwingungssystems linearisierten
Anteile der Bewegungsgleichungen des Rotors und des Schwingungssystems hergeleitet. Anschliefend werden
die Existenzbedingungen (88) fiir die selbstsynchronisierte Bewegung von m solchen Rotoren entwickelt,
wobei die wesentlichen Vibrationsmomente (83) aus den Bewegungsgleichungen der Gestalt (45) mit (46) fiir
die Rotoren folgen. Fiir die Stabilitiit sind die Wurzeln der Gleichung (93) mafgebend.

Im demnichst erscheinenden Teil II der vorliegenden Arbeit werden zunichst die Vibrationsmomente unter
Verwendung  sogenannter  harmonischer  EinfluBkoeffizienten  fiir lineare  Schwingungssysteme
weiterentwickelt. Dabei wird die stationire Bewegung des Schwingungssystems unter der Annahme kleiner
Rotormassen infolge der vereinfachten Beziehungen (63) und (64) fur die erregenden Krifte und Momente
berechnet. AbschlieBend wird die Berechnungsvorschrift an einfachen Beispielen demonstriert.

Anhang

Es werden die Zwischenergebnisse zur Herleitung der Beziehungen (57) bis (62) angegeben. Steht u jeweils
fiir x, y oder z, so folgt aus den Gleichungen (29) und (34)

ovl = oF

g, #

—gr.—i = o;i’; ~ m[fﬂ+e£¢18+¢e£(E+\fl)t]

Z,Z ~m - iiele+plel - v.el )r]

jzx = nF -5, (p+ ) - £.0v ] (A1)
Z’z ~ m[r’y +y,ele+ ¢(e§ 4 y/zez)t]

g’i = nfi, +e(p+¥r,)- &, 0v.] (A2)
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Q
~

1Y

m[fz +(— v,el + el )a + éz(— w,el + e )'r]

v,

5 = rlrmali,-av) e (irin, )] (43)
Wegen

oT _ 0

V74 r,

erhilt man aus den Gleichungen (Al), (A2) und (A3) unmittelbar die Beziehungen (57), (58) und (59).

Analog folgt aus den Gleichungen (29) und (34)

T
19\",, ST|: |
vy,
T,

i o . 1. l:&..
. é/,, ~ meT{—eﬂ{rﬂys+¢{E+5\er]+E¢\yeﬂ'c}

g, d 0. . 1. 1.
a_‘/,/x- ~ meg’ | e, rz—€x(//y+€yl//x+5¢8yl//y +26x¢8xl//y

!

_ . L Lo
= M| £y, €, Ve —EE W, o E QY

r i :
3 l/./ry X meg [_ex(rz_Exy/y+gy'//x+'2_¢€x‘//x)_5'ey¢gyle]

57’;,. . . 2 . 1 2;

5_% = _gxrz_gxgy‘//x+5xyly_5€ PY

oT, " s . i
o mgT[ex(ry+sxy/z+go£x)—ey(r,—gy(//z—goey)]

vy,

aT, . . ;o

3 W"z = m[—gyrx+exry+52((o+ y/z)]

oveh _lT(~~ ~~) 7 1(-- vE,)

7v, = —e (€, y+y&,)+gr —ep+5 e WHYE,

. i 3 La o, 2
. m{—gnTé/,[l‘-i-—;-\ve+¢t)+~2—(peTe#\y'c]

74



Vv
Bl
[}
A
kﬁ’:
o
]
.
S

s o e —c(f+ls / )+lcag}/

5'//}, (43 x| 'z ) ¥ 2 yex¥x

oL, m'p(gyr’z +—£21}/x)

ay,

4T, . . .

P) o~ mmr[ex(ry+¢£x)_ey(rx—(p€y)]
v,

oT, I

7y " —m(p(gxrx-kayry)

Damit erhdlt man die translatorischen Anteile der Bezichungen (60), (61) und (62) zu

% '(;,—2 - g—;;:— = m[syi’z+£§§i/x-f:xeyij/y+2¢(£x£y¢/x+si(}/y)+%52'¢y/y:! (A4)
57 j_,}y,;i“ - 'j—VT,';‘ = '"[-Exf;—axfyii/x+6§¢y—2¢(€§'2&+8xey¢y>—%€2éwa] (AS)
% ?:} - %,,Trjr = ml=gyf + &5, + £ (p+ )] (A6)
Aus (31) folgt

?L-':' = ¢, ‘DJ(DTW(be,’,(E%\I/) ®Je,

£5% - sfmorsssglose oo 1o o)« fovelel

ZZZ ; oy’ &, Dle, = —% el oy @Je,

- . d . E =W s .o dD 5 i
— = - el - Tl oT§+ p—(DITDT +(E+— ) O+p'— | +py @ |Je
dt 3y, ay, 4 ¥ ‘/’d¢( J )\v W | R | Sl .

(A7)
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Unter Beriicksichtigung von

Je Sy e
T o
QIO =|J, J, J,
Ty Ty

2, Je=d, -J
di(qu ®) =|Jy -J, 2J, .
?
-J b 0
yz xz

erhilt man aus Gleichung (A7) die rotatorischen Anteile der Beziehungen (60), (61) und (62).
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