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Uber den Massenausgleich in Mehrkorpersystemen

Nguyen Van Khang

Der volistandige Massenausgleich von raumlichen Mechanismen ist eine komplizierte Aufgabe der
Maschinendynamik. In der vorliegenden Arbeit werden ginstige Gleichungen fiir den volistandigen

Massenausgleich in Mehrkorpersystemen hergeleitet. Die Losungsmethode wird durch ein Beispiel
veranschaulicht.

1 Einleitung

Eine wichtige Aufgabe im Maschinenbau ist der Ausgleich von dynamischen Kriften, die durch die Tréagheit
beschleunigt bewegter Massen hervorgerufen werden. Auch in der Raumfahrt- und Satellitentechnik sind die
Fragen des Massenausgleichs bedeutsam, weil die durch die Bewegung von Massen entstehenden Krifte und
Momente die Flugstabilitit der Raumflugkdrper beeinflussen oder sogar gefihrden kénnen.

Die Methoden des Massenausgleichs von ebenen Mechanismen mit einem Freiheitsgrad werden in
Lehrbiichern, in Monografien sowie in Zeitschriften zur Maschinendynamik und Getriebetechnik ausfiihrlich
behandelt (siche z. B. Dizioglu, 1969; Paul, 1979; Dresig und Vulfson, 1989). Dagegen ist der
Massenausgleich von rdumlichen Mehrkérpersystemen mit mehreren Freiheitsgraden heute ein noch relativ
wenig betrachtetes Feld der Technischen Dynamik (siche Yu, 1988; Husain u. a., 1992).

Im folgenden werden die Massenausgleichsbedingungen in Mehrkopersystemen behandelt. Dann werden

giinstige Gleichungen fiir den vollstindigen Massenausgleich von Mechanismen mit einem Freiheitsgrad
dargestellt.

2 Aligemeine Bedingungen fiir den vollstindigen Massenausgleich in Mehrkorpersystemen

Die Gesamtmassenkraft F*und das Gesamtmassenmoment M;, eines Mehrkorpersystems (Bild 1) lassen sich
in folgender Form beschreiben (Schiehlen, 1986; Huston, 1990):

* d d?
F = ——pP=-— Vo 1
dt dt iémvaI ( )
. d d g2 .
MO = —ELO = —;;lz:l(ljﬁ)l + l‘C,-m,»VC,-) (2)

In den Gleichungen (1) und (2) werden die folgenden Formelzeichen verwendet:

m Masse des Kérpers X,  (m, = const.)
P Anzahl der Kérper

Iy Lagevektor des Korperschwerpunktes X,

A\ Geschwindigkeit des Korperschwerpunktes K,

®; Winkelgeschwindigkeit des Korpers X;

L Trégheitstensor des Korpers X, bezogen auf den Koérperschwerpunkt (I = I, (t))

Es ist zu beachten, daB die zeitlichen Anderungen des Impulses P bzw. des Dralls Lo in einem Inertialsystem
bestimmt werden miissen. Der gemeinsame Bezugspunkt O von Drall und Massenmoment ist ein raumfester
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Punkt, z. B. der Ursprung des Inertialsystems. Fiir den Massenausgleich wird nun gefordert, daB die
Gesamtmassenkraft F* und das Gesamtmassenmoment M, verschwinden oder moglichst klein werden.

/0

Bild 1. Mehrkoérpersystem

In Mehrkérpersystemen mit skleronom-holonomen Bindungen lauten die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit
und Winkelgeschwindigkeit nach Schiehlen (1986):

Vo = Jdp (Y)y )
®; = Jr(y)y @)
Dabei sind Jy; (y) die 3xf-Jacobimatrix der Translation und Jg; (y) die 3x/Jacobimatrix der Rotation.

Weiterhin ist f die Anzahl der Freiheitsgrade des Mehrkérpersystems, y der fx1-Lagevektor des holonomen
Mehrkérpersystems. Nach Einsetzen der Ausdriicke (3) und (4) in die Gleichungen (1) und (2) erhlt man:

* d P .
F' = -E{[gmﬂ(y)}y} (5)

M = - % {[2 I; (Y)J Ri (Y) +mTo (y )JTi ()')])’} 6)

Aus diesen Gleichungen 148t sich entnehmen, daB die Gesamtmassenkraft F~ und das Gesamtmassenmoment

M, des Mehrkoérpersystems zu Null werden, wenn folgende Bedingungen fiir den Massenausgleich erfiillt
sind:

émx“]n()’) =0 o
ié[L(y)JRi(y)+m"?Ci(y)JTi(Y)] =0 -
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Satz: Sind die zwei Bedingungen (7) und (8) erfullt, verschwinden gleichzeitig die Gesamtmassenkraft und das
Gesamtmassenmoment des Mehrkorpersystems mit skleronom-holonomen Bindungen.

Es ist bekannt, da der passive Ausgleich der Massenkrifte und Massenmomente haufig nicht gleichzeitig
erreicht wird (Dresig und Vulfson, 1989; Husain u. a., 1992). Bei einer geeigneten Wahl der dynamischen
Parameter des Systems konnen die Massenkrifte und die Massenmomente tcilweise ausgeglichen werden. Nur
durch eine optimale Wahl der dynamischen Parameter und der Anordnung der Zusatzglieder ist es moglich, die
Massenkrifte und die Massenmomente auszugleichen.

3 Massenausgleichsbedingungen fiir Mechanismen mit einem Freiheitsgrad

Mechanismen in technischen Anwendungen sind héufig mehrschicifige Systeme, die aus vielen Koérpern mit
vielen Bindungen und damit wenigen kinematischen Freiheitsgraden bestehen (siche Dizioglu, 1969; Paul,
1979). Nun werden die Mechanismen als Spezialfille gewohnlicher Mehrkorpersysteme behandelt. Die

Ausdriicke der Jacobimatrix der Translation und der Jacobimatrix der Rotation fiir jedes Glied lauten in
Anwendung auf rdumliche Mechanismen mit einem Freiheitsgrad (Schiehlen 1986):

JTi(y) = [x’Ci: Yeir Zé‘i]T &)
Tey) = s 53 5] (10)

Dabei stellt y eine verallgemeinerte Koordinate dar (meist Antriebskoordinate), und der Strich symbolisiert die
Differentiation nach dieser Koordinate:

() = <) a1

; P T ; . ;
Weiterhin ist s, = [si,c, i s,-z] der momentane Drehvektor des Gliedes i. Das Einsetzen der Gleichungen (9)

und (10) in die Gleichungen (7) und (8) liefert die Massenausgleichsbedingungen fiir rdumliche Mechanismen
mit einem Freiheitsgrad.

p
_Zlmix&i =0 (12)
i=

P

Xmye; =0 (13)
i=1

rmzg; =0 (14)
i=1

P

_Zl[mi(ycx'zéi_ZCi}"Ci)“LIinSi'x+Inzsx"y+1i13sz"z] =0 15)
i

P

Z[mi(za'xéi _xCizé,'i)+1i21st{x +1p8), +1i23s1{z] =0 (16)
=1

P

Z[’”i(xay’c:' ‘}’Cix'ci)'*'lials;x +1i32si'y+1i33sx(z] =0 a7

i=1
Aus den Bedingungen (12) bis (17) erhilt man die bekannten Gleichungen fiir den vollstindigen

Massenausgleich eines ebenen Mechanismus, welcher die Bewegungen in einer gemeinsamen
Haupttrdgheitsebene aller Glieder ausfiihrt (siehe Dizioglu, 1969):

233



p
zmxe; =0 (18)
i-1

»

Zmye =0 (19)
i=1

p ' " 5 1

ZI[mi(xCini—yCixCi)+Ii33(pi] =0 (20)
i=

4 Beispiel

Die in den vorherigen Abschnitten dargelegten Uberlegungen sollen nun an einem Beispiel erortert werden. Es
wird ein Knickarm-Industrieroboter nach Bild 2 behandelt (siche Snyder, 1990). Bei diesem Industrieroboter
wird in der Regel jedem Freiheitsgrad ein starrer Korper und ein Antriebsmotor zugeordnet. Zur
Vereinfachung wird vorausgesetzt, daB die Masse des Greifers vernachléssigbar klein gegeniiber den anderen
Massen ist. Damit besitzt das vereinfachte Modell nur 3 Freiheitsgrade (Bild 3).

Bild 2. Knickarmroboter

X

Bild 3. Vereinfachtes Modell
Als verallgemeinerte Koordinaten werden hier die Winkel 6, 0, und 6, gewibhlt:
T
Y= [91’ 0, 93]

Man bezeichnet die Koordinaten des Massenmittelpunktes des Korpers K; im Inertialsystem Oxyz durch
G (%ci» Yei» 2¢;) und im korperfesten Koordinatensystem O,x,y,z, durch C,-(u,., Vi, w,-). Weiterhin ist /; die
Lange zwischen dem Gelenk O; und dem Gelenk O;;. Es wird hier angenommen, daB dic
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Massenmittelpunkte der starren Kérper K> und K3 immer in der Ebene O,x,z, liegen (Bild 3). Damit sind die

Koordinaten v, und v; verschwunden.
Die Transformationsmatrizen fiir dieses Beispicl haben die folgende Form:

G -5 0 Ge -8 =48
A =1lS ¢ o A =[SC ¢ -S| =23
0 0 1 s, 0 G

Um die Bezeichnungsweise zu vereinfachen, hat man hier cos; mit C; und sin 6, mit S; abgekiirzt. Damit

ergeben sich die Koordinaten der Massenmittelpunkte jedes Korpers in Abhéngigkeit der verallgemeinerten
Koordinaten zu

xe1 = G — S
Yo = uS +vQ

Zer =W

Xcr = GG — wyS,C
Yer = hGS) = w,5,5,

Zcy = h + u, Sy + wC,

Xo3 = HhGG + wGEG - wiSG
Yoz = hGS + uGS) - wsSsS,
Zez = 4+ LS, + w385 + wG

Unter Verwendung der 3x3-Jacobimatrizen der Translation jedes Kérpers J ; lautet die Gleichung (7)

3 hy hy g
ZmiJTi(y) = by By by =0
=l by hyy s

Dabei sind:

= —muS, —mv,C, - (”’2“2 + ’"312)C2S1 +myWwSHS) — myusCyS) + maw3S,S)

=
IS
|

= = (”’2”2 +’”312)52C1 -mw, GG

)l
w
|

= —muyS;C —mywy GG

by = mu G —my S + (”72”2 +”‘312)C2C1 =mw2$,G +myus GG — myw3$3C

hy = _(mzuz +”’35)st1 —mw,GS,
My = —myuySiS) — myw;CiS)

hy =0

hy = (”’2”2 +m312)CZ —mw,S,

hyy = muyCy — myw,S;
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Daraus 148t sich entnehmen, daB die Massenkrifte ausgeglichen werden, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

mu, =0, mv, =0, mu, + ml, =0

21
mw, = 0, myu; =0, myw; =0 o

Das Ergebnis (21) besagt, daB die Lage der Massenmittelpunkte der Glieder in korperfesten
Koordinatensystemen wie folgt eingeteilt wird (Bild 4):

(0, 0, w), cz(-%zz, 0, oj, C4(0, 0, 0)
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Bild 4. Lage der Massenmittelpunkte

Die Ausgleichsbedingungen fiir Massenmomente sind sehr kompliziert. Unter Beriicksichtigung der 3x1-
Drehgeschwindigkeitsvektoren

00 0][6 0 5 076

0o 0s1/6
® =0 0 0|6, ® =0 -C 0]|6, ®; =0 0¢||6,
10 0]|é, 10 0]|g, 1 0 0f|é,

erhélt man die 3x3-Jacobimatrizen jedes Korpers. J ;. Damit ergibt sich die Gleichung (8) zu

3 ky kg ks
Z[Ii(y)JRi(y) + miFCi(y)JTi(y)] =k ky ky3| =0
= k1 ksy K

Beachtet man die Ausgleichsbedingungen (21) fiir Massenkrifte, so kann man die interessierenden Ausdriicke
fir k; bestimmen:

ki =Lz + L+ L) _(”'2”22 +m3122)SzC2C,

kip = IS —1,G +(”’2u22 +m3122)S1

ki3 = IS —-13,G

ky = L+ + 15— (”’2”22 +”’3’22)C25251 (22)
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ky = IS —15G “(”’2”22 +”73122)C1

ky = I, ‘1322C1

ks = L3+ 1y +1ss, +(rr12u22 +"’3122)C22
ksz = 1231S1‘1232C1
ky3 = Iiy,S, - 135G

Fir die Tréigheitstensoren im korperfesten Koordinatensystem, dessen Ursprung im Schwerpunkt des Gliedes
liegt, wird ein Hauptachsensystem gewihit. In diesem System lautet der Trigheitstensor

I;; 0 0
I: =10 1:22 0
0 0 Iy

Zur Vereinfachung der Berechnung kann man die Koordinatenachsen vom Hauptachsensystem parallel zum
Gelenkkoordinatensytem O, x; y; z; wihlen. Nach Schiehlen (1986) gibt es die folgende Bezichung:

I, = ATA] 23)

Dabei sind A; (i = 1,2,3) die Transformationsmatrizen. Es ist leicht, die Elemente des Trigheitstensors I, zu
berechnen. Damit erhilt man die Ausdriicke fiir k;; (22) in der Form:

ky = (1;11 — Iyyy = mou3 — ”’3122) $,GG + (1;11 = 1;33)S3QC3
ky = (1;22 + myi; + ’”31:?)'31

ki3 = ];22S1

ky = <1;11 - [;33 - mzuzz“ ”’312?) 58,6, + (1;11 - ];33)S1S3C3
ky = _(1;22 + myiy + ”’3122)C1

ky = _1;22C1

ksy = Dy + 1,85 + (1;33 + myu + ”’31;?)(:22 + LSy + LGl

k32=k33=0

Aus den Ausgleichsbedingungen fiir Massenmomente wird nun gefordert, daB die Ausdriicke (24)
verschwinden oder moglichst klein werden. Das ist eine Optimierungsaufgabe, die nicht schwer zu 16sen ist.
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S Zusammenfassung

Ein Mechanismus ist vollstindig ausgeglichen, wenn die resultierenden Massenkrifte und Massenmomente
gleich Null sind. Mit den bekannten Ausgleichsbedingungen fiir ebene Mechanismen (18), (19) und (20)
wurden mehrere Mainahmen zum Massenausgleich vorgeschlagen und verwendet (siche Dizioglu, 1969; Paul,
1979, Dresig und Vulfson, 1989). In der vorliegenden Arbeit wurden die allgemeinen Bedingungen fiir den
vollstindigen Massenausgleich in gewohnlichen Mehrkérpersystemen hergeleitet. Aus diesen Bedingungen ist
es moglich, die allgemeine Herangehensweise bei der analytischen Herleitung spezieller

Ausgleichsbedingungen fiir rdumliche Mechanismen aufzuzeigen sowie die praktischen MaBnahmen zum
Massenausgleich rdumlicher Mechanismen vorzuschlagen.
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