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Die Berechnung diinnwandiger Ringtrager mitgeschlossenem
Querschnitt auf der Grundlage des halbmomentenfreien
Schalenmodells nach Wlassow, Teil ll

Johannes Altenbach, Wolfgang Kissing, Johannes Schulz

Ausgehend von der halbmomentenfreien Schalentheorie von Wiassow wurden im Teil [11] die allgemeinen Gleichungen fiir Systeme mit eben
gekrimmter Stabachse abgeleitet. Diese Modellgleichungen wurden mit den in Arbeiten von Rangelow und von Hirashima/Yajima abgeleiteten
Gleichungen verglichen. Dazu wurden alle Gleichungen in eine einheitliche Schreibweise in der Form von DGL.-Systemen iberfiihrt.

Der Teil Il fhrt die Vergleichsuntersuchungen am Beispiel eines Ringtrégers mit Kastenquerschnitt sowoh/ in allgemeiner Form als auch
numerisch fort.

Following the semi-moment shelltheory of Vlasovin part| of the paper the general equations for structures with planecurved axes are given. These
equations are compared with the structural equations given in papers by Rangelov and Hirashima/Yajima. All equations are transformed in an
unique form of differential equations of first order.

Part Il contains the results of a comparison analysis for a curved box beam in a general form of basic equations and in form of numerical values.

6 Anwendung auf den Ringtrager mit doppelt symmetrischem Kastenquerschnitt

Es wird ein Ringtréger mit doppeltsymmetrischem Kastenquerschnitt untersucht. Der Querschnitt einschlieBlich der Vorzei-
chendefinition der Koordinaten ist in Bild 5 dargestelit.

Bild5
¥ Querschnittsdarstellung und Vorzeichendefinitionen

Die verallgemeinerten Koordinaten ¢i(s), y(s) und x(s) sind bereits in Bild 2 (Teil I) [11] enthalten. Der im Bild 6 dargestellte
Verlauf der veraligemeinerten Koordinate x, wird im folgenden naherungsweise immer in der angegebenen linearisierten
Form verwendet. Bild 7 zeigt den zu x, zugehdrigen Verlauf der Querbiegemomente m,, der jedoch dem nichtlinearisierten
Verlauf von x4 entspricht.

Das kanonische Differentiaigleichungssystem fir den Ringtrager mit Kastenquerschnitt in allgemeiner Form zeigt Tabelle 2
(im Anhang). Die aligemeine Darstellung verdeutlicht den inneren Aufbau der Gleichungen. Die Berechnung der veraligemei-

nerten Querschnittswerte kann dabel auch unter Nutzung der in der Baustatik Ublichen Integraltabellen j’ f1 f.d§ erfolgen,
nur daB hier u. a. auch Formen f f, f2 f3dE auftreten kénnen.
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Als ein Beispiel ist hier ein Integral, bei dem im Integranden der Kehrwert der Hilfsfunktion g auftritt, angegeben. Beide Funk-
tionen f,(&) und f,(£) sind in Bild 8 graphisch dargestellt.
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Das kanonische Differentialgleichungssystem flir den Ringtrager mit Kastenquerschnitt in allgemeiner Form, jedoch fur
B = r(s)lr, = 1, zeigt Tabelle 3. Bei der Berechnung von Ringtragern kann zur Rechenvereinfachung = 1 nur fur Trager mit
geringer Breite, geringer Hohe und sehr groBem Kriimmungsradius gesetzt werden. Das kanonische Differentialgieichungs-
system fur den doppeltsymmetrischen Kastenquerschnitt veranschaulicht das flr dieses Beispiel, indem aus einem Vergleich
zwischen den kanonischen Differentialgleichungssystemen filir 8 = 8(s) und g = 1 ersichtlich ist, daB3 die Werte fiir

o3 d3-d3
Ag — bzw. Ag L=
72 e

dazu gegen Null gehen missen (vgl. die Gleichungen jeweils flr P’;(t) und P’4(t)).

Der Grenzlbergang r, — < fiihrt zu den entsprechenden Gleichungen des prismatischen Tragers mit gerader Langsachse
(Tabelle 6) (im Anhang).

Das von M. Hirashimaund S. Yajima in [7] angegebene Gleichungssystem, dasim Punkt 4.1. wiedergegeben wurde (Gl. 13a)
und (13b)), wurde analog zur Tabelle 2 aufbereitet und in Tabelle 4 zum Vergleich dargestelit.

Die dabei in eckige Klammern gesetzten Terme entstehen durch die Nichtberiicksichtigung der Wandneigungen gegenuber
der Ringachse, siehe auch 4.1. SchiuBfolgerung 1. Sie fiihren zu mechanisch nichtsinnvollen Kopplungen der Unbekannten.

Das von R. P. Rangelow in [9] angegebene Gleichungssystem, das in Punkt 4.2. wiedergegeben wurde (Gl. (19a) und (19b)),
wurde ebenfalls analog zur Tabelle 2 aufbereitet und in Tabelle 5 zum Vergleich dargestellt. An Hand der Tabelle 5 zeigt sich,
daB bei der L&sung nach R. P. Rangelow die Vernachlassigung der Normalverschiebungszusténde betrachtlichen EinfluB auf
die Gleichungen fiir die verallgemeinerten Langsverschiebungen (U;') und die verallgemeinerten Querkrafte (Q,') hat. Die
Vernachlassigung der Normalverschiebungszustande fiihrt zu komplizierteren Kopplungen der Unbekannten.

Die in Tabelle 6 angegebenen Querschnittswerte /,,, /,, stellen die bekannten axialen Tragheitsmomente des Querschnittes
dar. Sie entstehen hier aus den verallgemeinerten Querschnittswerten aj. Fur /., gilt:

d3?d3
48

log = A-

7 Zahlenbeispiel

Der Vergleich der Modellgleichungen von Hirashima/Yajima, Rangelow und der vorliegenden Arbeit wird am Beispiel eines
einseitig starr eingespannten Viertelkreisbogens mit symmetrisch eingeleiteter Einzellast am freien Ende durchgefiihri. Da-
bei wird jeweils zwischen den Fallen mit bzw. ohne starres Endschott am freien Ende unterschieden. Beim starren Endschott

16



Bild 9
Viertelkreistrager mit Einzellast
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Bild 11

Verlauf der verallgemeinerten Verschiebung U,
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

—.—.—.— Theorie nach Rangelow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende
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Bild 10

Verlauf der verallgemeinerten Verschiebung U;
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

—.—.—.— Theorie nach Rangelow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende
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Bild 12

Verlauf der veraligemeinerten Verschiebung V,
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

—.—.—.— Theorie nach Rangelow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende
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Bild 13

Verlauf der verallgemeinerten Verschiebung V3
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

—.—.—.— Theorie nach Rangelow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende

Bild 15
Verlauf der verallgemeinerten Schnittkraft P,

vorliegende Theorie
—————— Theorie nach Hirashima/Yajima
—.—.—.—Theorie nach Rangelow
1 — System ohne Schott
2 — System mit starrem Schott am freien Ende
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Bild 14

Verlauf der veraligemeinerten Verschiebung V,
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

—.—.—.— Theorie nach Rangeiow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende

Bild 16

Verlauf der verallgemeinerten Schnittkraft P,
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

- .—.—.~Theorie nach Rangelow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende



Bild 17

Verlauf der verallgemeinerten Schnittkraft Q,
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

—.—.—.—Theorie nach Rangelow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende
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Bild 19

Verlauf der verallgemeinerten Schnittkraft Q,
vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima

—.=~.—.—Theorie nach Rangelow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende
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Bild 18

Verlauf der veraligemeinerten Schnittkraft Q3

vorliegende Theorie

—————— Theorie nach Hirashima/Yajima
—.—.—.—Theorie nach Rangeiow

1 — System ohne Schott

2 — System mit starrem Schott am freien Ende
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Bild 20
Normalspannungsverlauf an der Einspannung
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sind die Konturverformungen (V,4) am freien Ende Null und die zugehdrige Querkraft Q, vorhanden. Im anderen Fall ver-
schwindet Q4, und die Konturverformungen V, kdnnen sich unbehindert einstelien. Bild 9 zeigt das System und die Belastung.

Die numerische Berechnung erfolgte unter Verwendung eines Ubertragungsmatrizenalgorithmus mit Zwischenablésungen
zur numerischen Stabilisierung [12], [13], [6]. Dieses Losungsverfahren hat sich bei derartigen Systemen bisher mehrfach be-
wéhrt.

In den Bildern 10—-14 sind die Verlaufe der verallgemeinerten Verschiebungen fiir die unterschiedlichen Modellgleichungen
dargestellt. Die Bilder 15—19 zeigen die Verlaufe der entsprechenden veraligemeinerten Schnittkrafte. Die Normalspannun-
gen o, an der Einspannstelle (¢ = 0) sind jeweils fir das System ohne Schott am freien Ende in Bild 20 aufgetragen. Zum
Vergleich, insbesondere mit den aus der vorliegenden Theorie folgenden Spannungen, wurden hier auch die Werte, die man
mit der elementaren Theorie erhélt, mit aufgenommen.

Aus den Ergebnissen folgt anschaulich, daB weder eine elementare Theorie noch die vereinfachten Theorien von Hirashima/
Yajima und Rangelow fir die Berechnung derartiger Systeme Verwendung finden sollten. Die maBgebenden Spannungs-
werte betragen hier bei der Theorie von Hirashima/Yajima ca. 82 % und bei der Theorie von Rangelow nur ca. 66 % der Werte
nach der Wlassowtheorie. Ferner widersprechen die Verlaufe fur die SchnittgréBen P; und Q, in den Lésungen nach
Hirashima/Yajima und Rangelow sogar den statischen Gleichgewichtsbedingungen.

8 Zusammenfassung

Far dinnwandige Ringtrager mit geschlossenem Querschnitt wird die halbmomentenfreie Schalentheorie nach Wiassow all-
gemein abgeleitet. Die Modellgleichungen der Wlassowtheorie werden mit denen vereinfachter Ringtrdgermodelle theore-
tisch und numerisch verglichen. Die Ergebnisse zeigen, daB die von Hirashima/Yajima bzw. von Rangelow eingeflihrten Ver-
einfachungen der Modellgleichungen die Ergebnisse stark verfalschen und ihre Anwendung daher nicht empfohlen werden
kann.

Anhang

Tabelle 2
Das kanonische DGI.-System fiir den Ringtrager mit Kastenquerschnitt in aligemeiner Form;
Veranderliche: Bogenlange t = rp, - 9; x4 linearisiert; 8 = S(s).
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Tabelle 3

Das kanonische DGI.-System fiir den Ringtrager mit Kastenquerschnitt in aligemeiner Form;
Veranderliche: Bogenlange t = ry, - #; x4 linearisiert; 8 = 1.
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Tabelle 4

Das kanonische DGI.-System fiir den Ringtrager mit Kastenquerschnitt in aligemeiner Form nach dem Losungsvorschlag von Hirashima/
Yajima;

Veranderliche: Bogenlénge t = r,, - 9; Die mit[ ] gekennzeichneten Terme entfallen, wenn der Neigungswinkel a der Querschnittskontur-
linien zur Vertikalen nachtréglich beriicksichtigt wird.
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Tabelle 5

Das kanonische DGI.-System fiir den Ringtrager mit Kastenquerschnitt in allgemeiner Form nach dem Lésungsvorschlag von Rangelow;

Verénderliche: Bogenldnge t = r, - ¥; Normalverschiebungszustdnde nicht einbezogen; Naherungsweise hier » = R,/R(t,s) durch
1/ = rplr(s) ersetzt.
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Das kanonische DGI.-System fiir den geraden Trager mit Kastenquerschnitt in aligemeiner Form.
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