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Stabilitat der Bewegung teilweise fluidgefiliter Rotoren

S. Bogomolov, S. Korsunskij

Zur Ermittlung der Stabilitat der Bewgung teilweise fluidgefiliter Rotoren erfolgt

- die Lésung der Randwertaufgabe fiir kleine Schwingungen des idealen Fluids im Rotor durch Ermittlung des hydrodynamischen Druckfeldes
des Fluidteilchengeschwindigkeitsfeldes und der Eigenfrequenzen der Fluidrelativschwingungen,

- die Analyse der erregten Rotorbewegung sowie des Zhukovski-Problems (Ermittlung der mitschwingenden Massen und Tragheitsmomente)
und

- die Ableitung der Gleichungen fiir die erregten Schwingungen des Systems Rotor-Fluid einschlieBlich der Aufstellung der entsprechenden
Stabilitatsbedingungen

1 Problemstellung

Fragen der Bewegungsstabilitat fiir teilweise fluidgefiillte Rotoren entstanden im Zusammenhang mit der Projektierung
stark beauflagter Zentrifugen. In letzter Zeit trat dabei die Tendenz auf, die Masse der Rotoren mit dem Ziel der
Material- und Energieeinsparung zu verringern. Gleichzeitig wurde jedoch im Rahmen experimenteller Untersuchungen
sowie im Betrieb festgestellt, daB bei bestimmtem Fiillstand massereduzierter Rotoren niedrigfrequente Schwingungen
entstanden, die die Sicherheitsschranken iiberschritten. Das Frequenzspektrum dieser Vibrationen liegt in der Nahe
der Eigenfrequenzen der weich gelagerter Zentrifuge, die wesentlich niedriger als die Drehfrequenz sind. Dabei wurde
eine deutliche Erregung der freien Oberfliche der fliissigen Phase beobachtet. Eine Erhdhung der Masse und der
Tragheitsmomente des Rotors gestatteten die Beseitigung der gefahrlichen Betriebsbedingungen fiir die Zentrifugen.
Fragen der Bewegungsstabilitdt von Rotoren wurden in einer Reihe von Publikationen untersucht. Die Stabilitat von
vollstindig fluidgefiillten Rotoren wurde in [1] untersucht. Eine Reihe von Arbeiten zur Untersuchung der Stabilitat
teilweise gefiillter Rotoren basiert in der Hauptsache auf der Lésung von Randwertaufgaben iiber kleine Schwingun-
gen des Fluides in Ebenen orthogonal zur Rotorachse [2]. Ungeachtet dessen zeigen experimentelle Ergebnisse der
beiden erstgenannten Autoren dieses Artikels, daB in Rotoren gleichsfalls Fluidwellen in Ebenen parallel zur Achse
moglich sind. Basierend auf der Ergebnissen von Untersuchungen iiber Schwingungen mit endlichem Fluidvolumen
[3]. [4] sowie Rotorschwingungen [5] gelang es Gleichungen fiir kleine Schwingungen des Systems Rotor — Fluid fiir
Bewegungen des Fluids parallél zur Rotorachse abzuleiten [6]. Dabei blieben jedoch die Coriolis - Krifte, die auf
die Fluidteilchen bei Drehbewegungen wirken, sowie Fluidwellen, die in zur Rotorachse orthogonalen Ebenen ver-
laufen, unberiicksichtigt. Dies schrankt die praktische Anwendung der in der Arbeit erhaltenen Ergebnisse ein. Die
vorliegende Arbeit soll diese Beschrankungen vermeiden. Unter Einbeziehung der Coriolis - Krifte gelingt es, die
Werte der hydrodynamischen Koeffizienten in den Gleichungen fiir erregten Rotor zu verbessern. AuBerdem werden
neue Koeffizienten eingefiihrt, die die Schwingungen des Fluides in Ebenen orthogonal zur Rotorachse beriicksich-
tigen. Damit wird eine Erweiterung der traditionellen Fragenstellungen u.a. durch Einbeziehung des Masse- und
Tragheitsmomenteneinflusses des Rotors auf die Stabilitdt bei rdumlichen Relativschwingungen des Fluids mdglich.

2 Randwertaufgabe lber Fluidschwingungen in einem Rotor

Die Randwertaufgabe wird auf der Grundlage der linearisierten Euler ~Gleichungen fiir das rotierende Zylinderkoordi-
natensystem 7,6, z:

1
uy — 2w+ ~p, =0
p
1
vt + 2wu+ —pp =0 1)
pr

1
wy+ =p, =0
p

1 (Jbersetzung ins Deutsche von Holm Altenbach und Udo Fischer — beide TU Magdeburg
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Dabei bedeuten: u,v,w die Komponenten der Verschiebungsgeschwindigkeiten der Fluidteilchen, w = konst. die
Winkelgeschwindigkeit des Rotors, p die Fluiddichte,

p=P -t R @

P der hydrodynamische Druck sowie Ry der Radius der freien, nicht erregten Fluidfliche. Die Indices bei den
Variablen bedeuten Ableitungen nach den entsprechenden Koordinaten. Zu den Eulerschen Gleichungen ist die
Kontinuitatsbedingung hinzuzufiigen

1
ur+;(u+vg)+w3=0 (3)
Die Randbedingungen fiir die Wandregion ergeben sich durch AusschluB der Strémung des Fluids durch die Wand

u=0firr=R (4)
w:Ofi.irz:i;- (5)
Dabei ist # der Radius des Hohlraums und a die Linge seiner Mantelfliche. Die Randbedingung an der freien
Oberflache des Fluids ergibt sich aus der Bedingung fiir den Druck an der Oberfliche

P=0flirr=Rg+¢

mit € als kleine Amplitude der erregten freien Oberfliche des Fluids.
Unter Beriicksichtigung von Gl. (2) sowie Vernachldssigung von Termen 2. Ordnung erhilt man

p = —pw?Rof
Beachtet man weiterhin, daB die Fluidteilchen sich nicht vermischen (¢; = u), ergibt sich
pe = —pw?Rou fiir r = Ry + £ = Ry (6)

Nach Umformung der Gin. (1) und (3) in Analogie zu [1] erhiit man die Gleichung zur Ermittlung des hydrodyna-
mischen Drucks

Zoplryby2) =0 (M)
mit

5 02

S Q2 — 4uw?

Q2 sind die Eigenkreisfrequenzen der Schwingungen des Fluids in den Hohlrdumen parallel zur Achse des Rotors
(n=1,8,5,...). ¥? ist der Laplace—Operator.

Die Losung der Gl. (7) fiir die nte Fluidschwingform, die der Randbedingung (5) geniigt, lautet in Abhéngigkeit vom
Wert des Parameters Q2

1. fir Q, < 2w
Pn = [AnJ1(kn7) + BnYi(k,r)]sin 712_7r sin Ilalzei(o"n"t) (8)
2. fir Q, > 2w
pn = [AL L1(k,7) + B, K1 (k)] sin % sin %zei(o_ﬂ”t) (9)
mit
0 = Jo AT, = O

und Ji, Y1, I1, K1 als Bessel-Funktionen mit reellem bzw. imaginirem Argument.

Unter Nutzung von Gl. (1) sowie der Identititen (8) und (9) kénnen die Komponenten der Fluidgeschwindigkeiten
abgeleitet werden. Die Koeffizienten A,, B,, A}, B, werden aus den Randbedingungen (4) bis auf Konstante
bestimmt. Zum Zwecke der Eindeutigkeit der Lésung wird eine Normierung vorgenommen

u(Ro, 0, i%, 0) = FUo (10)

mit Uy als positiver skalarer GroBe.

Die Eigenfrequenzen der Fliissigkeit kdnnen unter Nutzung der Randbedingungen (6). Ohne auf einzelne Zwischen-
schritte einzugehen, sei das Ergebnis fiir die normierten Eigenschwingungen (I, = %& angefiihrt:
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1. fir Q, < 2

AnlkaJ1(RnRo) — RoFnJo(RnRo)] + Bn[kaYi(Rn Ro) — RoknYo(RnRo)] = 0 (11)
2. fir Q, > 2
A ka1 (%, Ro) — RoR,Io(R, Ro)] + Bl [ka K1 (R, Ro) — Roky Ko(R,Ro)] = 0 (12)
mit
kn=5—§i+ = Rn = akyp, K, = ak,, By = L

£ " a

Fiir den Fall n = 0, wenn die Schwingungen des Fluides in Ebenen senkrecht zur Drehachse des Rotors verlaufen,
gilt die in [2] erhaltene L&sung. Wie die experimentellen Untersuchungen gezeigt haben, spielen in diesem Fall nur
die Fluidwellen erster Ordnung eine Rolle in der Dynamik des Rotors. Im weiteren werden alle Parameter, die diesen
Wellen entsprechen, mit einem Index 0 versehen (po, uo, vo, S0, usw.).

3 Bestimmung der hydrodynamischen Koeffizienten

Zur Ermittlung der mitschwingenden Massen und Trigheitsmomente des Fluides werden erregte Verschiebungen des
Rotors (Bild 1) betrachtet. Folgende Koordinatensysteme werden dazu eingefiihrt:

e 0,z,y, z = Inertialsystem,
o C,x1,y1,z1 — translativ zum Inertialsystem bewegtes Koordinatensystem und

e C,r,©* z* — mit dem Rotor verbundenes, nichtrotierendes Zylinderkoordinatensystem.

Bild 1
Modell des Rotors bei erregter Bewegung

AuBerdem werden verallgemeinerte Koordinaten zur Beschreibung der Bewegung der freien Fluidoberflache definiert:
an, Sn(n = 0,1,3,...) ~ Amplituden der freien Fluidoberfliche im rotierenden Koordinatensystem entlang r = Ry

in den Punkten mit den Koordinaten (RO,O,%) und (Ro,%,%) entsprechend. Die veraligemeinerten Koordinaten
fiihren im Inertialsystem auf folgende Transformationsformeln

q:; _ qne:tiwt;s:; — Sne:i:iwt; (13)

im allgemeinen Fall lassen sich die Kraftwirkungen des Fluides auf den Rotor zu einer summarischen hydrodynamischen
Kraft

F:/[SPﬁdS (14)

und einem hydrodynamischen Moment (bezogen auf den Koordinatenursprung)

M= //S(Fx P#) dS (15)
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zusammenfassen. Dabei ist S — die benetzte Oberfliche, 77 — der Einheitsvektor der ZuBeren Normalen zur Flui-
doberfliche und © — der Radiusvektor eines beliebigen Punktes der Fliche S mit dem Ursprung im Punkt C. Es
kann festgestellt werden, daB die hydrodynamische Kraft Fluidwellen erzeugt, die sich in der Ebene orthogonal zur
Rotorachse ausbreiten und das hydrostatische Moment zu Wellen in Rotorachsen-Langsrichtung fiihrt.

Nachfolgend wird die erregte Bewegung des Rotors in der Ebene y0z analysiert, d. h., kleine Verschiebungen des
Punktes C parallel zur y-Achse. Dabei 138t sich die hydrodynamische Kraft aus folgender Gleichung bestimmen

F, = / /S P cos(f, y) dS, (16)

wobei P der hydrodynamische Druck des Fluides auf die Oberfliche S bei der erregten Bewegung des Rotors

P = —pyj + po (17)
ist.

Die Lésung der Randwertaufgabe aus [2] wird in Gl. (17) und das Ergebnis in Gl. (16) eingesetzt

Fy = —m*§j — XoS} (18)
mit

m* = prR%a (19)
und

Xo = @%—1 (20)

Analog erhidlt man den Ausdruck zur Ermittlung der hydrodynamischen Kraft bei Bewegungen des Rotors in der
Ebene 20z

Fp=—m"% — \oqj 21
0

Weiterhin wird eine kleine Drehung des Rotors um die Achse z; analysiert. In diesem Fall lautet das hydrodynamische
Moment

M = / /S Plycou(f, ) —zcos(a, 9|49 (22)

Der hydrodynamische Druck bei der erregten Rotorbewegung |aBt sich wie folgt darstellen
P=—p¥B+p, (n=1,3,..) (23)

Die Funktion ¥;(r,©*,2%) in Gl. (23) ist das Verschiebungspotential fiir die Fluidteilchen in der y0z-Ebene bei
fehlender Wellenbildung an der freien Oberfliche. Sie muB damit der Gleichung

Vi¥y(r, 0%, ) =0 (24)

geniigen, wobei die Abkiirzung

Q?

o *
5% n

Q2 — 4w?

zu setzen ist. Die Randbedingungen fiir die Funktion ¥, lassem sich durch Betrachtung des vektoriellen Verschie-
bungspotentials ¥ mit ¥; als Komponente erhalten. Die Randbedingungen fiir das vektorielle Verschiebungspotential
lauten entsprechend [3]

ov -
ls R x ’%lEZROX" (25)

mit ¥ als nichterregter freier Fluidoberfliche und R, Ry als Radiusvektoren fiir beliebige Punkte der Oberflichen S
und X mit C als Ursprung. Unter Verwendung der Gl. (25) gilt

ov 3‘1’ ; ov 4
6_7‘; : |r R — Z* sin (')* e 6—7-{1|"=Ro = z‘ sin e* (26)

Die L3sung der Aufgabe (24), die den Randbedingungen (26) geniigt, lautet

= +rsin ®* |

t*=%af2

¥, = az{% Z M[Rn(r) R;,(F)]sin(n7z*) + Z 7} sin ©" (27)

n
=13

32



1. fir Q, <2

Qn o _
R.(F) = = [Y1(RnT) — LnJ1(RnT)]
Mp\/4-Q,
K[ ﬁn g— g—
Ry = ——————_—z[Y1('€n7') — N, J1(RnF)]
Qn \/ : S Qn
2. firQ, >2
R, (T) 2 (K1(%,7) — L, [,(%,,7)]
n = I\Pp?) = Lnli\fhnp
MO -4
* [ ﬁn — = ’ —f =
Rn(r) = —[‘Kl(KHT) - anl(mnr)]
Qa2 —4

Dabei wurden folgende Abkiirzungen verwendet

Yl’(mnr)] _ [Yl’(nnr)]
Tl (kpr)'r=R" "7 J (B} *=H

s |
1 ’ '
M, = 'K_[LnJ1('fn7°) = Y{(kn7)lr=ro

Qn = —[NaJ{(knr) = Y{(5ar)]rar

K!(,r) K!(x,r)
LI o 1 n N/ — 1 n
»= Gy e o= 5000 drre
1 .
M = (LT () ~ K (kr)le=r
n
/ 1 I 1 / / /
Qn = R_,[NnIl(mnr) - I<1(K;nr)]"=R
n
_
Z=—, T=-—
a a

AuBerdem bedeuten die Striche bei den Ausdriicken fiir die Besselfunktionen Differentiation nach der Koordinate r.
Setzt man Gl. (27) und Gl. (8) in Gl. (23) ein und das Ergebnis in GI.(22), erhdlt man nach Integration das

hydrodynamische Moment

M:v; = —J*ﬁ - i /\nS:;

n=13,...
1. fir Q, <2
J*—pwaS{R_‘l.___R_g_R_Z_FE i o { 28, "
4 12 7l'4 n=1,3,... n4MnQn V 4 - Qn \/4 - ﬁn

[ Po = R3S0] = 2-(My + QuVa(RaB)(Ln@n + NaMa) (R B}
mit
_ —=2

2R = - 4-9,
An = pa4{m[AnJ1(k_nR) + BnYI(EﬂR)] - =X

n{,

(R’ [AnJ2(RnR) + BnY1(%nR)] — Ro{AnJ2(RnRo) + B Yi1(RnRo)]}}

(28)

(20)

(30)
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2. firQ, >2

Ry B 8 & T 20,

—4
J*=p7|-a5{£____ sl
4 7r4n=13 "4M1Ql\/—n_4 \/ﬁn"4

2V

[P, — RESL] - 25008 + QU Ky (L@, + Ny ML (T B} (51)

mit

— X

M = pat{ = 2Rt L7, B) + BLE (WD) - Va4
nmw nfl,
{R'[AnL(WnR) + By K1(Wn B)] — Ro[Ap Io(Wa Ro) + By Ky (W Ro)]} } (32)
Dabei wurden folgende Abkiirzungen verwendet
Py = (Ma + Qn)Y2(RnR) — (LnQn + Nu M) J2(RaR)
Sn = (Mpn + Qn)Y2(RnRo) — (LnQn + NnMy)J2(Rn Ro)
P, = (M} +Qr)K2(RaR) — (L, Q) + N, M) (R, R)
Py = (My + Q) K>(RnRo) — (L, Q7 + Ny M) (R, Ro)
Analog 1dBt sich das hydrodynamische Moment bei Rotordrehungen um die Achse y;
My, = —J"a - i Andn (33)
n=1,3,...

ermitteln.

4 Ableitung der Gleichungen fiir die erregte Rotorbewegung

Die Gleichungen der erregten Rotorbewegungen lassen sich auf der Grundlage der entsprechenden Lagrangeschen
Gleichungen 2. Art ableiten. Dazu miissen zunichst die Ausdriicke fiir die kinetrische und die potentielle Energie des
Fluides erweitert werden. Dies erfolgt mit Hilfe der Werte fiir die hydrodynamischen Koeffizienten der mitschwin-
genden Massen (m*) und Tragheitsmomente (J*), der Tragheitsbindungen (Ao, A,) sowie der Eigenfrequenzen der
Fluidschwingungen (20, 2,). Der Ausdruck fiir die kinetische Energie des Fluides kann auf folgende Weise geschrieben
werden [4, 5]

1
e 2(1‘ +9H)m" + (a +B7)J" + (255 + 9d3)ho

2

(¢ o) [ee]
+a > @datB > Siha

n=1,3,... n=1,3::
i o . .
gU(SE + @) I+ g 2 8+ @ + SI (6 + ap)? (34)
mit
I' = —21—pa57r(ﬁ4 —Rg)

Neben den bereits vorher ermittelten Koeffizienten, die in Gl. (34) eingehen, miissen weiterhin die mitschwingende
Massen po, pin bestimmt werden. Zur Ermittlung der mitschwingenden Massen p,, wird aus der rechten Seite der GI.
(34) die kinetische Energie der freien Fluidschwingungen fiir die nte Schwingform in der Ebene y0z herausgenommen

Tpe, = %un(S’;)z, (n=1,3,..) (35)
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Andererseits 3Bt sich die kinetische Energie des in der y0z-Ebene schwingenden Fluides wie folgt angeben

1 .
Tors = 50 [[[[ 48403+ ud) 22 ag (36)

wobei () das vom Fluid eingenommene Volumen und u,, v,, w, die Geschwindigkeitskomponeten der Fluidteilchens
entsprechend der Randwertaufgabe fiir kleine Fluidschwingungen sind. Letztere lassen sich wie folgt darstellen

Up = Gin(r,0,2)Sn(t), v = Tn(r,0,2)Sn(t), wp = Wn(r,0,2)Sa(1),

wobei S, = uge~ ! und ug durch Gl. (10) bestimmt werden.
Der Vergleich der GIn. (35) und (36) liefert eine Gleichung fiir die mitschwingende Masse

po=p [[[ @ +32+ a2 0 (37
Q
In Analogie wird die mitschwingende Masse g fiir n = 0 bestimmt

po=r [ (33 +3%) dq (38)

Die vollstandigen Ausdriicke fiir g, und pg werden aufgrund ihrer GroBe hier nicht angefiihrt.
Die potentielle Energie des schwingenden Fluides lautet

0 = LS+ @+ 5 S0 )P + (e )

n=1.3:.

mit Qo =Qtw, O =0 +w.

Betrachtet wird jetzt die Bewegung des Rotors, der auf einer elastischen Stiitze mit gleicher vertikaler und horizontaler
Steifigkeit ¢. Rotor und Welle werden dabei als starr angesehen. Die Wellenmasse ist in der Rotormasse enthalten.
Die Gleichungen des Systems Rotor — Fluid lassen sich wie folgt ermitteln: die Ausdriicke fiir die kinetische und die
potentielle Energie des Festkdrpersystems werden zu den Ausdriicken fiir die Fluidenergie (34) und (39) addiert und
nachfolgend in die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art eingesetzt. Dabei erhilt man

mé + cz 4+ XS5 =0, po(Sy 4+ Q2S5) + Ao =0 (40)
mij + ey + dody = 0, no(§5 + a5) + Aoij = 0 (41)
. . 12 i . . ) 2 o -
Ja+Iw,3+cza+ Z Angy, =0, Jﬂ—Iwa+cZﬂ+ Z AnS;, =0
n=1.3,... n=1,3,..
pn(dn + ng:) +Ana =0, /‘n(g: + Q?LS:;) + ’\n:é =0 (42)

mitm=m’+m*,J = J°+J*, I = I° 4 I*, wobei m°, JO, I° Masse und Trigheitsmomente des Rotors darstellen.

5 Stabilitditsuntersuchung der Rotorbewegung

Zur Untersuchung der Stabilitat des Systems Rotor — Fluid, welches durch die GIn. (40) — (42) beschrieben wird,
kann man das Hurwitz—Kriterium einsetzten. Die charakteristische Gleichung fiir das System der Gln. (40) und (41)
lautet

As = «
k(1 — —2 4 k2(Q2 4 p) + p?(2 = 0 (43)
Hom
mit p? = <. Die Stabilitatsbedingung des Systems fiihrt auf
2
m> 2
Ho

Beriicksichtigt man weiterhin, daB m = m® 4+ m* ist, erhilt man
22

m>=L-—m* (44)
Ho

Die Stabilitadtsbedingung (44) enthilt die Steifigkeit der Stiitzung nicht.
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In analoger Weise wird das Stabilitdtsgebiet der Losung des Gleichungssystems (42) bestimmt, wobei nur die erste
Eigenschwingungsform des Fluides (n = 1) beriicksichtigt wird.

2, N,
2('47 + Ql)(l . ;l—j) + ﬁw >0,

el? o cl? ~, Bt i 2y 45

Auf der sicheren Seite ist an Stelle GI.(45) die einfachere Bedingungen

b by
J>;1-oder J°>#—1—J* (46)
1 1
m°.1073, kg

b
=

0
00

,15 0,2 S.m

Bild 2
Instabilitatsgebiet fir das Beispiel (Beschreibung im Text)

Auf Bild 2 ist Stabilitatsgrenze fiir einen Zentrifugenrotor des Typs OT'H-2000 in Abhéngigkeit von der Rotormasse
m® und der Dicke der Fluidschicht § dargestellt. Das Instabilititsgebiet wurde schraffiert gezeichnet. Wie zu erkennen
ist, kénnen bei der Nennmasse des Rotors von 4720 kg niederfrequente Vibrationen entstehen. Die Ursache dafiir
sind Fluidschwingungen im Rotor in Ebenen orthogonal zur Drehachse bei einem Fiillstandsniveau von § < 0.1
m. Die Frequenz der Fluidschwingungen |58t sich entsprechend den in [2] angefiihrten Formeln berechnen. Die
Schwingungsfrequenz der Konstruktion unterscheidet sich von der Eigenfrequenz des Fluids beziiglich des Rotors um
den Wert der Winkelgeschwindigkeit.

Die Ungl. (46) wird fiir die analysierte Zentrifuge bei beliebigem Fiillstandsniveau eingehalten. Daher treten Schwin-
gungen in Ebenen lings der Drehachse nicht auf. Fiir das Beispiel wurde das einfachste Modell des mechanischen
Systems gewshlt. Das theoretische Konzept gestattet jedoch auch die Analyse komplizierterer Situationen. Dabei
sind in den Bewegungsgleichungen fiir das System nur die Terme, die die Bewegung des Festkdrperteils des Systems
beschreiben, zu dndern. Die Stabilitatsanalyse fiir die erhaltenen Gleichungen kann man mit jeder bekannten Methode
durchfiihren.

AbschlieBend sei angemerkt, daB bei der Berechnung der kritischen Drehgeschwindigkeiten fiir den Rotor, die ihre
Ursache in Unwuchten haben, als Trigheitskennwerte die Masse, die die Summe aus Rotormasse und mitschwingender
Fluidmasse entsprechend Gl. (19) darstellt, sowie die Tragheitsmomente, die die Summe der Trigheitsmomente des
Rotors und des mitschwingenden Fluids entsprechend den GIn. (28) oder (31) reprasentieren, zu beriicksichtigen
sind. Zuvor sollten die Werte der Eigenfrequenzen aus den Gin. (11) und (12) ermittelt werden.
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