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Eine prinzipielle Bemerkung zum Drallsatz

|.S4lyi

Das untenstehende hat den Zweck, an eine Form des Drallsatzes zu erinnern, die praktisch immer im Hintergrund bleibt, obwohl ihre Kenntnis
ein vollstandigeres Bild Uber die Bewegungsgleichungen der mechanischen Systeme liefert.

1 Der Drall und seine Ableitungen

1.1 Die Definition des Dralles ist allgemein bekannt: Der
Drall D eines mechanischen Systems, bezogen auf den all-
gemeinen Punkt A des Bezugssystems, ist das Moment
des Impulsvektorsystems auf den Punkt A. Diese GroBe
hangt vom Ortsvektor s des gewéhlten Punktes A und vom
Zeitpunkt t gleicherweise ab:

D=D(s ). (1)

Man darf annehmen, daB sie nach beiden Argumenten
mindestens einmal stetig differenzierbar ist, und dement-
sprechend existieren die partielien Ableitungen

3D/3s = D'(s,t) = D.V 7))
aD/at = D’(s t) @)

in jedem Punkt des Bezugssystems und in jedem Augen-
blick der Zeit.

D und Q sind zeitlich veranderliche Vektorfelder, D’ ist ein
Tensorfeld.

1.2 in den ublichen mechanischen Rechnungen kommt
der Feldcharakter des Dralles nicht zum Ausdruck, denn
die dem Drallsatz entsprechende Gleichung wird immer
auf einen bestimmten Punkt P mit vorgeschriebenem Orts-
vektor s = s (t) bezogen. Im Falle s = konst. ist dieser
Punkt im Bezugssystem fest, in alien anderen Fallen be-
wegt er sich auf einer vorgeschriebenen Bahn mit vorge-
schriebener Weg-Zeit-Funktion. Dadurch wird der Drall D
samt seiner partiellen Ableitung D samt seiner partiellen
Ableitung D eine allein von der Zeit abhingige Funktion,
wobei der Feldfunktionscharakter verloren geht.

Es liegt auf der Hand, die totale Ableitung nach der Zeit zu
bilden. Mitw = ds / dt gilt:

D=dD/dt=D".w+D=D(t). (4

Die beiden zeitlichen Ableitungen sind nur dann identisch,
wenn D’ . w verschwindet, also nur dann, wenn

1. w = Qist, d. h., der Punkt P keine Geschwindigkeit hat,

2. der Tensor D’ entartet ist und den Vektor w # O auf den
Vektor O abbildet.

Zu diesem Falle muB dber D’ noch folgendes gesagt wer-
den: Ist in einem Punkt mit dem Ortsvektor s der Wert des
Dralles D, dann ist er in einem benachbarten Punkt, mit
s + As gleich D + | X 4, wo [ der Impuls des mechani-
schen Systems ist. Foiglich ist

4D=1x4ds (%)
und
4D.w=(Ixds). w=(wxl).4s. (6)

Da aber in diesem Fall das Bewegungsgesetz des Punktes
P auf einer vorgeschriebenen Bahn festgelegt ist, hangt w
nur von der Zeit ab, und / ist sowieso von s unabhangig.
Darum erhalten wir:

(D.w)'=D.w=wxl. (7)

Dieser Ausdruck verschwindet nur, wenn w parallel zu / ist.
Diese Bedingung ist z. B. fur den Schwerpunkt S immer er-
flllt. Das heiBt, daB die partielle Ableitung D und die totale
zeitliche Ableitung D beziglich des Schwerpunktes unter-
einander gleich sind:

Ds=Ds. (8)

2 Massenpunktsystem

2.1 Ein Massenpunktsystem soll aus n Massenpunkten

bestehenmit(i=1,. . .n)

m; Massen,

ro=r(t) Ortsvektoren,

vy = vi(t) = ki(t) Geschwindigkeiten

a = a;(t) = v;(t) und Beschleunigungen.

Der Impuls dieses Systems ist bekannterweise

I=Yh=Ymy =1, ©)

und der Drall desselben, bezogen auf einen beliebigen fe-
sten Punkt A des Raumes mit dem Ortsvektor s kann in die
Form gebracht werden.

D=3 (n—-s) Xl =) (n—s) x mv, = D(st)
(10)

Hier soll der Impulsvektor /; als ein zum i-ten Massenpunkt
wirkender Vektor betrachtet werden.

Die zeitlichen (partiellen) Ableitungen von (9) und (10)
sind:

I =3 ma , (11)
D=3 (n-s)xma; = D(s,t). (12)

Die Gleichung (12) bleibt auch dann guiltig, wenn fiir den
Drall ein im Raum beweglicher Bezugspunkt Pmits = s(t)
gewdhlt wird. (Die Differentiation von D erstreckt sich dabei
nicht auf r,— s, weil nach der obigen Definition der partiel-
len Ableitung s = O ist und auBerdem x r, = O ist).
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2.2 Im Sinne des 2. Newtonschen Satzesistm;a,= F, wo
F; die Summe der am i-ten Massenpunkt angreifenden
Krafte ist. Damit kdnnen wir die Gleichungen (11) und (12)
in folgender Form schreiben:

I =YF =F@® (13)
D=Y(n-s) x F = M(st) . (14)

Diese Ergebnisse (die wir — mit Riicksicht auf die in der Me-
chanik allgemein tblichen Methoden, mit derer Hilfe die bei
den Massenpunktsystemen erzielten Ergebnisse auf Kon-
tinua Ubertragbar sind — aligemeiner formulieren durfen)
unterscheiden sich teilweise von den aligemein blichen.
Die Deutung der Gleichungen (13) und (14) enthalt nam-
lich eine schéne und vollstidndige Symmetrie:

Die zeitliche (partielle) Ableitung

— des Impulses ist gleich der Summe der am mechani-
schen System wirkenden Krifte,

— des Impulsmomentenfeldes ist gleich dem Momenten-
feld der am mechanischen System wirkenden Krifte.

Diese Satze sind allgemein gtiltig, ohne daB s irgendwel-
chen Bedingungen unterworfen ware. Die Funktion s = s (t)
kann in (14) ohne Begrenzung beriicksichtigt werden. (14)
ist eine allgemeine Form des Drallsatzes.

Nach (14) ist das folgende Vorgehen méglich: zuerst soll
das Drallfeld, und nachher dessen zeitliche (partielle) Ab-
leitung gebildet werden. (Siehe das Beispiel unten).

2.3 Es ist blich, fir i, die Bezeichnung ,,i-ter kinetischer
Vektor* zu gebrauchen. So kdnnen wir auch Gber ein (ge-
bundenes) kinetisches Vektorsystem sprechen. Aus den
obigen folgt auch der bekannte Satz, daB
das kinetische Vektorsystem und das Kraftesystem
mechanischen Systems einander gleichwertig sind.

(Diese Aussage kann nattirlich auch ohne den Begriff des
Dralles bewiesen werden.) Will man im Sinne dieses Sat-
zes vorgehen, dann muB zuerst die zeitliche Ableitung der
Impulsvektoren, dann derer Momentenfeld gebildet wer-
den.

Es sind beide Wege gangbar und gleichwertig.

3 Beispiel zur Anwendung des
Drallsatzes

Dieses Beispiel soll den Gedankengang darstellen, den
der Drallsatz verlangt. Zur Lésung der vorgestellten einfa-
chen Aufgabe gibt es bekannterweise auch andere Még-
lichkeiten.

Die Gelenkmittelpunkte A und B (Bild 1) der massebehaf-
teten Stange 2 von der Lange 1 = 2R kdnnen sich entlang
der x- bzw. y-Achse bewegen. Der Schwerpunkt S fallt
nicht in den geometrischen Mittelpunkt K. Die Entfernung
beider Punkte voneinander ist Ro. Die Masse ist m, das
Haupttragheitsmoment — gerechnet zu der, durch den
Schwerpunkt senkrecht zur Bildebene gelegten Haupt-
tragheitsachse - sei J.
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Bild 1

In Anbetracht der Aufgabe kdnnen die Massen der transla-
torisch bewegten Kérper 1 und 3 in den Punkten A und B
konzentriert und als Massen der Stange angesehen wer-
den, deren Wirkung in den GréBen m und J schon berlick-
sichtigt wurde.

Die Schwerkraft und alle Widerstande werden gegeniiber
der Kraft F vernachléssigt.

Die dem Drallsatz entsprechende Gleichung wollen wir auf
den Punkt P als Momentanpol mit der Polgeschwindigkeit
w = ¢ k X rop beziehen, wo k der Einheitsvektor der z-
Achse ist. w ist offensichtlich nicht parallel zur Schwer-
punktgeschwindigkeit v.

Der Drall ist:

Dp = Ds + mv x (R-Ro) (15)
mit

Ds = Jgk. (16)

Im Sinne des oben gesagten ist Q, = é,, unddarf (R - R;),
als Arm des Impulsvektors der partiellen Differentiation
nicht unterworfen werden. So erhalten wir die Bewegungs-
gleichung:

Jok+myx(R—-Ro) = FXrgp (17)

Wird ¢ zur verallgemeinerten Koordinate gew#hit und wer-
den alle verénderlichen GréBen in (17) durch ¢, ¢,¢ aus-
gedriickt, dann erhalten wir eine nichtlineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung fir g.

Achtet man darauf, daB (R — Ro) nicht differenziert wird,
dann kann man ¢ und seine Ableitungen schon im Aus-
druck von D,, in Gleichung (15) einfiihren.
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