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Zur mechanischen Analyse von Faltwerken mit FALT-FEM

H.Miiller, A.Hoffmann

Allgemeine Faltwerke mit ihren C1-Unstetigkeiten stellen betriichtliche Anforderungen an die mechanische Analyse. Grobe - aber plausible ~ In-
genieurapproximationen [1] kénnen heute durch feinere FEM-Approximationen erginzt werden. Seit Mitte der siebziger Jahre wurden an der
TU Dresden auf der Basis hybrider finiter Schnittkraftelemente Lésungen entwickelt, die sowohl gute Schnittkraftgenauigkeit mit relativ wenig
Knotenfreiheitsgraden erreichen als auch die kinematische Kompatibilitit in den Kanten und Ecken einfach sichern. Die Lésungen fiir den linca-
ren und nichtlinearen Bereich werden hier skizziert und an Beispielen demonstriert.

On the mechanical analysis of folded-plate structures with FALT-FEM

General folded-plate structures with their C1-discontinuities make considerable demands on the mechanical analysis. Nowadays, rough — but
plausible - engineering approximations [1] may be supplemented by finer FEM-approximations. Since the mid-1970s, at the Dresden Uni versity
of Technology on the basis of hybrid finite elements of internal forces there have been developed solutions by which a good accuracy of internal
forces with relatively few degrees of freedom of joints is achieved as well as the kinematic compatibility in the edges and corners in secured in a
simple way. The solutions for the linear and nonlinear ranges are outlined and demonstrated by examples.

1. Zur linearen Statik (FALT-FEM 1)

1.1. Allgemeine Form des hybriden Energiefunktio-
nals [2]

Bceim Minimalprinzip der Erginzungsenergie miissen die
im Funktional (3D-Form)

Faltwerke werden im konstruktiven Ingenieurbau breit
eingesetzt. Einige Konstruktionsbeispiele sind in Bild 1 an-
gegeben.

M=, [we(e)av-, [prsdo 1)

w.(0): ErgErginzungsenergiedichte

0,: Randbereich mit vorgeschriebenen Verschiebun-
gen’v

p: (Stiitz-)Spannungskomponenten im Bereich O,

enthaltenen (unbekannten inneren) Spannungen ¢ und
(unbekannten) ,,Stiitz“Spannungen p die Gleichgewichts-
bedingungen — im Inneren und am Rand - und das elasti-
sche Stoffgesetz mit zugehdrigen Verzerrungen streng er-
filllen. Bei Verzicht auf die strenge Erfiillung der Gleichge-
wichtsbedingungen am Rand erhilt man aus (1) mittels der
Lagrange-Faktor-Technik ein Funktional hybrider Form
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IT,, enthélt nun auch die (unbekannten) Randverschiebun-
gen v. Das Gleichgewicht am Rand wird nun nur noch im
gewichteten integralen Mittel erfiillt, Gewichtsfunktionen
sind die v. Bei Unterteilung des Kontinuums in n finite Ele-
mente nimmt (2) die Form an

M= 3{ Swta)av— . [ #T5d0+ [ -5)Tvdo)
e=] I3
€)

Bild1

Beispiele fiir aligemeine Faltwerke

a) aufgestianderter Schiittgutbehilter

b) nichtprismatisches Dachfaltwerk mit Versteifungsstaben in den
Endbereichen und Verankerung (nur angedeutet)

¢) Treppenlauf; Ansicht, Schubkrifte in Lauf und Podest (Prinzip)
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r,e: Rand des Elementes e

Beim Ubergang vom 3D- zum 2D-Kirchhoff-Love-Konti-
nuum (Platte, Scheibe) sind nach Integration iiber die Ele-
mentdicke die v"die Verschiebungen - einschlieBlich der zu
Kirchhoff gehorigen Rotationen — in den Elementrandli-
nien, p” die dementsprechenden Krifte. Zur Beriicksichti-



Referenz -
Schicht ¢

Bild 2
Geschichtetes Element; Modellbildung

gung physikalischer Nichtlinearititen durch zweiaxiale
Stoffgesetze im Spannungsraum wird das ebene Flachen-
element iiber die Dicke in Schichten unterteilt (Bild 2), und
—im Rahmen einer inkrementell-iterativen Analyse —gilt in
jeder Schicht m jeweils ein linearisiertes Stoffgesetz

" =D"(e"—-¢fF) - =D"el -6 4)

£,&y: Gesamt-; Anfangsverzerrungen
or:  Korrekturspannungen

(3) geht dann iiber in [3], [4]

m=2[Z{ W eaav+ Jor egav}- ©

e=] m=0

—Oc,ejp"er v do +0P/(”"_.ify¢)1' v dO]

mit
We (0u) = V2077 - &%)

1.2. Schnittkraft-Deformations-Abhdiingigkeit  des
geschichteten Flichenelementes

Die kinematische (Kirchhoff-)Hypothese liefert die Ver-
schiebungen der Schicht m in Abhéngigkeit von den Ver-
schiebungen der Referenzschicht 0 zu

Vi=w+eh(rm+2") L em=¢l
Vi=w—gl(r+2z") ¢ =¢) (6)
g , 97 = ¢}

Vi =g

Die Gesamtverzerrungen der Schicht m folgen daraus
durch partielle Differentation

e ={ef, &5, e} = Gy (7)
mit
0= {c” k}
1 m+2z™
GT= 1 ™+ z"
1 m+z"

Dabei sind &’ die Gesamtverzerrungen der Referenzschicht
0 und k die Gesamtkriimmungen

&= {52’ &, 53y}» k= {kn ky, kXy} (8)

Analog zu (7) gilt fiir die Anfangsverzerrungen der Schicht m
% =GT9’, 90= {2, ko} )
mit den Anfangsverzerrungen & der Referenzschicht und den

Anfangskriimmungen k.
Aus den Spannungen der Schicht m

"= {o’}', o, 0’,',',} , 0% = {0';',/( , Ok, OTy.k} (10)

folgen unter Beachtung von (4) und Integration iiber die
Schichtdicken A™ die Schnittkraftanteile s™ der Schicht m zu

s ={n", m"} = (C")'G" (p - go) + 5% a1
mit
n" = {n’,’,‘, nYy, n’;'y} ,m" = {m’;', my, m';'y}

(Crn)—l - (hm!"Dm
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sk = s Ve,

_.',"/2

- ) 6% (Z™) 2" dz"
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Die resultierenden Schnittkrifte s folgen aus den Schich-
tenanteilen

s
s={nm} = (@G s (12)
m=0
Einsetzen von (11) liefert die Deformations-Schnittkraft-
Abhiangigkeit

p=As+o)— o (13)
mit

A-I = Z:(GM)T(CM)—I (Gm) -
m=0

s [wmDm "h™D"

= F
meo | mempm o) e

o=As ,5= Y (G") st
m=0

1.3. Diskretisierung des hybriden Energiefunktionals
und Stationarititsbedingungen

Der ,,Schichten“-Term von (5) hangt nach Einfithrung der
Ergebnisse von Abschnitt 1.2. ab von s, gy und ¢,. In den
Schnittkraftanséitzen
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miissen die Ansatzfunktionen P, §;, P, g, die homogenen
Scheiben- bzw. Platten-Gleichgewichtsbedingungen streng
erfiillen; B, ,, P, B, sind Partikulirlésungen der inhomo-
genen Gleichungen. Nach Einsetzen der x, y-Koordinaten
der Elementriander konnen mittels (14) die Elementrand-
schnittkrifte ebenfalls in Abhéngigkeit von den Freiwerten
B und den Lastanteilen f entwickelt werden.

P =Rp+Pp (15)

Lings der. Elementrinder sind Randlasten p*° und in den
Verbindungsknoten der Elemente Krifte S, zugelassen.
Zusitzlich sind iiber die Vektoren Q, @ (21), (22) die zur
Kirchhoff-Theorie gehorigen Eckkrifte zu beriicksichtigen.

Die Elementrandverschiebungen werden mittels Interpo-
lationsfunktionen in L in Abhingigkeit von den Verschie-
bungen ¢° der Elementknoten diskretisiert. Vorgeschriebe-
nen Knotenverschiebungen § werden beim Aufstellen des
Gleichungssystems fiir die entsprechenden ¢° eingefiihrt.

vV=Lg¢ (16)

Das Energiefunktional (5) geht damit in die diskretisierte
Form iiber

my = Z?[% BTHp+FHE+P h(po— ) + X~

e=1

-FTq+ 0l q] an
mit den Unbekannten 8 und ¢°, den Abkiirzungen
H=/ PTAPdA° (18)
fi= [P ABaa (19)
b= JPraar (20)
T=,, JRTLdO + :_’ o7 (1)
T-,./RLdo+ o 22)
Q=-F"T+ . [SiLdO +5] 23)
sowie
X = Funktion von B, @, ¢« (24)

Die Schnittkraftfreiwerte g sind elementlokal und ohne
Kopplung zwischen den Elementen. Dagegen sind die ele-
mentlokalen Knotenfreiheitsgrade ¢° und die globalen
Knotenfreiheitsgrade ¢ miteinander gekoppelt.

¢=Ix—*ﬂu={f‘(ﬂ,q‘(q))={ﬂz (25)

I enthilt die geometrischen Transformationsbeziehungen
zwischen elementlokalem und globalem Koordinatensy-
stem. In der Stationarititsforderung
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I A 3T,
8, =X (op7 ——L +6q7 b ) =3 (5T L 4+
h e(ﬂ Y] q aq) e(ﬂ Y,
aITs
+8¢T =2 ) =0 26
q aq') (26)

diirfen alle f und g¢; nicht aber die ¢° unabhingig variiert
werden, 8¢°7 = 84" I”. Mittels

%=Hﬂ+ﬁk+h(¢o—m)—w=o @)

kann g in Abhéngigkeit von ¢° eliminiert und eingesetzt
werden in den verbleibenden Teil von (26)
n n

8= 3 {8¢T [~ T8+ Qo] } = S6¢F =0 (28)

e=] e=1]
Jeder Summand von (28) beschreibt die virtuelle Arbeit der
Elementknotenkrifte F* des Elementes e bei der virtuellen
Elementknotenverschiebungen 8¢°7, die zur unabhiingigen
Variation von 8¢ gehoren.

arr;
3¢

=F=k¢-R-R; (29)

mit der Elementsteifigkeitsmatrix

k*=THIT (30)
und den Belastungsanteilen

R =TH'HE+ Qy+ TTH 'hg, (31)
R;=-T'H 'hg, (32)

Aus (29) bis (32) erhilt man unter Beachtung der Transfor-
mation zwischen elementlokalen und globalen Koordina-
ten das Gleichgewichtssystem fiir den Gesamtverschie-
bungsvektor ¢

Kg—R-R,=0 (33)

1.4. Detaillierung der Ansatzfunktionen

Fiir die Schnittkréfte werden vollstéandige quadratische An-
sétze verwendet
I xy & xy Y0000 0 0
P=(000 y> 0 01xyx*xy 0 (34)
0-y0 -2xy £y 000-x0 -1 I

o= [p185... 2] (35)
(1xy & xyy’0000 0 000000

P,=10000 0 0lxyXxy yy 00000 (36)
000-xy 0 00000 0 -xyl xyry

gr= [B165... B%) (37

_ -x 0 _ Dx

=10 -y A= (38)
00 Dy



_ -
P,=|-y

3

=X
2)’

B,= [p] (39)

Mit den Ansatzfunktionen P,, i"p der Partikularlosung kon-
nen konstante Flachenlasten erfaSt werden. Mit den 17
Freiwerten des Plattenansatzes werden nicht nur die Plat-
tengleichgewichtsbedingungen streng erfiillt sondern auch
die v,-Differentialgleichung der einschichtigen Platte bei
beliebigem E und v.

Die Elementrandschnittkrifte p”* werden iiber die Schnitt-
kraftansitze entwickelt. Fiir jeden Elementrand wird ein
lokales Randkoordinatensystem definiert (Bild 3). Die
Randschnittkraftdefinition bzgl. der Randkoordinaten ist
Bild 4 zu entnehmen.
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Allgemeines Viereck; Geometrie
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Bild 4
Allgemeines Viereck ; Randschnittkrifte
a) Platte b) Scheibe

Die Torsionsmomente werden als Kirchhoffsche Ersatz-
querkrifte zur Querkraft des Randes r addiert.

. omy, 40
q r—qr+ ‘a—x‘r“ ( )

Speziell fiir das allgemeine Viereckelement gilt

(Pe)T = [miin?? — nl — nP nd 1}t — nll - )] (41)

(p;,e)T_: [_ q*IZ - m;Z - q*IJ m;Jq:Zni _ m:‘?,lq*ﬂ m;4] (42)

Nach Transformation der Schnittkraftansitze (14) in das
jeweilige lokale Randkoordinatensystem r

ny sin’a’ cos’a’ - 2sina’ cosa’ n,
= n,

. . . y

ny —sina’cosa’ sina’cosa’  cos’a’ — sin*a’ ny,

“(43)

m}| [sin’a” cos’a’ —sina’cosa” || m,
3 m

: . . y

mi,| |%sina’cosa’ Fsina’cosa’ +sin’a’ Fcos’a’ | | my,

(44)

[ q,] =[i- sina” ¥ cosa’] [ Z‘] (45)
y

(Die oberen Vorzeichen in (44), (45) gelten fiir die Réander
12, 34, die unteren fiir die Rander 13, 24)

und Einsetzen der jeweiligen Randgleichungen in den An-
sitzen fiir P, und P; lassen sich die Inhalte R, und R, be-
stimmen. Durch Einsetzen der Eckkoordinaten in my,wer-
den die Eckkrifte Q (21) ermittelt.

Die gewihlten Ansitze fir die Randverschiebungen ge-
wihrleisten die Verschiebungs- und Verdrehungskompati-
bilitat auch an den Faltwerkskanten. Im lokalen Randkoor-
dinatensystem werden Verschiebungen senkrecht zum
Rand mit Hilfe kubischer Ansitze (Hermitesche Interpola-
tionspolynome) durch die Knotenverschiebungen approxi-
miert. Verschiebungen in Randrichtung bzw. Randverdre-
hungen werden linear interpoliert.

Bild 5

Allgemeines Viereck; Randverschiebungen
a) Platte

b) Scheibe

Speziell am Rand 12 des allgemeinen Viereckelementes

(Bild 5) gilt fiir die Scheibenanteile:
vi¥ = (1 = &p) (qf cosa'? + g5 sina®)

+ &15 (g5 cosa’ + g3 sina’?) (46)
vy’ = hi(&12) (— qi sina” + g5 cosa®) + hy (E12) g5

+ hs (£12) (— gisina® + g5 cosa®) + hy (E12) g

und fiir die Plattenanteile:

vil = hy (€12) 48 + hy (&12) (45 sina® — ¥ cosa’?)

+ h3 (E12)q% + hy (Ep) (g5 sina’® — g§ cosa’®)  (47)
@ = (1 — &) (g5 cosa® + g§ sina’?)

+ &2 (g% cosa’? + ¢f sina’?)

mit den Hermite-Polynomen

hi(§)=1-38+28 hy(§) =38 -28
h(§)=1(E-28+E) h(@®=1(-E+E)
E=

(48)

~i %
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Damit kann die Abhiéngigkeit der Randverschiebungen v,
und v, von den Knotenverschiebungen ¢ und g; iiber die
Matrizen L, und L, angeschrieben werden.

Fiir das allgemeine Viereckelement gilt

(V)T = P2 vy vE v ViV v v (49)
)" = E o v P Vi g v o (50)
(@)" =Iqtg}... gl D
(4:)" =197 4% ... qTa] (52)

] w1«
Maik

Ausfiihrlich sind die Matrizen L sowie R und R fiir Drei-
ecke in [5] fiir Rechtecke in [4] und fiir allgemeine Vierecke
in [6] beschrieben. Der Elementkatalog wird durch Ver-
schiebungs- Stabelemente fiir Stiibe mit kompaktem Quer-
schnitt ergénzt, exzentrische AnschluBbedingungen in den
Faltwerkkanten sind beachtet. Entwicklung und Einbau
hybrider Stabelemente sind in Bearbeitung.

1.5. Rechentechnische Umsetzung

In den 70er Jahren an der Anlage BESM 6 der TU Dresden
(mittels ALGOL 60) installiert, steht FALT-FEM 1 nun —
modular strukturiert und iiber FORTRAN 77 auf IBM-
kompatible Mikrorechner (MS-DOS) umgesetzt —zur Ver-
fiigung. Derzeitige Leistungsbegrenzung: 2000 Elemente,
2000 Knoten, 20 Lastfille, maximale Frontbreite von 600
Freiheitsgraden. Beispiele wurden in Verbindung mit wei-
tergehenden mechanischen Effekten in die folgenden Ab-
schnitte aufgenommen.

2. Zur linearen Kinetik (FALT-FEM 5) [7]

2.1. Funktionale, Ansatzfunktionen, Zeitdifferential-
gleichung

Im kinetischen Fall gelingt es wegen der dynamischen Mas-
senkrifte i.a. nicht mehr, die Gleichgewichtsbedingungen
a priori streng zu erfiillen. Mit Lagrange-Faktoren sind
diese daher dem Funktional (1) zuzufiigen; auBerdem ist
durch Zeitintegration zwischen zwei offenen Zeitpunkten
t; und ¢, das aus allen dazwischen liegenden differentialen
Zcitintervallen resultierende Funktional zu bilden.

Im 3D-Kontinuum erhilt man

n8h= ulz[{V[[wf»‘(a)"'(Go""iV"Qi’-)T'UdV_
_OJI,T‘?do-opj(p—p)Tde}dt (54)

G: die Differentialoperatormatrix der differentialen
Gleichgewichtsbedingungen
P.: Spaltenvektor gegebener Volumenlasten

Nach Elimination von 4 iiber die entsprechenden Stationa-
ritdtsbedingungen und Ubergang auf die FE-Form wird das
dem modifizierten Reissnerschen Variationsprinzip ent-
sprechende gemischt hybride Funktional
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n n
- =T 1l T _
th—”[ ;.1 {V[[Nc(6)+(Ga+p‘,) v+300 v dv

(55)
- [ )T vao- S - 74)Tv d0 } di

O:.f O;.E

Mit den unbekannten Funktionen o, v im Elementinneren
und p”*, v" auf den Elementrindern. (55) wurde wie folgt
weiter aufbereitet:

- Ubergang vom 3D-Kontinuum zum 2D-Kirchhoff-Love-
Kontinuum (mit der zugehorigen Integration iiber die
Elementdicke)

- Schnittkraftansitze, die die statischen Gleichgewichts-
bedingungen streng erfiillen (analog zur linearen Statik)

s=PB+Pp (56)

~ Wegfall des zweiten Termes in der ersten Zeile von
(55)

- keine Verschiebungsvorschreibungen ~ Wegfall des
ersten Termes der zweiten Zeile von (55) - Einfiihrung
tatséchlich vorgeschriebener Knotenverschiebungen erst
beim Aufstellen des Gleichungssystems der Knotenver-
schiebungen

- Interpolation der Verschiebungen v im Element und v
auf den Elementrandern in Abhingigkeit vom Element-
knotenverschiebungsvektor ¢ (an jedem Knoten 6 Frei-
heitsgrade)

v=Ng,vV=Lg (57

Nach Einfiihrung der Schnittkraft- und Verschiebungsan-
sdtze des 2D-Kontinuums lautet das Funktional

t, n _
M= I[EI [LTHp+fTHE+ g my ~

(58)
~FTq+Qiq]dt=TTg (B, ¢ &)

Gegeniiber 17, der Statik ist hinzugekommen der Term der
kinetischen Energie mit den Knotengeschwindigkeiten §° -
bei Vernachlassigung der (lokalen) Rotationstriigheiten —
m=A¢[NTQNdA (59)
§2: Masse je Flacheneinheit

Die 8, ﬁ, ¢, { sind nun Funktionen der Zeit. Analog zur
Statik kénnen die g aus den Stationarititsforderungen

8 Iy

=0 60
5 ®
elementweise eliminiert werden. IT,, geht damit iiber in

L
My= [T [-1¢Tkg+14Tmy + Qb qjar  (61)
t e

=]

und nach Ausfiihrung der Elementsummation

3
i o T 1, Taas o AT
ngh_“[ 1q'kq+14™M g+ Qf g dr (62)



mit nun q als Gesamtknot.enverschiebungsvektor, M als
Gesamtmassenmatrix und Q, als Gesamtlastvektor. Die zu
den Stationaritdtsbedingungen von IT,, gemiB (62) geho-
rige Eulersche Differentialgleichung lautet

Mj+kg=Qp (63)

Viskose Systemdampfungskrifte D 4 konnen auf der linken
Gleichungsseite unter Verwendung der Bequemlichkeits-
hypothese

D=o,M+ ;K (64)

erfalt werden.

In den unten folgenden Beispielen wurden fiir die Schnitt-
kréfte und Elementrandverschiebungen die gleichen An-
sitze

wie in der Statik (Abschnitt 1.4.) verwendet. Fiir das
Rechteckelement wurden Ansétze fiir die Platten- und
Scheibenverschiebungen wie folgt zugefiigt:

vo(§,6,0) = (&) hi(8) af + ha(8) (1-8) g7 — ha(§) (1-8) g5
+hy(8) h3(8) g7 + ha(8) (1—E) 5 = hy(E) £ g (65)
+ h3(&) hi(%) g7 + ha(8) g8 — h(§) (1-8) g5
+h3(E) h3(8) g0 + ho(8) Eqil — ha(&) E 917 =Ny g,

v(E,5,0) = hi(8) (1-8) qf — ha(T) (1-8) g3 + hs(E) (1-&) 4§
—hy() (1-8) g3 + hi(5) Eq7 — hy(5) Eq3  (66)
+hy(8) Eqis —he(E) € 415

V(&80 = hi(&) (1-8) g3 + ha(&) (1-8) g5 + (&) £ q3
+hy(8) £qd + h3(&) (I-8) g + hy(&) (1-8) g5 (67)
+hy(&) Cqif +he(B) Eqis

Stobelement

2.2. Eigenschwingungen

Mit dem Ansatz fiir die Knotenverschiebungen

q(1) = gsin (0t + @) (68)
folgt aus (63) das lineare algebraische Eigenwertproblem
K-wfM)g=0 (69)

Zur Losung wurde u. a. die simultane Gradienten-Iteration
des Programmsystems SIMGRA [8] eingesetzt. Fiir ein
Modell-,,Dachfaltwerk* Bild 6 wurden in Bild 7 und Bild 8
die ersten beiden Eigenkreisfrequenzen und auch — etwas
vereinfacht — Eigenformen fiir das unausgesteifte und fiir
das in den ,,Endquerschnitten mit je einem Stab 1160 aus-
gesteifte System gegeniibergestellt. Netzverfeinerungen

Bild 6

Dachfaltwerk ; Geometrie, Lagerung, Vernetzung
E = 3.47 10" kN/m?, ¢ = 2.4 Mg/m®,
r=0.2,h=0.1m, Bk 35

Bild 7

Dachfaltwerk; nicht ausgesteift,
die ersten beiden Eigenkreisfre-
quenzen und Eigenformen

Bild 8

Dachfaltwerk; in den ,,Endquer-
schnitten* ausgesteift, die ersten
beiden  Eigenkreisfrequenzen
und Eigenformen
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brachten keine wesentlichen Ergebnisverinderungen
mehr. Auf den Eigenschwingungen aufbauend, enthilt das
Programm auch die Systemanalyse unter seismischer Ein-
wirkung nach der linearen Antwortspektrenmethode mit
SRSS-Uberlagerung.

2.3. Instationdre Schwingungen — implizite Zeitschritt-
integration

Mit ¢ = u und (63) wird fiir einen Zeitschritt von ¢ nach
t+ At

t+ At

q+A)=q(1)+ [ u(r)dr £70)

t+ At t+ Ar

Mu(t+A)=u() - K [q(r)dt+ /é,,(r)dr (71)

Bei Verwendung der Zeitinterpolationen von [9] — Her-
mitepolynome 3. Ordrlung fir g(r) und Lagrange-Poly-
nome 2. Ordnung fiir Qp (7) — bekommt man die Knoten-
groBen am Ende des Zeitschrittes mit x = {q, 4;} aus

vy (mm)
6.041
pF(t) /maxp.
7 mox p§=2,0kNIm2 \ Knoten (35)
10
5.0004
a4z 00i5_, Knoten (20)
-0.1 001002003 0.05
4.000
3.000
2.0001
Knoten (16)
1.000 %
0‘)
0.01 002 003 004 005 006 007 0.08 009 0.10 tls)
Bild 9

Dachfaltwerk; Zeitfunktion der Verschiebung v in ausgewihl-
ten Knoten, Last-Zeit-Funktion

Bild 10
Dachfaltwerk ; Schwingform zum Zeitpunkt t = 0.055 s
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Ax(t+ At)=Bx(t) + F (72)
mit

A, B = Funktion von 1!], K, ét .
F = Funktion von Q(t), Qo(t + $At), Qo(t + At), At

Der Abschneidefehler dieser unbedingt stabilen Zeitschrit-
tintegration von [9] hat die giinstige Gré8enordnung von
AP. Das Dachfaltwerk von Bild 6 wurde bei gleicher Ver-
netzung unter einer kurzzeitigen von ,links* wirkenden,
gleichférmig verteilten Flachenlast untersucht. Die Last-
zeitfunktion und die Verschiebungen einiger Knoten sind
im Bild 9 aufgetragen. Erkennbar ist die spitere aber stiir-

Bild11

Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; Geometrie, Ver-
netzung, E = 6.9 10’ kN/m?, ¢ = 2.62 Mg/m’, h = 0.025 m, » = 0.33,
P=20kN
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Bild 12
Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; Zeitabhingige
Knotenbelastung fiir die Knoten 3, 8, 13, 18, 23
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Bild 13
Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte ; Zeitfunktion der
Verschiebung v;7 im Mittelpunkt (Knoten 13)



kere Reaktion der Knoten im lastabseitigen Faltwerksbe-
reich gegeniiber dem Lastanliegenden. In Bild 10 wurde die
Schwingform zum Zeitpunkt ¢ = 0.055 s vereinfacht darge-
stellt. Die vorgebbare Zeitabhingigkeit der Belastung
kann auch zur Simulation der Ortsverinderlichkeit von La-
sten genutzt werden. Zur Nachrechnung des Beispiels einer
Platte mit schnell dariiberlaufender Last in der Linie
x7 = l/2 aus [10] wurde hier die Lasteintragung vereinfa-
chend durch entsprechend der Lastgeschwindigkeit von
157.3 mis zeitlich linear verinderliche Knotenlasten der
Knoten 3, 8, 13, 18, 23 simuliert, Bild 11 und Bild 12. Die
mit der Zeitschrittweite At = 0.34 ms erhaltene Zeitfunk-
tion der Mittenverschiebung ist in Bild 13 der in [10] ange-
gebenen gegeniibergestellt.

3. Zur physikalisch nichtlinearen Statik
und zur Erfassung viskosen Stoffverhal-
tens

3.1. Inkrementale Form des Variationsprinzips
Betrachtet man zunichst eine differentiale Belastungsin-

derung, so kann (5) mit Ersetzung aller WirkungsgréBen
durchihre differentialen Anderungen angewendet werden.

Das Tragwerk geht von einem Grundzustand G in einen
differential nahen Nachbarzustand N iiber. Das Funktional
IT;, y des Nachbarzustandes wird aus dem des Grundzustan-
des entwickelt [11]

H,,,N=H,,,c+dn,,+}’7 dzﬂ,, (73)

Im Grundzustand waren alle zur Stationaritit von /7, gehé-
rigen Bedingungen befriedigt, d.h. d/T, = 0.

Die Anwendung der Stationarititsbedingung auf N ergibt

8 Myn=0=8(Ld* 1T, (74)

bzw.

SMyn=0=3 {);1 [ ,..gz { on [ SdomTderav+

+ . [(de™)Tdepdv } -, [ -
ve o,"
dvdo- ., [@dp*)Tdvdo ]} (75)
o,”
Mit den differentialen Anderungen df bzw. dg° der Ele-

mentschnittkraftfreiwerte bzw. -knotenverschiebungen er-
hélt man nun analog zu (26)

8M,y= L {6 (d)"[Hap-+ Fdp+ h(dp, — dp) -
-Tdg] } + (76)

b

+ );‘,I {8(dg)" [~Tdp + dQ, - L
(Zi)Tasy } =0

Der letzte Therm erfaBt diskrete elementweise gerade Be-
wehrungsstabe. Deren differentiale Lingenidnderungen

dvj; zwischen deren DurchstoBpunkten i,j durch die Ele-
mentrandflachen sind beschrieben durch

dvj=24-dg @

Die d S} sind die differentialen Stabkraftinderungen der
diskreten Bewehrungsstibe, analog zu (4) in einen lineare-
lastischen und einen Korrekturanteil zerlegt.

dsj= ds’fi— dsfi,x (78)
Das zu (33) analoge Gleichungssystem — nun fiir dg—lautet

Durch (79) werden die Knotengleichgewichtsbedingungen
und das Stoffgesetz fiir differentiale Belastungsinderungen
exakt erfiillt. Beim Ubergang zu inkrementalen (endli-
chen) Laststufen wird eine modifizierte Newton-Raphson-
Itcration eingeschaltet. Man erhilt fiir inkrementale Last-
stufen

KTAq-AR—ARK=0 (80)

K7: tangentiale Steifigkeitsmatrix am Inkrementanfang
K71, AR, ARy ergeben sich nach Transformation und Zu-
sammenfassung aller Elementbeitriige

b

ke=TTH!T+ ,-Zl (Z4) Tk} 2, (81)

AR =TTH'HAB+AQy+TTH ' hAg, (82)

infolge gleichformiger Fliachenlast, verinderlicher Rand-
last, Knotenlast, Anfangsverzerrungen (z. B. Temperatur)
und

b
AR;=-T H 'hAgx+ IE(Zﬁ,-)TASfi,K (83)
=1

Korrekturspannungen der Schichten oder Bewehrungs-
stibe aus nichtlinearem Stoffgesetz oder RiBbildung je-
weils am Ende eines Iterationsschrittes.

3.2. Stoffgesetze unter Kurzzeitbelastung und Beob-
achtungspunkte

Die Elementschichtung wird benutzt, um iiber die Werte in
den Schichtschwerpunkten den Spannungs- und Verzer-
rungszustand zu beurteilen und die physikalischen Nichtli-
nearitiiten zu erfassen, d. h. Stoffaussagen werden iiber die
jeweilige Elementschicht verschmiert. Aus der Vielzahl
der Beschreibungsméglichkeiten fiir wirklichkeitsnahe
Stoffgesetze wurden zunichst einige einfache umgesetzt.

Fiir Beton beriicksichtigt das zweiaxiale nichtlinear-elasti-
sche Stoffgesetz nach [12] spannungsabhingige Anisotro-
pie. Es gilt bis zum Erreichen der Bruchgrenzkurve. Im
Druck-Druck-Bereich verliert der Beton seine Tragfihig-
keit vollstindig durch Druckbruch. Im Druck-Zug- und
Zug-Zug-Bereich entstehen Risse, die senkrecht zur gréBe-
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ren Hauptzugspannung angesetzt sind. Im homogenen,
anisotropen RiBkontinuum einer Schicht sind Restriktio-
nen des Spannungszustandes — senkrecht zum RiB keine
Zugspannungen, Druckspannungen nur ibertragbar,
wenn RiB wieder geschlossen, abgeminderte Schubspan-
nungen parallel zum RiB in Abhéngigkeit von Reibung und
RiBverzahnung — zu beachten. Bis zu zwei verschiedene
RiBrichtungen sind in einer Schicht méglich, wobei der
zweite Rif jedoch erst dann entsteht, wenn der Differenz-
winkel zum ersten RiB groBer als 30 grd betrigt. Fiir ein—
axiale Bewehrung — verschmierte Bewehrungsschicht, dis-
krete Bewehrungsstibe — mit einaxialem Spannungszu-
stand und Stahlschichten mit ebenem Spannungszustand
sind linearelastisch-idealplastische Stoffgesetze umgesetzt.

Statt der heute iiblichen Erfassung der Noch-Mitwirkung
des Betons im Verbundbereich nach Erreichen der Beton-
zugfestigkeit durch gednderte Stoffgesetze von Stahl und/
oder Beton ist dies in der alten Programmversion (1982)
nur grob durch ideelle VergroBerung der Querschnittsfli-
che der Bewehrung maglich.

3.3. Viskoses Stoffverhalten
Uberschreiten die langzeitig wirkenden Druckspannungen

ca.40 % der Betondruckfestigkeit nicht, so kann das vis-
kose Betonverhalten mit einem zeitabhéngigen Stoffgesetz

beschrieben werden, welches die Langzeitspannungen li-

near enthdlt; ein additiver Aufbau der Dehnungsanteile
aus Kriechen, Schwinden, Belastung ist méglich. Unab-
héngig davon konnen Kurzzeitlasten zu jedem Beobach-
tungszeitpunkt ¢ eingetragen und hochgefahren werden.

Bild 14

Die Kriechverzerrungen werden linear proportional zu den
linearelastischen Anteilen der Langzeitverzerrungen ange-
setzt. Letztere folgen iiber die 28-Tage-Nachgiebigkeiten —
fiir den einaxialen Fall, vgl. [13], fiir den mehraxialen Fall,
vgl. [14]. Die differentialen Kriechverzerrungen zum Be-
obachtungszeitpunkt ¢ infolge differentialer Spannungsin-
derungenz.Z. v <t, die langzeitig bis t wirken, sind (im iso-
tropen Fall)

dex = o(t,r) D! da(t) = @(t,7) de, (7) (84)

D~!: Materialnachgiebigkeitsmatrix

d.h. auch im mehraxialen Fall kann mit der einaxialen
Kriechfunktion @(t,7) gearbeitet werden. Die Integralform
des Stoffgesetzes fiir den zweiaxialen Spannungszustand
bei beliebiger Spannungsgeschichte

f)=cal) = [ et @drm (0 +6 (1) (85)

T=Tp

enthélt neben der linearelastischen Verzerrung und der
Kriechverzerrung additiv Schwindverzerrungen und wenn
vorhanden physikalisch nichtlineare Verzerrungsanteile.
Unterteilt man die Kriechzeit ¢ so in n Kriechintervalle, daB
innerhalb eines Kriechintervalls der linearelastische Anteil
&. (1) zeitlich konstant gesetzt werden darf, erhilt man fiir
den Gesamtverzerrungszuwachs Aeg, im Kriechintervall
(von t,_; bis t,))

= 0.01%3 m
= 0.000503m

= 0.000335m

= 0.0113m
h? = n0: 0,000252m
h8 = h9= 0000785m

Stahlbetondachfaltwerk ; System, Belastung, Vernetzung, Schich-
tung, Beton Bk 35: Ry = 2.55 10" kN/m?, E,, = 3.47 10’ kN/m?,
v, = 0.2, Kriechen und Schwinden nach TGL 33403, normalerhir-
tet (18°C), k; = 1, k; = 1.4, k3 = 0.55, Stahl StA I: R, = 2.4 10°

kN/m?, E; = 2.1 10° kN/m?
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vimm]

Aey = Aben + Aty + Abpign (86)

A£k+s,n = 8el(tn—1) (p(tmtn—l)

+ §1 & (Ti-1) ((P(fmfi—ﬂ = (P(fmfi)) - (<P(’n-1,Ti—1)

—@(tn-1, Ti)) (87)
+& (tn) — & (tn—I)

Gegenwirtig sind Schwinddehnungen und Kriechfunktion
nach TGL 33403 implementiert. Die inkrementalen
Kriech- und Schwindverzerrungen Aéy,,, werden als An-
fangsverzerrungen Ag, erfait, s. (9), (27). Unabhingig
vom verwendeten Kurzzeitstoffgesetz bleibt gemiB (84) —
in den kriechfihigen Schichten — (D™)~! zur Ermittlung
der Kriechverzerrungsinkremente bzw. der dafiir benétig-
ten &, konstant fiir alle Kriechintervalle; bei nichtlinearem
Kurzzeitverhalten heiBt das

D" = D} (o = 0) (88)

Bei nichtlinearem Kurzzeitverhalten sind die schichten-
weise ermittelten Kriechverzerrungen nichtlinear iiber die
Elementhohe verteilt. In Anpassung an die Kirchhoff-Hy-
pothese wird —in Abhingigkeit von den nach (87) ermittel-
ten Kriechverzerrungen zweier geeignet ausgewihlter
Schichten des Elementes — eine (zeitlich verdnderliche)
Kriechdehnebene vereinbart.

Fiir nichtkriechende Schichten — Bewehrungsschichten —
sind bei der Ermittlung der Schichtenspannungen wegen
des starren Verbundes iber (4) eingetragene zusitzliche
Anfangsspannungen

Ac% = D} Ad (89)
anzusetzen, die diese Schichten bis zu der durch Ag,, be-

stimmten Kriechdehnebene mit verzerren.

Man crmittelt schlieBlich ein zu (79) analoges Gleichungs-
system zur Ermittlung von dg fiir die einzelnen Zeitschritte.
Im nichtlinearen Fall ist wegen der im Zeitinkrement bei-

5 (1
© L—__' vz (1)
1% |
2 vyls)
I
o /-4
vy (200
8
6
4 vgl4)
S
R r/,’--(
50 150 350 700 1000 1500 t(Tgel
Bild 15

Stahlbetondachfaltwerk; Zeitabhingigkeit ausgewihlter Ver-
schiebungskomponenten, p = 4.0 kN/m?, lineare Lastabtragung

Tabelle 1
Stahlbetondachfaltwerk; Zeitliche Verinderung ausgewihlter
Spannungskomponenten gy,

Spannungen im Schwerpunkt CN/mm2) (p=40kN/m2)
Zeitpunkt Kurzzeit-
t [Tagel verhalten| 50 150 350 700 1000 1500
28

Betonschicht 3

~3.032 |-2.556 |-2.2642 |-2.206 |-2.174 2.6 | 2117
Element 10
Betonschicht6

3.113 3.058 | 3.056 3.053 3.049 3.045 3.040
Element 10

Stahlschicht 7
-14.79 |-56.97 |-8197 | -86.83 | -89.64 |-91.04 | -92.43
Element 10

Stahlschicht10
15.27 11.79 9.591 | 9.450 | 10.17 10.95 | 11.81
Element 10

Betonschicht 3

=2,109 [-1,835 | -1655 | -1.613 |-1584 |-1.576 |-1,558
Element 12

Betonschicht 6
2,060 | 2.249 2,348 2349 2.291 2,232 | 2.156
Element 12

Stahlschicht 7
-10.29 | -47.74 | -70.69 | -75.53 | -78,14 | -79.50 | -80.85
Element 12
Stahlschicht10

9,993 0.9178 | -3,735 | 3,947 | -3.488 | -2,718 | -1.951
Element 12

behaltenen Steifigkeitsmatrix eine Gleichgewichtsiteration
notwendig, im linearen Fall entféllt die Iteration inncrhalb
der Zeitinkremente.

Das Dachfaltwerk (Bild 14) wird unter der Voraussetzung
linearer Lastabtragung beziiglich Kriechen und Schwin-
den untersucht. Als Dauerbelastung wirkt die Flichenlast
p=4.0kN/m.

Wic man aus den zu verschiedenen Beobachtungszeitpunk-
ten in Bild 15 aufgetragenen Verdnderungen ausgewihlter
Verschiebungskomponenten erkennt, handelt es sich um
cinen sogenannten primaren Kriecheffekt. Die groBen
Schnittkraftumlagerungen (Tabelle 1) resultieren beson-
ders aus dem SchwindeinfluB; in Wirklichkeit werden in-
folge des BetonreiB3ens (physikalisch nichtlineares Verhal-
ten) die ausgewiesenen hohen Betonzugspannungen und
zugchorigen hohen Bewehrungsspannungen abgebaut.

4. Zur geometrisch nichtlinearen Statik
(FALT-FEM 3)

4.1. Gewdhltes Vorgehen

Inkrementelle Formen gemischt-hybrider Variationsprin-
zipe zur Erfassung geometrischer Nichtlinearititen werden
sowohl fiir den Giiltigkeitsbereich sehr kleiner Verzerrun-
gen und kleiner bis méBig groBer Rotationen [15], [16] als
auch fiir groBe Verzerrungen und Rotationen [17] entwik-
kelt —allerdings nicht spezifisch aufbereitet fiir Faltwerke.

Fir FALT-FEM wurde - in Anlehnung an [18] bis [20] - zu-
néchst ein starker anschauungsorientiertes Naherungsvor-
gehen gewihlt [21].

69



Der Belastungs- und VerschiebungsprozeB wird analog
zum physikalisch nichtlinearen Bereich in aufeinanderfol-
genden Inkrementen abgearbeitet. Nach Abarbeitung
eines Inkrementes liegen der gesamte Verschiebungs- und
Spannungszustand aller bis dahin abgearbeiteten Bela-
stungsinrkemente vor, die bis dahin akkumulierten Ver-
schiebungen und auch die Rotationen kénnen global groB
sein jedoch mit elementlokaler Einschrinkung; (Theorie
III/I. bzw. IIL./I. Ordnung); die Verzerrungen miissen
klein gegen Eins sein.

Folgende Systemzustiande werden unterschieden:

- der Ausgangszustand A des unbelasteten Systems

- der bekannte Grundzustand G, der sich nach Abarbei-
tung einer Anzahl von Inkrementen — mit dann bekann-
ten (u. U. groBen) Verschiebungen und Verdrehungen -
eingestellt hat und

- der unbekannte Nachbarzustand N, der bei dem neuen
Lastinkrement mit kleinen Zusatzverschiebungen und
-verdrehungen auf den bekannten Grundzustand folgt.

Zur Beschreibung der Systemzustiinde werden kartesische
Koordinatensysteme verwendet, die mitgehend oder raum-
fest, knoten- oder elementorientiert sind. Verschiebungs-
und verdrehungsabhingige Transformationsbeziehungen
gestatten den Beschreibungsiibergang fiir die Krifte und
Verschiebungen bei Anderung der Koordinatensysteme.
Bezieht man die ElementwirkungsgréBen auf die Koordi-
natensysteme des Grundzustandes, dann kann man sich bei
ausreichend kleinen Elementen und bei Elementansatz-
funktionen, die Starrkérperverschiebungen und -verdre-
hungen verzerrungsfrei und damit spannungsfrei verarbei-
ten, innerhalb der Elementbeschreibung auf die Erfassung
der einfachsten geometrisch nichtlinearen Effekte be-
schrinken. Die Elementknotenverschiebungen g& - be-
schrieben in den Elementkoordinatensystemen — jedoch
hingen bei global groBen Verschiebungen und Verdrehun-
gen iiber die Transformation zwischen den Koordinatensy-
stemen des Ausgangs- und des Grundzustandes stets geo-
metrisch nichtlinear von den Systemverschiebungen ab.
Als Bezugssystem fiir die Systemgleichungen wird das
raumfeste Koordinatensystem des Ausgangszustandes ge-
wiihit. Die nichtlinearen Systemgleichungen werden mit-
tels des modifizierten Newton-Raphson-Verfahrens gelost.
Jeder (freie) Knoten hat sechs Freiheitsgrade. Wihrend die
drei Translationen Vektoreigenschaften aufweisen, die
Reihenfolge der Einzeltranslationen ist beliebig, gilt dies
fir die Rotationen nicht. Die Rotationen werden wertmi-
Big und richtungsméBig zu einer Drehung um eine Achse a
im Bezugssystem des Ausgangszustandes zusammengefaft
(Bild 16).

z
) - : . 9 .
¥ - JorhZarizeri [ 4//&; o
n,‘:—?‘-;a,‘:% ;uz'=:

Bild 16
Translation und Rotation des Knotens i
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mitgehende Nachbarzustand

Grundzustond
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Koor dinatensysteme

raumfeste

Ausgangszustand
A
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Bild 17
Systemzustande und Koordinatensysteme

Bild 17 veranschaulicht die gewihlten Systemzustinde und
Koordinatensysteme. Im Ausgangszustand stimmen globa-
les Bezugssystem und die Knotenkoordinatensysteme
iiberein, das Elementkoordinatensystem ist abhéngig von
der Reihenfolge der Zuordnung der Knoten zum Element.
In der bekannten Grundzustandslage ist das Element de-
formiert, die Knotenkoordinatensysteme sind mitgegan-
gen. In Abhiéngigkeit von den Verschiebungskomponenten
der Elementknoten wird eine mittlere Lage des mitgehen-
den Elementkoordinatensystems bestimmt. Die Ansitze
fiir die Verschiebungen im Element und auf den Element-
randern sowie fiir die Schnittkrifte gehen niherungsweise
von den x,y-Koordinaten des Elementgrundzustandes in
dieser mittleren Lage aus. Die Transformationsbeziehun-
gen des Ausgangszustandes entsprechen den in FALT-
FEM 1 und 2 zwischen globalen und lokalen GréBen ver-
wendeten, sie bleiben einmal ermittelt konstant. Demge-
geniiber sind die Transformationsbeziehungen zwischen
Grund- und Ausgangszustand stets zu aktualisieren [22].
Imperfektionen, als Auslenkungen und Verdrehungen der
Systemknoten gegeniiber ihrer Ausgangsgeometrie be-
schrieben, werden durch eine spezielle Anfangsbelegung
der Transformationsbeziehungen beriicksichtigt.

4.2. Systemgleichungen fiir Theorie 111./II. Ordnung

Nach Abarbeitung eines Inkrementes werden zunichst auf
Elementebene verallgemeinerte Elementknotenkrifte
(Gleichgewichtslasten) und die tangentiale Elementsteifig-
keitsmatrix ermittelt und nach einer Zusammenfassung al-
ler Elementanteile die Systemgleichungen zur Beschrei-
bung des Ubergangs vom Grundzustand zum Nachbarzu-
stand unter Wirkung eines weiteren Lastinkrementes auf-
gestellt.

Im Grundzustand stehen die vom Ausgangs- in den Grund-
zustand transformierten (T ,) duBeren Lasten (R) mit den
vom mitgehenden element- in das knotenorientierte Koor-
dinatensystem transformierten (T,;) eingeprégten inneren
Elementkriften F§ im Gleichgewicht

TacR =T, Fé=0 (%0)



Der Verschiebungszustand im Elementinneren 148t sich
iiber Ansatze N in Abhingigkeit von den Knotenverschie-
bungen bezogen auf das mitgehende Elementkoordinaten-
system des Grundzustandes angeben

ve (x,y) =N (x,y) ¢4 91)

Fiir den Verzerrungszustand und den Spannungszustand
des Elementes erhilt man

5= (Bi+3 B, (46) 45 = e + e, @)
o6=Des=D (Bi+3B,(45) 4 =oai+oc,  (93)
Die Elementverzerrungen enthalten lineare und quadrati-
sche Anteile beziiglich der Knotenverschiebungen ¢¢ (B,

und B, werden durch partielle Differentiation aus N ge-
wonnen). Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen

8@ Fs=, [ (5ec) ocav (04)
und
dec = (B + B, (46)) 8 4¢ (95)

ergibt sich fiir die Gleichgewichtslasten
Fé= ) (Bi+B,(q8) scav (96)

Beim Ubergang vom Grundzustand zum Nachbarzustand
unter differentialer Lastinderung dR bestimmt man den
Zuwachs der Gleichgewichtslasten als Funktion der diffe-
rentialen Verschiebungsinderung mittels der tangentialen
Elementsteifigkeitsmatrix

dFé _ l{’, _d e T
s =g (S BBy ecav) @)
Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix kf enthélt neben
dem materiellen - hier zunichst linearelastischen — Anteil
die geometrische Elementsteifigkeitsmatrix

. d
ki= o] gor (B, (a6) o6 av 98)

sowie linear und quadratisch von den Elementknotenver-
schiebungen ¢¢ abhingige Anteile. Die geometrische Ele-
mentsteifigkeitsmatrix erfaBt den Theorie I1. Ordnung-Ef-
fekt der bereits im Grundzustand vorhandenen Schnitt-
krifte o bei den aktuellen Verschiebungen. Die von den
Elementknotenverschiebungen abhingigen Anteile wer-
den nicht in die Elementsteifigkeitsmatrix aufgenommen,
statt dessen wird eine beim Ubergang vond R zu A R im In-
krement ohnehin notwendige Gleichgewichtsiteration an
den Knoten mit Beachtung des aktuellen Verschiebungszu-
wachses durchgefiihrt. Die Systemgleichungen ergeben
sich nach Transformation der Krifte und Verschiebungen
in den Ausgangszustand und Zusammenfassung aller Ele-
mentbeitrige. Man erhilt die nun niherungsweise [23]
iber mitgehende Koordinatensysteme und entsprechende
Transformationen iterativ zu 16senden linearisierten Sy-
stemgleichungen fir Theorie III./II. Ordnung. Dariiber

hinaus wird — dem gewéhlten Konzept entsprechend - fiir
die materielle Steifigkeitsmatrix die hybride Form von
FALT-FEM 1 verwendet.

R+ AR — TGA Fc - TGA Tel (K;: + K;) Tle TAG IAAq =0
L

Kr

Behidlt man wihrend der Iteration im Inkrement den
Grundzustand bei, bleiben alle Transformationsbeziehun-
gen im Inkrement konstant, sie sind nur beim Ubergang
zum néchsten Inkrement zu aktualisieren. Die Inkremente
der Knotengleichgewichtskrifte fiir den v~ten Iterations-

schritt des r-ten Inkrementes A }’. sind wie folgt zu ermit-
teln Gr

¥ r=1 v v
Fg, =Tac (L TguAFg,) + AFg, =Fg, 1+ AFg,

i=1

(100)
v v=1 v~1 v—1
AFg, =T, (K +KE(q,) TiTac Aq, (101)
ve1 ¥z i
Ag,= ZIAA q, (102)

Die Beriicksichtigung von K; ist erforderlich, wenn man
Gleichgewichtsverzweigungen erkennen will. Sind letztere
ausschlieBbar, dann erhilt man trotz Verzicht auf K¢ eine —
elementlokal weiter abgeschwichte — Theorie II1./I1. Ord-
nung, wenn man in jedem Iterationsschritt die tatsichliche
Drehung der Elementknotenkrifte gegeniiber den Ele-
mentkoordinaten beriicksichtigt. Unterdriickt man auch
das, so erhilt man

R+AR—'TGAFG—TGATel(K,;)ThTA(;AAq=0 (103)

Allerdings muB dann eine besonders feine Elementteilung
gewihlt werden.

4.3. Die geometrische Elementsteifigkeitsmatrix

In der geometrischen Elementsteifigkeitsmatrix (98)
k= . [ 5o= (B, (48)7acav
ve) dg¢
d T
= B,(qé dzdA 104
Ae/dqé( q(‘lc)) z[o'G z ( )

wird z.Z. nidherungsweise nur der Scheibenspannungsan-
teil beriicksichtigt. Mit

z/agdz=n=P,ﬂs+l—’JZ, (105)
und

Ni(x.y) 0 qé
vo=N(x,y)gé= |Ni(x,y) 0 (106)

0 Nixy) 9%
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folgt
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I;= 1 (107)

iiber den Ansatz N¥ in Abhingigkeit von Plattenverschie-
bungs- und -verdrehungsinkrementen z.B. (50) konnen
Plattenbeuleffekte und iiber die Ansitze Nf und N3 in Ab-
héngigkeit von Scheibenverschiebungs- und -verdrehungs-
inkrementen z. B. (49) geometrisch nichtlineare Effekte in
der Ebene der finiten Elemente erfaBt werden. Platten-
und Scheibenanteil sind auch nach Integration von (107)
entkoppelt.

. ko0
k= 10 ke (108)

Die Ansitze fiir die Plattenverschiebungen v,,¢ und fiir die
Scheibenverschiebungen v, g, v, entsprechen beim
Rechteckelement denen von (65), (66), (67), hier aller-
dings bezogen auf den Grundzustand des Elementkoordi-
natensystems.

4.4. Linearisierte Stabilititsuntersuchung

Beim linearisierten Verzweigungsproblem eines perfekten
Tragwerkes wird das System zunichst unter der Belastung
R nach Theorie I. Ordnung untersucht. Bei einparametri-
ger Laststeigerung auf

Rk,‘zj.R (109)

sind dann mehrere Gleichgewichtslagen méglich, dic nicht-
verzweigte mit Knotenverschiebungen ¢ vom Ausgangszu-
stand zum (kritischen) Grundzustand und die verzweigte
Nachbarzustandsgleichgewichtslage(n). Im unverzweigten
(kritischen) Grundzustand lautet das Knotengleichgewicht
nach Theorie I. Ordnung

AR-K,q=0 (110)

in der verzweigten Gleichgewichtslage des Nachbarzustan-
des lautet das (linearisierte) Gleichgewicht bei Theorie II.
Ordnung unter dem gleichen Lastvektor R

AR-K,q—-(K,+K,)Aq=0 (111)
Aus (111)—(110) folgen die Gleichungen zur Bestimmung

der Zusatzverschiebungen Agq in die verzweigte Lage (ge-
geniiber q)

(Km+ K;) Ag=0 (112)

Nichttriviale Losungen folgen aus dem zugehérigen allge-
meinen algebraischen Eigenwertproblem

det (K, + 1K,) = 0 (113)
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_System Vernetzung_

Bild 18
Halbrahmen; System, Vernetzung, Riegel 130, Stiel 136 nach
TGL 0-1025

Zur Losung wurde — wie fiir die Eigenschwingungen — die
simultane Gradienteniteration (SIMGRA) eingesetzt.

Beide Endquerschnitte des als Faltwerk vernetzten Halb-
rahmens (Bild 18) [24] sind voll eingespannt und unver-
schieblich gelagert. In der Rahmenecke wurden zur Ver-
cinfachung die Profile lediglich grob vernetzt.

Die Ergebnisse (Tabelle 2) der Faltwerklosung I erhilt man
bei alleiniger Beriicksichtigung von Plattenbeulerscheinun-
gen in K,, wahrend fiir die Faltwerklosung 1T die geome-
trisch nichtlinearen Scheibeneffekte in den Ebenen der fi-

Tabelle 2

Halbrahmen; Verzweigungslasten Py; (grafische Darstellung
s. Bild 20)

Verzweigungslast P,; in kN

Stegdicken - geometrische Steifigkeitsmatrix mit Anteilen von
verhaltnis
Platte Platte und Scheibe Stab- -
s tragwerk
dsa Faltwerkldsung I Faltwerklosung I
1.0 1320 623 EF1 602
0.67 777 587 599
0.58 - 542 =
0.5 416 EF 2 416 EF2 598

Bild 19

Halbrahmen; Eigenformen
a) Eigenform 1

b) Eigenform 2
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Bild 20
Halbrahmen; Abhangigkeit der Verzweigungslast von der Steg-
dickendnderung

niten Flichenelemente mitgenommen werden. Dariiber
hinaus wurde ein in FALT-FEM eingebettetes Stabmodell
untersucht, dessen Ergebnisse denen einer Vergleichsrech-
nung mit STATRA 8 (P,; = 609 kN) gut entsprechen. Die
als Losung II ermittelte Verzweigungslast entspricht der
Vergleichslosung recht gut; die erhaltenen Eigenformen
sind identisch (Bild 19). Verringert man die Stegdicken der

Profile, so bleiben die Kipplosungen mit der Vorausset-
zung formtreuer Querschnitte (STATRA 8, Stabmodell
FALT-FEM) davon nahezu unbeeinfluBt, wihrend fiir die
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Bild 21
I-Tréger mit breitem Obergurt; System, Belastung,
E = 2.1 10°kN/m?, t, = 16.5 mm, t, = 16.5 mm, t, = 32.5 mm

Variante 1: Obergurt und Steg werden durch Faltwerkele-
mente, Untergurt wird durch Stabelemente modelliert.

Variante 2: Obergurt, Steg und Untergurt werden durch
Faltwerkelemente modelliert.

Die Lagerung der Endquerschnitte ist in Bild 21 darge-
stellt. Am Lager B wird lediglich der Steg am unteren

Tabelle 3
I-Trager mit breitem Obergurt; Verzweigungslasten Py;

Gesamtstabilitdt die lokalen Beulerscheinungen an Ge- Gerawibpurgaiash B i W8
wicht gewinnen (Bild 20). '

Modellierung FALT -FEM
Ermittelt werden Beulwerte fiir zwei statische Systeme i .
eines I-Profils nach [25] mit breitem Obergurt unter mittig Variante 1 2680  EF1 2033 EF2
auf dem Obergurt angreifender Linienlast (Bild 21). Jedes variante 2 2688 2045

System wird mit zwei Modellierungsvarianten untersucht: EF Eigenform (s. Bild22)

Beulwert k= 2,87
al b}

Beulwert k 2,16

Bild 22

I-Trager mit breitem Obergurt; Eigenformen
a) System 1 ’

b) System 2
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FEM-Knoten unverschieblich gehalten. Die Verzwei-
gungslasten (BESM 6) fiir beide Modellierungsvarianten
sind in Tabelle 3 angegeben und stimmen gut mit denin [25]
iiber eine FOURIER-Reihenlosung erzielten iiberein.
Vernetzung und Eigenformen sind Bild 22 zu entnehmen.

Die Losungen bei einer wesentlich feineren Vernetzung
(132 Elemente, 156 Knoten) unter Einsatz der 32-bit-Tech-
nik fithren zu keinen nennenswerten Verrinderungen der
Verzweigungslasten nach Tabelle 3. System 2 — im Mitten-
bereich Beulgefahrdung oben - ist relativ unempfindlich
gegeniiber Veridnderungen der Untergurtsteifigkeit, wih-
rend bei System 1 —im Mittenbereich Beulgefihrdung un-

ten — gerade damit Tragreserven erschlossen werden kén-
nen.

S. Gemeinsame Erfassung geometrischer
und physikalischer Nichtlinearititen
(FALT-FEM 4)

3.1. Linearisierte Systemgleichungen

Sind sowohl geometrische als auch physikalische Nichtli-
nearititen abzuarbe_iten, dann kann man die Elementkno-
tenkraftinkremente AF¢§ - bezogen auf das Elementkoor-
dinatensystem im Grundzustand —in der Form schreiben

AFE = (ks + kS)g Agé — AR¢ (114)

Die vielen Méglichkeiten der Iterationsfithrung im Inkre-
ment unterscheiden sich durch unterschiedliche Erfassung
der im Rahmen der Iteration auftretenden Verinderungen
in den Anteilen der rechten Seite von (114). Behilt man
entsprechend der modifizierten Newton-Raphson-Itera-
tion im Inkrement die tangentiale Gesamtsteifigkeitsma-
trix Ky vom Inkrementanfang bei, dann enthilt AR diein-
krementalen Verinderungen sowohl der physikalischen als
auch der geometrischen Nichtlinearititen.

Bei der Bildung der Knotengleichgewichtskriifte ;' G,r—im
Knotenkoordinatensystem des Grundzustandes — fiir den
v- ten Iterationsschritt wird AR aufgespalten in den physi-
kalisch nichtlinearen Anteil Alvh(,c und den geometrisch
nichtlinearen, der iiber die in der Iteration mitgehende geo-
metrische Steifigkeitsmatrix erfaBt wird.

14 v
FG,r = FG.!-I +A FG,r (115)

v v—1 v=1I Yl v=1
AFG, =T (Ky + Ki (9,)) T Tac A g — ARk (116)

y— v=1 :
AG/=Y AAg, 117)
i=1
v-1  »=1 i
A RK,G = AA RK,G (118)

i=1
Die linearisierten Systemgleichungen des v-ten Iterations-
schrittes fiir Theorie II1./II. Ordnung sind dann formal mit
(99) identisch.

Als Abbruchkriterium fiir die Iteration wird der Vergleich
der Euklidschen Norm der WirkungsgréBen vom »-ten und
vom ersten Iterationsschritt verwendet.
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Dabei werden bei rein geometrisch nichtlinearem Verhal-
ten Verschiebungsinkremente AAg, bei rein physikalisch
nichtlinearem Verhalten die Inkremente der Korrekturla-
sten AAR, genutzt. Bei gleichzeitiger Beriicksichtigung
beider Nichtlinearititen erfolgt der Iterationsabbruch,
wenn entweder AAqg oder AAR, die Bedingung (119) erfiil-
len, Restkrifte werden in das folgende Inkrement iiber-
nommen. Zur Erfassung des viskosen Stoffverhaltens tre-
ten an die Stelle der Lastinkremente die Zeitschritte.

- <e¢ (119)
Il aaw]|

Da die Newton-Raphson-Verfahren im Traglastbereich —
bei horizontaler Tangente der Last-Verschiebungs-Funk-
tion nicht konvergieren, driickt sich hier Systemversagen
durch Divergenz der Iteration im kritischen Lastinkrement
aus.

5.2. Beispiele

Untersucht wird das System nach Bild 14 (BESM 6).
Bild 23 zeigt die Last-Verschiebungs-Abhingigkeit. Die
RiBentwicklung beginnt im Element 10. Bis zum Entstehen
der ersten Risse haben die geometrischen Nichtlinearititen
praktisch keinen EinfluB auf die Losung. Erst mit dem Stei-
figkeitsverlust infolge der ersten Risse unterscheidet sich
die allein physikalisch nichtlineare Losung deutlich von der
geometrisch und physikalisch nichtlinearen. Auch das Rei-
Ben weiterer Elemente — Elemente 2 und 3 - tritt nun bei
Erfassen beider Nichtlinearitiiten, bei wesentlich kleineren
Lasten ein, als es die allein physikalisch nichtlineare Lo-
sung anzeigt. Analoges gilt fiir die Systemversagenslast des
Tragwerkes.

P CkN/m2]

Systemversagen physikalisch nichtlinear

vyl Vill;o//;ﬂ"f‘“ FliontnI der Btlwohrun?j
| |

9 ,‘ Sy sagen geometrisch{
H und physikalisch nichtlinear

I
|/ lieNen der
.’ l/-/ [Elgm«l'z !E‘_"_’“m_
(g réi
: 'J IIJ/ valel | valef |/ vsiz0
1Ry
/ l/fv'r‘:-mt""//
5 ; _,‘ } v
§
1

_//‘ _yy Beginn Rinentwickiung -

i sz Element 10

10 20 30 40 50 60 70 -vCmm]

Bild 23
Stahlbetondachfaltwerk ; geometrisch und/oder physikalisch nicht-
linear, Last-Verschiebungs-Abhingigkeiten
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Bild 24

Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; homogener
Werkstoff, System, Vernetzung, Schichtung, E = 6.9 107 kN/m?,
v =0.3, 0r = 6.21 10°kN/m?, p = k - 3.7247 kN/m?, t = 2.54 mm

g Systemversagen
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Bild 25
Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; geometrisch
und/oder physikalisch nichtlinear, Last-Verschiebungs-Abhéngig-
keiten

Fiir die aus rechentechnischen Griinden (BESM 6) grob
vernetzte allseitig gelenkig gelagerte Quadratplatte aus ho-
mogenem Werkstoff (Ausnutzung doppelter Symmetrie,
Bild 24) wurden Last-Verschiebungs-Kurven inkrementell-
iterativ berechnet (Bild 25). Sowohl fiir physikalisch als
auch fiir geometrisch und physikalisch nichtlineares Vorge-
hen ist die elastische Grenzlast zur Kennzeichnung der
Tragreserve zwischen Punktversagen und Systemversagen
eingetragen. "

Beim Systemversagen sind in den Elementen 1,2, 3,4, 5, 6,
7, 8, 9 sechs Schichten plastiziert (Durchplastizierung), in
den Elementen 3 und 7 vier. Wihrend bei alleiniger Be-
riicksichtigung der physikalischen Nichtlinearitit iberli-
neares Verhalten angezeigt wird, erhilt man bei Miterfas-
sung der geometrischen Nichtlinearititen infolge des da-
durch beriicksichtigten entlastenden Membranspannungs-
zustandes — zugehorig zur Ausbildung eines Druckringes
langs der Rander —zunehmende Versteifung der Platte und
damit unterlineares Verhalten — ganz im Gegensatz bei-
spielsweise zum Beispiel des Dachfaltwerkes, vgl. Bild 23.

Die beiden Beispiele von Bild 23 und Bild 25 verdeutlichen
die starke Systemabhingigkeit der physikalisch und geo-
metrisch nichtlinearen Effekte auf die Tragreserven zwi-
schen Punktversagen und Systemversagen.
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