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Zur mechanischen Analyse von Faltwerken mit FALT-FEM
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Allgemeine Faltwerke mit ihren C1-Unstetigkeiten stellen beträchtliche Anforderungen an die mechanische Analyse. Grobe — aberplausible — 1n-

genieurapproximationen [1] können heute durch feinere FEM-Approximationen ergänzt werden. Seit Mitte der siebziger Jahre wurden an der

TU Dresden aufder Basis hybriderflniter Schnittkraftelemente Lösungen entwickelt, die so wohlgute Schnittkraftgenauigkeil mi! relativ wenig

Knotenfreiheitsgraden erreichen als auch die kinematische Kompatibilität in den Kanten und Ecken einfach sichern. Die Lösungen für den linea-

ren und nichtlinearen Bereich werden hier skizziert und an Beispielen demonstriert.

0n the mechanical analysis offolded-plate structures with FALT—FEM

General folded-plate structures with their C1-discontinuities make considerable demands on the mechanical analysis. Nowadays, rough — but

plausible— engineering approximations [1] may be supplemented by finer FEM—approximations. Since the mid-19703, at the Dresden University

ofTechnology on the basis ofhybridfinite elements of internalforces there have been developed solutions by which a good accuracy of internal

forces with relatively few degrees offreedom ofjoints is achieved as well as the kinematic compatibility in the edges and corners in secured in a

simple way. The solutions for the linear and nonlinear ranges are outlined and demonstrated by examples.

Faltwerke werden im konstruktiven Ingenieurbau breit 1' zur hnearen Stank (FALT-FEM 1)

eingesetzt. Einige Konstruktionsbeispiele sind in Bild 1 an- 1.1. Allgemeine Form des hybriden Energiefunktio-

gegeben nals [2]

Beim Minimalprinzip der Ergänzungsenergie müssen die

im Funktional (3D-Form)

17c: Vfwc(a') dV —0v[prid0 (1)

wc (o) : ErgErgänzungsenergiedichte

0.,: Randbereich mitvorgeschriebenen Verschiebun-

gen V

p: (Stütz-)Spannungskomponenten im Bereich Ov

enthaltenen (unbekannten inneren) Spannungen a und

(unbekannten) „Stütz“Spannungen p die Gleichgewichts-

bedingungen — im Inneren und am Rand —— und das elasti-

sche Stoffgesetz mit zugehörigen Verzerrungen streng er-

füllen. Bei Verzicht auf die strenge Erfüllung der Gleich ge-

wichtsbedingungen am Rand erhält man aus (1) mittels der

Lagrange-Faktor-Technik ein Funktional hybrider Form

              

/ 1' j

3* *2 Uh:V/wcflrjdV—OP/prfidO—0Pf(p—fi)Tde (2)

Hh enthält nun auch die (unbekannten) Randverschiebun-

gen v. Das Gleichgewicht am Rand wird nun nur noch im

gewichteten integralen Mittel erfüllt, Gewichtsfunktionen

sind die v. Bei Unterteilung des Kontinuums in n finite Ele-

mente nimmt (2) die Form an

II

__ _ T - r, _ — , T17;. —§1{v,fwc(a)dv (Dy/(i v'd0+0;_‘[(p = H) v’dO}

(3)

Bild l r,e: Rand des Elementes e

Beispiele ff" allgemein? Faltwerke Beim Übergang vom 3D- zum 2D-Kirchhoff-Love-K0nti-
a) aufgeständerter Schüttgutbehälter

b) nichtprismatisches Dachfaltwerk mit Versteifungsstäben in den nuum {Plans schäme) smd_ nach Integr‘anon Fiber die Elc'

Endbereichen und Verankerung („ur angedeutet) mentdicke die v’dle Verschiebungen— einschließlich der zu

c) Treppenlauf; Ansicht, Schubkräfte in Lauf und Podest (Prinzip) Kirchhoff gehörigen Rotationen — in den Elementrandli-

- nien, p’ die dementsprechenden Kräfte. Zur Berücksichti-
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Referenz —

Schicht o

Bild 2

Geschichtetes Element; Modellbildung

gung physikalischer Nichtlinearitäten durch zweiaxiale

Stoffgesetze im Spannungsraum wird das ebene Flächen—

element über die Dicke in Schichten unterteilt (Bild 2), und

— im Rahmen einer inkrementell-iterativen Analyse—gilt in

jeder Schicht m jeweils ein linearisiertes Stoffgcsetz

a'"=D'"(s"'—s'5')-G’Z'=D'"STI—0'T (4)

e, so: Gesamt-; Anfangsverzerrungen

0k: Korrekturspannungen

(3) geht dann über in [3], [4]

m =i[z’{‚..fw':(a„)dV+v„ a"’:3dV}- (5)
e-l nun-0

’0:,¢/p"‘
r F’dO +op/(""_i

f‚€)1‘ vr

mit

W (0:!) = 1/2 “TIT' 5'31

1.2. Schnittkraft-Deformations-Abhängigkeir des

geschichteten Flächenelementes

Die kinematische (Kirchhoff-)Hypothese liefert die Ver-

schiebungen der Schicht m in Abhängigkeit von den Ver-

schiebungen der Referenzschicht 0 zu

v';'=vg+(p'y’(r’"+z"') ‚(p'f=rpf

v';‘=v?—<pg(r’"+z"') ,(p’;=(p§' (6)

0 ,<p’§'=<p‘§v'ä'=v‚

Die Gesamtverzerrungen der Schicht m folgen daraus

durch partielle Differentation

s'" = {an ein cry} = 6w (7)

mit

q: = {so k}

1 rm + 2'“

GT = 1 rm + z"‘

1 r'n + zm

Dabei sind a” die Gesamtverzerrungen der Referenzschicht

0 und k die Gesamtkrümmungen

‘0 = {‘2’ ‘3’ 53y}, k = {kn kw kxy} (8)

Analog zu (7) gilt für die Anfangsverzerrungen derSchicht m

er = cw. m = {6%, kg} (9)

mit den Anfangsverzerrungen 83 der Referenzschicht und den

Anfangskrümmungen ko.

Aus den Spannungen der Schicht m

d" = {010102312 = {021,0% 0’3”) (10)

folgen unter Beachtung von (4) und Integration über die

Schichtdicken h"' die Schnittkraftanteile s" der Schicht m zu

‚In = {n"'‚ mm} = (cw-16w — m) + it (11)

mit

n'" = {#3, n7, #3,} ‚ m"' = {mit "13', m’i'y}

h"' D'"

(CM)—I = (hm23Dm

12

G"!

n ‘
3

-h'"/2

s2": ;./2[o’r(z“)dz"'

..;,'/2

.. a’"z”'z"'dz”'MIA)

Die resultierenden Schnittkräfte s folgen aus den Schich-

tenanteilen

S

s = {n‚ m} = 2(Gmfy" (12)

m = 0

Einsetzen von (11) liefert die Deformations-Schnittkraft-

Abhängigkeit

¢=A5+¢o“¢k (13)

mit

A-l = Z:(GWI)T(CM)-l =

m=0

s h"' D’" r’"h"'D’"

„‚ 3

m=o MIMI)“ h’"(r"')2D"‘ +1—2le D"'

m = ASk ‚ 5k = Z(Gm}TS'Z'

m = 0

1.3. Diskretisierung des hybriden Energiefunktionals

und Staticnaritdtsbedingungen

Der „Schichten“-Term von (5) hängt nach Einführung der

Ergebnisse von Abschnitt 1.2. ab von s, wo und m. In den

Schnittkraftansätzen
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müssen die Ansatzfunktionen P, ß, ‚ l’p ß, die homogenen

Scheiben- bzw. Platten-Gleichgewichtsbedingungen streng

erfüllen; E Ä. ‚ i5, 3,, sind Partikulärlösungen der inhomo—

genen Gleichungen. Nach Einsetzen der x, y-Koordinaten

der Elementränder können mittels (14) die Elementrand-

schnittkräfte ebenfalls in Abhängigkeit von den Freiwerten

ß und den Lastanteilen 1-? entwickelt werden.

p'"=Rß+l'573 (15)

Längs der, Elementränder sind Randlasten 17" und in den

Verbindungsknoten der Elemente Kräfte Sk zugelassen.

Zusätzlich sind über die Vektoren Q, Q (21), (22) die zur

Kirchhoff-Theorie gehörigen Eckkräfte zu berücksichtigen.

Die Elementrandverschiebungen werden mittels Interpo-

lationsfunktionen in L in Abhängigkeit von den Verschie—

bungen q‘ der Elementknoten diskretisiert. Vorgeschriebe-

nen Knotenverschiebungen (f werden beim Aufstellen des

Gleichungssystems für die entsprechenden q‘ eingeführt.

v’ = Lq‘ (16)

Das Energiefunktional (5) geht damit in die diskretisierte

Form über

m= 27% p’Hp+pTfifi+pTh(¢o—¢0 +X—
e - l

—ßTTq'+ QM] (17)

mit den Unbekanntenß und q', den Abkürzungen

H = [A PTAPdA' (18)

b- = —T - eH A,fP AP dA (19)

h = ”[1“ dA‘ (20)

__ r 3_ r
T—0;_‚[R “0+” Q (21)

‘ _ ‘r _3_ '1
T—O;‚[R Ld0+ “Q (22)

Qa = J"? + oufszL d0 + SI (23)
F

sowie

X = Funktion von [-3, '0, pk (24)

Die Schnittkraftfreiwerte ß sind elementlokal und ohne

Kopplung zwischen den Elementen. Dagegen sind die ele-

mentlokalen Knotenfreiheitsgrade q‘ und die globalen

Knotenfreiheitsgrade q miteinander gekoppelt.

f=I:—*Hn={f(ß‚q‘(q))={flz (25)

I enthält die geometrischen Transformationsbeziehungen

zwischen elementlokalem und globalem Koordinatensy-

stem. In der Stationaritätsforderung
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317;”, 7-317)”, 73177.

———+ö —— =25 —

aß q aq) ‚(ß aß
517,. = 2(50’ +

+5th aä—ZE)=0 (26)

dürfen alle ß und q; nicht aber die q‘ unabhängig variiert

werden, Öq‘T = öqTIT. Mittels

an: _
a—ß-Hß+üß+h(00-Wk)-T1f=0 (27)

kann ß in Abhängigkeit von q" eliminiert und eingesetzt

werden in den verbleibenden Teil von (26)

7| n

an. = z {5¢T[— TTp + 90]} = zaqflr = 0 (28)

e I 1 e - I

Jeder Summandvon (28) beschreibt die virtuelle Arbeit der

Elementknotenkräfte F‘ des Elementes e bei der virtuellen

Elementknotenverschiebungen öq”, die zur unabhängigen

Variation von Öq gehören.

an;

34'

 

=r=w ‘-—R‘——Ri (29)

mit der Elementsteifigkeitsmatrix

k‘ = TTH'1T (30)

und den Belastungsanteilen

R‘ = TTH—Ir‘rfi + Q0 + TTH—Ilupo (31)

R; = —TTH‘Ihm (32)

Aus (29) bis (32) erhält man unter Beachtung der Transfor-

mation zwischen elementlokalen und globalen Koordina-

ten das Gleichgewichtssystem für den Gesamtverschie-

bungsvektor q

Kq—R—n„=0 (33)

1.4. Detaillierung der Ansarzfunkrionen

Für die Schnittkräfte werden vollständige quadratische An- v

Sätze verwendet

Ixyxz xyy20000 00

P,=000y2 001xyfxy0 (34)

0-y0—2xy—gy2000-x0—gx21

nr= [1955?” 012] (35)

lxyxz xyy20000 0 0 00000

PP: 0000 001xyxzxyy200000 (36)

000-xy 0 00000 0 -xy1xyr’yz

pl= [0705... 077] (37)

_ -x 0 _ pJr

‚= 0 ->’ ßs= (38)

0 0 Py



_ a?

P„= y?
3

-x23'

71p= (39)

Mit den Ansatzfunktionen E, 1-5„ der Partikulärlösung kön-

nen konstante Flächenlasten erfaßt werden. Mit den 17

Freiwerten des Plattenansatzes werden nicht nur die Plat-

tengleichgewichtsbedingungen streng erfüllt sondern auch

die vz-Differentialgleichung der einschichtigen Platte bei

beliebigem E und v.

Die Elementrandschnittkräfte p’" werden über die Schnitt-

kraftansätze entwickelt. Für jeden Elementrand wird ein

lokales Randkoordinatensystem definiert (Bild 3). Die

Randschnittkraftdefinition bzgl. der Randkoordinaten ist

Bild 4 zu entnehmen.

 

Bild 3

Allgemeines Viereck; Geometrie

  

Bild 4

Allgemeines Viereck; Randschnittkräfte

a) Platte b) Scheibe

Die Torsionsmomente werden als Kirchhoffsche Ersatz-

querkräfte zur Querkraft des Randes r addiert.

* _ am}, 40

qr—qr+ ‘a-x‘r“ ( )

Speziell für das allgemeine Viereckelement gilt

3 3
(1);")7 = [I15 Hf -— ng — n}. Hi; It? — "I; — nj‘] (41)

(p;‚e)T= [_ qHZ _ "152 _ q*13m§3q:24 __ mi4q=r34

Nach Transformation der Schnittkraftansätze (14) in das

jeweilige lokale Randkoordinatensystem r

n; sinza’ cosza’ — 2sina' cosa’ n,

= n .
. . . J’

nfiy — sma’cosa’ sma’cosa’ cosza’ — smza’ n"

' <43)

m; sin’a’ cos’a’ — sina' cosa’ m,
= m

o - . . y

m}, i sma’cosa’ +sma’cosa’ j: sm’a’ 1 cosza’ m„

(44)

[q‚] =[i- sina' 7F cosa'] [3x] (45)

y

(Die oberen Vorzeichen in (44), (45) gelten für die Ränder

12, 34, die unteren für die Ränder 13, 24)

und Einsetzen der jeweiligen Randgleichungen in den An—

sätzen für P, und P; lassen sich die Inhalte R, und RI be—

stimmen. Durch Einsetzen der Eckkoordinaten in m;‚wer-

den die Eckkräfte Q (21) ermittelt.

Die gewählten Ansätze für die Randverschiebungen ge-

währleisten die Verschiebungs- und Verdrehungskompati-

bilität auch an den Faltwerkskanten. Im lokalen Randkoor-

dinatensystem werden Verschiebungen senkrecht zum

Rand mit Hilfe kubischer Ansätze (Hermitesche lnterpola-

tionspolynome) durch die Knotenverschiebungen approxi—

miert. Verschiebungen in Randrichtung bzw. Randverdre-

hungen werden linear interpoliert.

  

Bild 5

Allgemeines Viereck; Randverschiebungen

a) Platte

b) Scheibe

Speziell am Rand 12 des allgemeinen Viereckelementes

(Bild 5) gilt für die Scheibenanteile:

vi? = (I - En) (qi 005a” + q; sind”)

+ 612 (q: cosa” + q; sina”) (46)

vaz = ‚116512) (‘ (If Sind” + (15 605012) + h2 (512) €15

+ h3 (£12) (— q: sina” + q; cosa") + h. (5,2) q;

und für die Plattenanteile:

V? = h1 (512) ‘17 + h2 (512) (q; Sinau “ q; COSGIZ)

+ ha (£12m? + h4 (512) (‘1;Sinalz - (120050112) (47)

(P12 = (1 - 512) (11,2, 005012 + (15 Sind”)

+ 5’2 (q? cosa" + qf; sina”)

mit den Hermite—Polynomen

man—352”? h3(5)=352—2e3

manna—252+?) h.(§)=I(—§~’+s’)
x

g: 7

(48)
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Damit kann die Abhängigkeit der Randverschiebungen v;

und v; von den Knotenverschiebungen q: und q; über die

Matrizen L, und Lp angeschrieben werden.

Für das allgemeine Viereckelement gilt

(VDT = [viz v5 v5 v53 vi‘ vi‘ v," VT] (49)

(VDT = [viz (p? v? m13 vf‘ (/2? vi‘ mi‘ (50)

((15)T = [qt q; qlz] (51)

(q5)’= [qi’ q’z’u- qi’zl (52)

v; _ L. q:

WM
Ausführlich sind die Matrizen L sowie R und 1—1 für Drei-

ecke in [5] für Rechtecke in [4] und für allgemeine Vierecke

in [6] beschrieben. Der Elementkatalog wird durch Ver-

schiebungs- Stabelemente für Stäbe mit kompaktem Quer-

schnitt ergänzt, exzentrische Anschlußbedingungen in den

Faltwerkkanten sind beachtet. Entwicklung und Einbau

hybrider Stabelemente sind in Bearbeitung.

1.5. Rechentechnische Umsetzung

In den 70er Jahren an der Anlage BESM 6 derTU Dresden

(mittels ALGOL 60) installiert, steht FALT-FEM 1 nun —

modular strukturiert und über FORTRAN 77 auf IBM-

kompatible Mikrorechner (MS-DOS) umgesetzt —zur Ver-

fügung. Derzeitige Leistungsbegrenzung: 2000 Elemente,

2000 Knoten, 20 Lastfälle, maximale Frontbreite von 600

Freiheitsgraden. Beispiele wurden in Verbindung mit wei-

tergehenden mechanischen Effekten in die folgenden Ab-

schnitte aufgenommen.

2. Zur linearen Kinetik (FALT-FEM 5) [7]

2.1. Funktionale, Ansatzfunktionen, Zeitdifferential—

gleichung

Im kinetischen Fall gelingt es wegen der dynamischen Mas-

senkräfte i. a. nicht mehr, die Gleichgewichtsbedingungen

a priori streng zu erfüllen. Mit Lagrange-Faktoren sind

diese daher dem Funktional (1) zuzufügen; außerdem ist

durch Zeitintegration zwischen zwei offenen Zeitpunkten

t, und t2 das aus allen dazwisohen liegenden differentialen

Zeitintervallen resultierende Funktional zu bilden.

Im 3D-Kontinuum erhält man

th= {JIWc(a)+(Ga+iv~ev)’lldv-

_OJpTad0—0J(p—fi)rvd0}dt (54)

G: die Differentialoperatormatrix der differentialen

Gleichgewichtsbedingungen

13v: Spaltenvektor gegebener Volumenlasten

Nach Elimination von Ä über die entsprechenden Stationa-

ritätsbedingungen und Übergang auf die FE-Form wird das

dem modifizierten Reissnerschen Variationsprinzip ent—

sprechende gemischt hybride Funktional

64

"2 n

‘
— 1 . . _

”Sh-‚1] 2:21 {Vlec(0')+(Gd+
pv)Tv+39va]dV

(55)

— [(p'flv'do— /(p”‘- "")Tv’d0}dt

()5.e 0;!

Mit den unbekannten Funktionen a', vim Elementinneren

und p’", v’ auf den Elementrändern. (55) wurde wie folgt

weiter aufbereitet:

- Übergang vom 3D-Kontinuum zum 2D-Kirchhoff-Love-

Kontinuum (mit der zugehörigen Integration über die

Elementdicke)

—— Schnittkraftansätze, die die statischen Gleichgewichts-

bedingungen streng erfüllen (analog zur linearen Statik)

s=Pß+f>fi (56)

A Wegfall des zweiten Termes in der ersten Zeile von

(55)

— keine Verschiebungsvorschreibungen n Wegfall des

ersten Termes der zweiten Zeile von (55) — Einführung

tatsächlich vorgeschriebener Knotenverschiebungen erst

beim Aufstellen des Gleichungssystems der Knotenver-

schiebungen

— Interpolation der Verschiebungen v im Element und 5'”

auf den Elementrändern in Abhängigkeit vom Element-

knotenverschiebungsvektor q (an jedem Knoten 6 Frei-

heitsgrade)

v=Nq,v’=Lq (57)

Nach Einführung der Schnittkraft- und Verschiebungsan-

sätze des 2D-Kontinuums lautet das Funktional

I2 II _

ngh= [éfl’Hhfi’fiMéf’mtf-

(58)

-ßTTq‘+ Q5¢1d1=17gh(fi,q‘,if)

Gegenüber 17„ der Statik ist hinzugekommen der Term der

kinetischen Energie mit den Knotengeschwindigkeiten q‘ ——

bei Vernachlässigung der (lokalen) Rotationsträgheiten —-

m=AefNTQNdA (59)

Q: Masse je Flächeneinheit

Die ß, Ä q‘, f sind nun Funktionen der Zeit. Analog zur

Statik können die ß aus den Stationaritätsforderungen

ö ngh
= 0 60

ö. <>

elementweise eliminiert werden. 175;, geht damit über in

lz

H“: j Z [—éq"k¢+§il‘rm«‘r‘+95tl‘ldt (61)
‘l e =1

und nach Ausführung der Elementsummation

lz

._ _L T i-r - *T
[TM—‘1] zq kq+2q Mq+Q0qjdt (62)



mit nun q als Gesamtknotenverschiebungsvektor, M als

Gesamtmassenmatrix und Q9 als Gesamtlastvektor. Die zu

den Stationaritätsbedingungen von 178„ gemäß (62) gehö—

rige Eulersche Differentialgleichung lautet

M q + kq = (2., (63)

Viskose SystemdämpfungskräfteD i] können auf der linken

Gleichungsseite unter Verwendung der Bequemlichkeits—

hypothese

D=u1M+a2K (64)

erfaßt werden.

In den unten folgenden Beispielen wurden für die Schnitt-

kräfte und Elementrandverschiebungen die gleichen An-

sätze

wie in der Statik (Abschnitt 1.4.) verwendet. Für das

Rechteckelement wurden Ansätze für die Platten- und

Scheibenverschiebungen wie folgt zugefügt:

11456,!) = h1(E) h1(C) q1p+ h2(C) (1-5) q;— hz(§) (1-04;

+ l1105) h3(§) (15+ h4(§) (1~§)q§* h2(§) C45 (65)

+ h3(E) hz(§) q; + h2(§} E q; - MS) (14.3115

+113(5) h3(§) 1115’ + MCKqu- h4(§) C (112p = Npqp

NEC!) =h1(C) (1-23) (115- h2(C) (1’5) £135 + ham (1—6) (145

— h4(§) (1’5) (15+ h1(C) 5 q; - i1205) 5 (15 (66)

+ hag) 5‘116s " h4 (C) "51112g

mac») = I145) (1-0425 + hat) (1-C)q§ + ME) c q?

+ 122(5) cqä + has) (1-0 qä + ms) (1 —:) q: (67)

+ l13€) Cqus + h4 (E) Cllzäg

 
Slobelement

2.2. Eigenschwingungen

Mit dem Ansatz für die Knotenverschiebungen

q(t) = 4 sin (wit + (pi) (68)

folgt aus (63) das lineare algebraische Eigenwertproblem

(K — wi- M) q ä o (69)

ZurLösung wurde u. a. die simultane Gradienten-Iteration

des Programmsystems SIMGRA [8] eingesetzt. Für ein

Modell-„Dachfaltwerk“ Bild 6 wurden in Bild 7 und Bild 8

die ersten beiden Eigenkreisfrequenzen und auch —— etwas

vereinfacht —- Eigenformen für das unausgesteifte und für

das in den „Endquerschnitten“ mit je einem Stab 1160 aus-

gesteifte System gegenübergestellt. Netzverfeinerungen

 

Bild 6

Dachfaltwerk; Geometrie, Lagerung, Vernetzung

E = 3.47 107 kN/m2‚ g = 2.4 Mg/m‘,

v = 0.2, h = 0.1 m, Bk 35

Bild 7

Dachfaltwerk; nicht ausgesteift,

die ersten beiden Eigenkreisfre-

quenzen und Eigenformen

Bild 8

Dachfaltwerk; in den „Endquer—

schnitten“ ausgesteift, die ersten

beiden Eigenkreisfrequenzen

und Eigenformen
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brachten keine wesentlichen Ergebnisveränderungen

mehr. Auf den Eigenschwingungen aufbauend, enthält das

Programm auch die Systemanalyse unter seismischer Ein-

wirkung nach der linearen Antwortspektrenmethode mit

SRSS-Überlagerung.

2.3. Instationäre Schwingungen - implizite Zeitschritt-

integration

Mit 4; = u und (63) wird für einen Zeitschritt von t nach

I + A!

I+Af

q(I+At)=q(t)+ f um d1 !70)

t+ A! 1+ Ar

Mu(t+At)=u(t)—Kfq(r)dt+ [bomdr (71)

Bei Verwendung der Zeitinterpolationen von [9] — Her-

mitepolynome 3. Ordnung für q(1) und Lagrange-Poly—

nome 2.0rdnung für Q9 (r) — bekommt man die Knoten-

größen am Ende des Zeitschrittes mit x = {11,5} aus
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Bild 9

Dachfaltwerk; Zeitfunktion der Verschiebung v1~ in ausgewähl-

ten Knoten, Last-Zeit-Funktion

 

Bild 10

Dachfaltwerk; Schwingform zum Zeitpunkt t = 0.055 s
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Ax(t+ A!) = Bx(t) + I" (72)

mit

A, B = Funktion von 1!], K, é! .

F = Funktion von Qo(t), Q00 + é-At), Q,“ + At), At

Der Abschneidefehler dieser unbedingt stabilen Zeitschrit-

tintegration von hat die günstige Größenordnung von

At’. Das Dachfaltwerk von Bild 6 wurde bei gleicher Ver-

netzung unter einer kurzzeitigen von „links“ wirkenden,

gleichförmig verteilten Flächenlast untersucht. Die Last-

zeitfunktion und die Verschiebungen einiger Knoten sind

im Bild 9 aufgetragen. Erkennbar ist die spätere aber stär-

  

Bild ll

Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; Geometrie, Ver-

netzung, E = 6.9 107 kN/m’, 9 = 2.52 Mg/m’, h = 0.025 m, v = 0.33,

P = 20 kN
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Bild 12

Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; Zeitabhängige

Knotenbelastung für die Knoten 3, 8, 13, 18, 23
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Bild l3

Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; Zeitfunktion der

Verschiebung v2“ im Mittelpunkt (Knoten l3)



kere Reaktion der Knoten im lastabseitigen Faltwerksbe-

reich gegenüberdem Lastanliegenden. In Bild 10 wurde die

Schwingform zum Zeitpunkt t = 0.055 s vereinfacht darge-

stellt. Die vorgebbare Zeitabhängigkeit der Belastung

kann auch zur Simulation der Ortsveränderlichkeit von La-

sten genutzt werden. ZurNachrechnung des Beispiels einer

Platte mit schnell darüberlaufender Last in der Linie

x; = 1/2 aus [10] wurde hier die Lasteintragung vereinfa-

chend durch entsprechend der Lastgeschwindigkeit von

157.3 m/s zeitlich linear veränderliche Knotenlasten der

Knoten 3, 8, 13, 18, 23 simuliert, Bild 11 und Bild 12. Die

mit der Zeitschrittweite Ar = 0.34 ms erhaltene Zeitfunk-

tion der Mittenverschiebung ist in Bild 13 der in [10] ange-

gebenen gegenübergestellt.

3. Zur physikalisch nichtlinearen Statik

und zur Erfassung viskosen Stoffverhal-

tens

3.1. Inkremenrale Form des Variationsprinzips

Betrachtet man zunächst eine differentiale Belastungsän-

derung, so kann (5) mit Ersetzung aller Wirkungsgrößen

durchihre differentialen Änderungen angewendet werden.

Das Tragwerk geht von einem Grundzustand G in einen

differential nahen Nachbarzustand N über. Das Funktional

IT„‚N desNachbarzustandes wird aus dem des Grundzustan-

des entwickelt [11]

Hh‚„=17„‚c+dfl„+)’7 d2”),

Im Grundzustand waren alle zur Stationarität von [7,. gehö-

rigen Bedingungen befriedigt, d. h. dl'I,l = 0.

Die Anwendung der Stationaritätsbedingung auf N ergibt

Ö”h‚N= 0: ÖGÖZHIJ (74)

bzw.

ön„_„= o = ö [m21 {V.‚m[%(da‚7)7dsgdv+

+ em (da"')Tda.’,"dV } — „ (dp’"—dfi'")T
v ' o,‘

dv'do— ” (dp"')TdVd0 (75)
o. '

Mit den differentialen Änderungen dß bzw. dq‘ der Elc-

mentschnittkraftfreiwerte bzw. —knotenverschiebungen er-

hält man nun analog zu (26)

ön‚.‚„ = {a (dß)’[ndß+ fidß + man,— dm) —

-qu‘1} + (76)

b

+ {ö(dq‘)T[—Tdß+ (190— 1:2!

(zzflds‘ü/ } =o

Der letzte Therm erfaßt diskrete elementweise gerade Be-

wehrungsstäbe. Deren differentiale Längenänderungen

dvfi zwischen deren Durchstoßpunkten i,j durch die Ele-

mentrandflächen sind beschrieben durch

dvf,=Zf‚--dq‘ (77)

Die d 51-,- sind die differentialen Stabkraftänderungen der

diskreten Bewehrungsstäbe, analog zu (4) in einen lineare-

lastischen und einen Korrekturanteil zerlegt.

(154.1: däi— as?“ (78)

Das zu (33) analoge Gleichungssystem — nun für dq— lautet

Durch (79) werden die Knotengleichgewichtsbedingungen

und das Stoffgesetz für differentiale Belastungsänderungen

exakt erfüllt. Beim Übergang zu inkrementalen (endli-

chen) Laststufen wird eine modifizierte Newton-Raphson-

Iteration eingeschaltet. Man erhält für inkrementale Last-

stufen

KTAq-AR—ARK=0

KT: tangentiale Steifigkeitsmatrix am Inkrementanfang

KT, AR, ARK ergeben sich nach Transformation und Zu-

sammenfassung aller Elementbciträge

b

k‘T=TTH"T + E (25,-)Tk'rzz- (81)
l=l

AR'=TTH"’I'IAB+AQ0+T’H"IIA'o (82)

infolge gleichförmiger Flächenlast, veränderlicher Rand-

last, Knotenlast, Anfangsverzerrungen (z. B. Temperatur)

und

b

AR}: —TTH"hAoK+ [2(zii)TAS‘i‚K (83)=1

Korrekturspannungen der Schichten oder Bewehrungs-

stäbe aus nichtlinearem Stoffgesetz oder Rißbildung je-

weils am Ende eines Iterationsschrittes.

3.2. Sroffgesetze unter Kurzzeitbelastung und Beob-

achtungspunkte

Die Elementschichtung wird benutzt, um über die Werte in

den Schichtschwerpunkten den Spannungs- und Verzer—

rungszustand zu beurteilen und die physikalischen Nichtli-

nearitäten zu erfassen, d. h. Stoffaussagen werden über die

jeweilige Elementschicht verschmiert. Aus der Vielzahl

der Beschreibungsmöglichkeiten für wirklichkeitsnahe

Stoffgesetze wurden zunächst einige einfache umgesetzt.

Für Beton berücksichtigt das zweiaxiale nichtlinear-elasti-

sche Stoffgesetz nach [12] spannungsabhängige Anisotro-

pie. Es gilt bis zum Erreichen der Bruchgrenzkurve. Im

Druck-Druck-Bereich verliert der Beton seine Tragfähig—

keit vollständig durch Druckbruch. Im Druck-Zug- und

Zug-Zug-Bcreich entstehen Risse, die senkrecht zur größe-
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ren Hauptzugspannung angesetzt sind. Im homogenen,

anisotropen Rißkontinuum einer Schicht sind Restriktio-

nen des Spannungszustandes — senkrecht zum Riß keine

Zugspannungen, Druckspannungen nur übertragbar,

wenn Riß wieder geschlossen, abgeminderte Schubspan-

nungen parallel zum Riß in Abhängigkeit von Reibung und

Rißverzahnung — zu beachten. Bis zu zwei verschiedene

Rißrichtungen sind in einer Schicht möglich, wobei der

zweite Riß jedoch erst dann entsteht, wenn der Differenz-

winkel zum ersten Riß größer als 30 grd beträgt. Für ein—

axiale Bewehrung — verschmierte Bewehrungsschicht, dis-

krete Bewehrungsstäbe — mit einaxialem Spannungszu-

stand und Stahlschichten mit ebcnem Spannungszustand

sind linearelastisch-idealplastische Stoffgesetze umgesetzt.

Statt der heute üblichen Erfassung der Noch-Mitwirkung

des Betons im Verbundbereich nach Erreichen der Beton-

zugfestigkeit durch geänderte Stoffgesetze von Stahl und/

oder Beton ist dies in der alten Programmversion (1982)

nur grob durch ideelle Vergrößerung der Querschnittst’lä-

che der Bewehrung möglich.

3.3. Viskoses Stoffverhalten

Überschreiten die langzeitig wirkenden Druckspannungen

ca.40 % der Betondruckfestigkeit nicht, so kann das vis-

kose Betonverhalten mit einem zeitabhängigen Stoffgesetz

beschrieben werden, welches die Langzeitspannungen li-'

near enthält; ein additiver Aufbau der Dehnungsanteile

aus Kriechen, Schwinden, Belastung ist möglich. Unab—

hängig davon können Kurzzeitlasten zu jedem Beobach-

tungszeitpunkt teingetragen und hochgefahren werden.

  

 

Bild l4

Die Kriechverzerrungen werden linear proportional zu den

linearelastischen Anteilen der Langzeitverzerrungen ange-

setzt. Letztere folgen über die 28-Tage-Nachgiebigkeiten -—

für den einaxialen Fall, vgl. [13], für den mehraxialen Fall,

vgl. [14]. Die differentialen Kriechverzerrungen zum Be-

obachtungszeitpunkt tinfolge differentialer Spannungsän-

derungen z. Z. r < I, die langzeitig bis twirken, sind (im iso-

tropen Fall)

dsK = <p(t‚r) D'l da(t) = (p(t,r) dad (r) (84)

D": Materialnachgiebigkeitsmatrix

d.h. auch im mehraxialen Fall kann mit der einaxialen

Kriechfunktion qo(t‚r) gearbeitet werden. Die Integralform

des Stoffgesetzes für den zweiaxialen Spannungszustand

bei beliebiger Spannungsgeschichte

 

ömßfl

ör

am = am — I am)

T=Ta

dt + 85(1) + 8„ (t) (85)

enthält neben der linearelastischen Verzerrung und der

Kriechverzerrung additiv Schwindverzerrungen und wenn

vorhanden physikalisch nichtlineare Verzerrungsanteile.

Unterteilt man die Kriechzeit t so in n Kriechintervalle, daß

innerhalb eines Kriechintervalls der linearelastische Anteil

5,, (t) zeitlich konstant gesetzt werden darf, erhält man für

den Gesamtverzerrungszuwachs As, im Kriechintcrvall

(von t„_1 bis t„)

= 0.0143 m

= 0.000503!"

_ 0.000335 m

= 0.0113!“

0.000252!!!

0.000765!"

Slahlbetondachfaltwerk; System, Belastung, Vernetzung, Schich-

tung, Beton Bk 35: Rd = 2.55104 kN/mz, Eh = 3.47107 kN/mz,

11., = 0.2, Kriechen und Schwinden nachTGL 33403, normalerhär.

tet (18“C), k, = 1, k2 = 1.4, k, = 0.55, Stahl StA I: R5 = 2.410‘

kN/mz, E, = 2.1 108 kN/m2
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A8„ = At:„„I + Asp," + A1»:ka (86)

A5k+s,n = 1l-‘elnrt-I) (PÜan—r)

+ g; 8e! (Ti-1) ((p(tmTi—1) — (Nimm) “ ((PÜn-hTi—I)

wan—bra) (87)

+85 (tn) " es (tn—1)

Gegenwärtig sind Schwinddehnungen und Kriechfunktion

nach TGL 33403 implementiert. Die inkrementalen

Kriech- und Schwindverzerrungen Ash“, werden als An-

fangsverzerrungen Aao erfaßt, s. (9), (27). Unabhängig

vom verwendeten Kurzzeitstoffgesetz bleibt gemäß (84) —

in den kriechfähigen Schichten —- (D"')'l zur Ermittlung

der Kriechverzerrungsinkremente bzw. der dafür benötig-

ten 5e, konstant für alle Kriechintervalle; bei nichtlinearem

Kurzzeitverhalten heißt das

D" = 1* (a = o) (88)

Bei nichtlinearem Kurzzeitverhalten sind die schichten-

weise ermittelten Kriechverzerrungen nichtlinear über die

Elementhöhe verteilt. In Anpassung an die Kirchhoff-Hy-

pothese wird — in Abhängigkeit von den nach (87) ermittel-

ten Kriechverzerrungen zweier geeignet ausgewählter

Schichten des Elementes — eine (zeitlich veränderliche)

Kriechdehnebene vereinbart.

Für nichtkriechende Schichten — Bewehrungsschichten —

sind bei der Ermittlung der Schichtenspannungen wegen

des starren Verbundes über (4) eingetragene zusätzliche

Anfangsspannungen

A3"; = D? Ads (89)

anzusetzen, die diese Schichten bis zu der durch Ask“ be—

stimmten Kriechdehnebene mit verzerren.

Man ermittelt schließlich ein zu (79) analoges Gleichungs-

system zur Ermittlung von dq für die einzelnen Zeitschritte.

Im nichtlinearen Fall ist wegen der im Zeitinkrement bei-
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Bild 15

Stahlbetondaehfaltwerk; Zeitabhängigkeit ausgewählter Ver—

schiebungskomponenten, p = 4.0 kN/ml, lineare Lastabtragung

Tabellel

Stahlbetondachfaltwerk; Zeitliche Veränderung ausgewählter

Spannungskomponenten 0,.l

 
 
 
 

Spannungen im Schwerpunkt [NImmZJ lp=4.0kNIm2)

Zeitpunkt Kurzzeit-

Hm“ verhalten 50 150 350 700 1000 1500

28

Betonschicht 3

'3.U32 ‘2556 '2.2L2 ‘2.)05 '2.17L ’2‚1LB ’2.117

Element 10

Betonschichtß

3,113 3.058 3.056 3.053 2.01.9 3.01.5 3.01.0

Element 10

 

Stahlschicht 7

-1l..79 "55.97 -81.97 -86.83 '89.6L -91.0L -92.I.3

EIEment 10

 

Stuhlschichflü

15.27 11.79 9.591 9.1.50 10.17 10.95 11,81

Element 10

Beton schicht 3

 

'2.109 '1.835 '1.655 ‘1.613 '1.55L '1.576 '1.558

Element 12

 

Betonschicht 6

2.060 2.21.9 2.31.6 2.349 2,291 2.232 2.156

Element 12

 

Stuhlschicht 7

-10.29 '47.74 '70.69 ’75.53 '78.“ '79.50 “80.85

Element 12

StahlschichHO

 

9.993 0.9176 '3.735 '1947 '14“ '2.715 '1.951

Element 12

  

 

 
 

 
 

 
 

 

behaltenen Steifigkeitsmatrix eine GleichgeWichtsiteration

notwendig, im linearen Fall entfällt die Iteration innerhalb

der Zeitinkremente.

Das Dachfaltwerk (Bild 14) wird unter der Voraussetzung

linearer Lastabtragung bezüglich Kriechen und Schwin-

den untersucht. Als Dauerbelastung wirkt die Flächcnlast

p = 4.0 kN/m.

Wie man aus den zu verschiedenen Beobachtungszcitpunk-

ten in Bild 15 aufgetragenen Veränderungen ausgewählter

Verschiebungskomponenten erkennt, handelt es sich um

einen sogenannten primären Kriecheffekt. Die großen

Schnittkraftumlagerungen (Tabelle 1) resultieren beson-

ders aus dem SchWindeinfluß; in Wirklichkeit werden in-

folge des Betonreißens (physikalisch nichtlineares Verhal—

ten) die ausgewiesenen hohen Betonzugspannungen und

zugehörigen hohen Bewehrungsspannungen abgebaut.

4. Zur geometrisch nichtlinearen Statik

(FALT-FEM 3)

4.1. Gewähltes Vorgehen

Inkrementelle Formen gemischt—hybrider Variationsprin—

zipe zur Erfassung geometrischer Nichtlinearitäten werden

sowohl für den Gültigkeitsbereieh sehr kleiner Verzerrun-

gcn und kleiner bis mäßig großer Rotationen [15], [16] als

auch für große Verzerrungen und Rotationen [17] cntwik-

kelt — allerdings nicht spezifisch aufbereitet für Faltwerke.

Für FALT-FEM wurde— in Anlehnung an [18] bis [20] —zu-

nächst ein stärker anschauungsorientiertes Näherungsvor-

gehen gewählt [21].
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Der Belastungs— und Verschiebungsprozeß wird analog

zum physikalisch nichtlinearen Bereich in aufeinanderfol-

genden Inkrementen abgearbeitet. Nach Abarbeitung

eines Inkrementes liegen der gesamte Verschiebungs- und

Spannungszustand aller bis dahin abgearbeiteten Bela-

stungsinrkemente vor, die bis dahin akkumulierten Ver-

schiebungen und auch die Rotationen können global groß

sein jedoch mit elementlokaler Einschränkung; (Theorie

IIl./II. bzw. IIl./I. Ordnung); die Verzerrungen müssen

klein gegen Eins sein.

Folgende Systemzustände werden unterschieden:

— der Ausgangszustand A des unbelasteten Systems

- der bekannte Grundzustand G, der sich nach Abarbei-

tung einer Anzahl von lnkrementen — mit dann bekann-

ten (u. U. großen) Verschiebungen und Verdrehungen -

eingestellt hat und

— der unbekannte Nachbarzustand N, der bei dem neuen

Lastinkrement mit kleinen Zusatzverschiebungen und

-verdrehungen auf den bekannten Grundzustand folgt.

Zur Beschreibung der Systemzustände werden kartesische

Koordinatensysteme verwendet, die mitgehend oder raum-

fest, knoten- oder elementorientiert sind. Verschiebungs-

und verdrehungsabhängige Transformationsbeziehungen

gestatten den Beschreibungsübergang für die Kräfte und

Verschiebungen bei Änderung der Koordinatensysteme.

Bezieht man die Elementwirkungsgrößen auf die Koordi—

natensysteme des Grundzustandes, dann kann man sich bei

ausreichend kleinen Elementen und bei Elementansatz—

funktionen, die Starrkörperverschiebungen und -verdre-

hungen verzerrungsfrei und damit spannungsfrei verarbei—

ten, innerhalb der Elementbeschreibung auf die Erfassung

der einfachsten geometrisch nichtlinearen Effekte be-

schränken. Die Elementknotenverschiebungen qf; — be-

schrieben in den Elementkoordinatensystemen — jedoch

hängen bei global großen Verschiebungen und Verdrehun-

gen über die Transformation zwischen den Koordinatensy-

stemen des Ausgangs- und des Grundzustandes stets geo-

metrisch nichtlinear von den Systemverschiebungen ab.

Als Bezugssystem für die Systemgleichungen wird das

raumfeste Koordinatensystem des Ausgangszustandes ge-

wählt. Die nichtlinearen Systemgleichungen werden mit-

tels des modifizierten Newton-Raphson-Verfahrens gelöst.

Jeder (freie) Knoten hat sechs Freiheitsgrade. Während die

drei Translationen Vektoreigenschaften aufweisen, die

Reihenfolge der Einzeltranslationen ist beliebig, gilt dies

für die Rotationen nicht. Die Rotationen werden wertmä-

ßig und richtungsmäßig zu einer Drehung um eine Achse a

im Bezugssystem des Ausgangszustandes zusammengefaßt

(Bild 16).
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Bild 16

Translation und Rotation des Knotens i
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Bild l7

Systemzustände und Koordinatensysteme

Bild 17 veranschaulicht die gewählten Systemzustände und

Koordinatensysteme. Im Ausgangszustand stimmen globa-

les Bezugssystem und die Knotenkoordinatensysteme

überein, das Elementkoordinatensystem ist abhängig von

der Reihenfolge der Zuordnung der Knoten zum Element.

ln der bekannten Grundzustandslage ist das Element de—

formiert, die Knotenkoordinatensysteme sind mitgegan-

gen. In Abhängigkeit von den Verschiebungskomponenten

der Elementknoten wird eine mittlere Lage des mitgehen-

den Elementkoordinatensystems bestimmt. Die Ansätze

für die Verschiebungen im Element und auf den Element-

rändern sowie für die Schnittkräfte gehen näherungsweise

von den x,y-K00rdinaten des Elementgrundzustandes in

dieser mittleren Lage aus. Die Transformationsbeziehun—

gen des Ausgangszustandes entsprechen den in FALT-

FEM 1 und 2 zwischen globalen und lokalen Größen ver-

wendeten, sie bleiben einmal ermittelt konstant. Demge-

genüber sind die Transformationsbeziehungen zwischen

Grund— und Ausgangszustand stets zu aktualisieren [22].

lmperfektionen, als Auslenkungen und Verdrehungen der

Systemknoten gegenüber ihrer Ausgangsgeometrie be-

schrieben, werden durch eine spezielle Anfangsbelegung

der Transformationsbeziehungen berücksichtigt.

4.2. Systemgleichungen für Theorie [11./11. Ordnung

Nach Abarbeitung eines Inkrementes werden zunächst auf

Elcmentebene verallgemeinerte Elementknotenkräfte

(Gleichgewichtslasten) und die tangentiale Elementsteifig—

keitsmatrix ermittelt und nach einer Zusammenfassung al-

ler Elementanteile die Systemgleichungen zur Beschrei-

bung des Übergangs vom Grundzustand zum Nachbarzu-

stand unter Wirkung eines weiteren Lastinkrementes auf-

gestellt.

lm Grundzustand stehen die vom Ausgangs- in den Grund-

zustand transformierten (TAG) äußeren Lasten (R) mit den

vom mitgehenden element- in das knotenorientierte Koor-

dinatensystem transformierten (Tu) eingeprägten inneren

Elementkräften Fc‘ im Gleichgewicht

TAG R — 1., F5 = 0 (90)



Der Verschiebungszustand im Elementinneren läßt sich

über Ansätze N in Abhängigkeit von den Knotenverschie-

bungen bezogen auf das mitgehende Elementkoordinaten-

system des Grundzustandes angeben

va (w) = N (m) qo‘ (91)

Für den Verzerrungszustand und den Spannungszustand

des Elementes erhält man

80 = (BI + 51 Bq (4(5)) ‘15 = £0! + Ecq (92)

ac=D£G=D(B1+§13q(qé)) qG°=¢cI+ch (93)

Die Elementverzerrungen enthalten lineare und quadrati-

sche Anteile bezüglich der Knotenverschiebungen qg‘ (B,

und Bq werden durch partielle Differentiation aus N ge-

wonnen). Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen

ö (qcsflra = „Im sche dv (94)

und

ö so = (B: + Bq (116)) ö qö (95)

ergibt sich für die Gleichgewichtslasten

F5 = Vela» + B. marach (96)

Beim Übergang vom Grundzustand zum Nachbarzustand

unter differentialer Laständerung dR bestimmt man den

Zuwachs der Gleichgewichtslasten als Funktion der diffe-

rentialen Verschiebungsänderung mittels der tangentialen

Elementsteifigkeitsmatrix

an;

d qé

 

d

=,{%= Egg—(J05, + B. (qmm: dv) (97)

Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix kT‘ enthält neben

dem materiellen —— hier zunächst linearelastischen —— Anteil

die geometrische Elementsteifigkeitsmatrix

‚ d

k.‚= Vefd—qc. (B. (45))Tacdv (98)

sowie linear und quadratisch von den Elementknotenver-

schiebungen qG‘ abhängige Anteile. Die geometrische Ele-

mentsteifigkeitsmatrix erfaßt den Theorie II. Ordnung-Ef-

fekt der bereits im Grundzustand vorhandenen Schnitt-

kräfte ac bei den aktuellen Verschiebungen. Die von den

Elementknotenverschiebungen abhängigen Anteile wer-

den nicht in die Elementsteifigkeitsmatrix aufgenommen,

statt dessen wird eine beim Übergangvon d R zu A R im In-

krement ohnehin notwendige Gleichgewichtsiteration an

den Knoten mit Beachtung des aktuellen Verschiebungszu-

wachses durchgeführt. Die Systemgleichungen ergeben

sich nach Transformation der Kräfte und Verschiebungen

in den Ausgangszustand und Zusammenfassung aller Ele-

mentbeiträge. Man erhält die nun näherungsweise [23]

über mitgehende Koordinatensysteme und entsprechende

Transformationen iterativ zu lösenden linearisierten Sy-

stemgleichungen für Theorie lII./II. Ordnung. Darüber

hinaus wird — dem gewählten Konzept entsprechend — für

die materielle Steifigkeitsmatrix die hybride Form von

FALT-FEM 1 verwendet.

R + — TGA FG _ TGA Tel + TIC TAG = 0

|—________J

Kr

Behält man während der Iteration im Inkrement den

Grundzustand Bei, bleiben alle Transformationsbeziehun-

gen im lnkrement konstant, sie sind nur beim Übergang

zum nächsten Inkrement zu aktualisieren. Die Inkremente

der Knotengleichgewichtskräfte für den v—ten Iterations-

schritt des r-ten Inkrementes A g. sind wie folgt zu ermit-

tcln G"

v "1 v v

Fa; =TAG (2 TGAJAFGJ) + AFGJ =Fc,r—1+ AFC;

i=1

(100)

v v—I v-1 7-]

A Far = Te, (K; + K; am) n. no Aq, (101)

v—I ""1

A q, = ZIAA q,r (102)

Die Berücksichtigung von K; ist erforderlich, wenn man

Gleichgewichtsverzweigungen erkennen will. Sind letztere

ausschließbar, dann erhält man trotz Verzicht auf K5 eine—

elementlokal weiter abgeschwächte - Theorie IIIJII. Ord-

nung, wenn man in jedem Iterationsschritt die tatsächliche

Drehung der Elementknotenkräfte gegenüber den Ele-

mentkoordinaten berücksichtigt. Unterdrückt man auch

das, so erhält man

R+AR—'TGAFG—TGAT¢I(K,;)T[¢TAGAAq=0

Allerdings muß dann eine besonders feine Elementteilung

gewählt werden.

4.3. Die geometrische Elementsteifigkeitsmatrix

In der geometrischen Elementsteifigkeitsmatrix (98)

k;= [—9—.(Bq(qa'))'aadv
V' d‘Ic

d r
= —- B e d dA 104Acqué( ma» 2/00 z '< )

wird z.Z. näherungsweise nur der Scheibenspannungsan-

teil berücksichtigt. Mit

z/agdz=n=P,ßx+l_’‚73, (105)

und

Ni(x‚y) 0 qö

va = N(x„v) qc‘ = N5(x‚y) 0 (106)

o may) “5
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folgt

T r 'a—N
‚__ a all l3n, 1311,, Ex .

k°_ (12/ng 8y :I [Iflhy Igny ä dA ’

3y

1

13 = 1 (107)

über den Ansatz N5 in Abhängigkeit von Plattenverschie-

bungs- und —verdrehungsinkrementen z. B. (50) können

Plattenbeuleffekte und über die Ansätze Ni und N5 in Ab-

hängigkeit von Scheibenverschiebungs— und -verdrehungs-

inkrementen z. B. (49) geometrisch nichtlineare Effekte in

der Ebene der finiten Elemente erfaßt werden. Platten-

und Scheibenanteil sind auch nach Integration von (107)

entkoppelt.

, k; o
kg: 0 kg (108)

Die Ansätze für die Plattenverschiebungen vz‚c und für die

Scheibenverschiebungen vx‘g, v“; entsprechen beim

Rechteckelement denen von (65), (66), (67), hier aller-

dings bezogen auf den Grundzustand des Elementkoordi-

natensystems.

4.4. Linearisierte Stabilitätsunrersuchung

Beim linearisierten Verzweigungsproblem eines perfekten

Tragwerkes wird das System zunächst unter der Belastung

R nach Theorie I. Ordnung untersucht. Bei einparametri-

ger Laststeigerung auf

Rki =

sind dann mehrere Gleichgewichtslagen möglich, die nicht-

verzweigte mit Knotenverschiebungen q vom Ausgangszu-

stand zum (kritischen) Grundzustand und die verzweigte

Nachbarzustandsgleichgewichtslage(n). Im unverzweigten

(kritischen) Grundzustand lautet das Knotengleichgcwicht

nach Theorie I. Ordnung

ÄR—K„.q=0 (110)

in der verzweigten Gleichgewichtslage des Nachbarzustan-

des lautet das (linearisierte) Gleichgewicht bei Theorie II.

Ordnung unter dem gleichen Lastvektor R

AR—Kmq-(K„‚+K„)Aq=0 (111)

Aus (111)—(110) folgen die Gleichungen zur Bestimmung

der Zusatzverschiebungen Aq in die verzweigte Lage (ge-

genüber q)

(Km + K0) = 0

Nichttriviale Lösungen folgen aus dem zugehörigen allge-

meinen algebraischen Eigenwertproblem

det (K... + A K0) = 0 (113)
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_§ystem Vernet zung_

Bild 18

Halbrahmen; System, Vernetzung, Riegel I30, Stiel I36 nach

TGL 0—1025

Zur Lösung wurde — wie für die Eigenschwingungen — die

simultane Gradienteniteration (SIMGRA) eingesetzt.

Beide Endquerschnitte des als Faltwerk vernetzten Halb-

rahmens (Bild 18) [24] sind voll eingespannt und unver-

schieblich gelagert. In der Rahmenecke wurden zur Ver-

einfachung die Profile lediglich grob vernetzt.

Die Ergebnisse (Tabelle 2) der Faltwerklösung I erhält man

bei alleiniger Berücksichtigung von Plattenbeulerscheinun-

gen in Kg, während für die Faltwerklösung II die geome-

trisch nichtlinearen Scheibeneffekte in den Ebenen der fi-

Tabelle 2

Halbrahmen; Verzweigungslasten Pki (grafische Darstellung

s.Bild 20)

 

Verzweigungslost PH in kN

      

Slegdicken- geometrische Steifigkeitsmatrix mit Anteilen von

vevhältnis

Platte Platte und Scheibe Stah- '

_di troqwerk

use, Faltwerklösung I Faltwerklösung I

1.0 1320 623 [F 1 602

0.67 777 587 599

0.58 - 51.2 '

0.5 1.16 EFZ 1.16 EFZ 598

       

  
Bild l9

Halbrahmen; Eigenformen

a) Eigenform 1

b) Eigenform 2
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Bild 20

Halbrahmen; Abhängigkeit der Verzweigungslast von der Steg-

dickenänderung

niten Flächenelemente mitgenommen werden. Darüber

hinaus wurde ein in FALT-FEM eingebettetcs Stabmodell

untersucht, dessen Ergebnisse denen einer Vergleichsrech-

nung mit STATRA 8 (PM = 609 kN) gut entsprechen. Die

als Lösung II ermittelte Verzweigungslast entspricht der

Vergleichslösung recht gut; die erhaltenen Eigenformen

sind identisch (Bild 19). Verringert man die Stegdicken der

Profile, so bleiben die Kipplösungen mit der Vorausset-

zung formtreuer Querschnitte (STATRA 8, Stabmodell

FALT-FEM) davon nahezu unbeeinflußt, während für die

Gesamtstabilität die lokalen Beulerscheinungen an Ge-

wicht gewinnen (Bild 20).

Ermittelt werden Beulwerte für zwei statische Systeme

eines I-Profils nach [25] mit breitem Obergurt unter mittig

auf dem Obergurt angreifender Linienlast (Bild 21). Jedes

System wird mit zwei Modellierungsvarianten untersucht:

Bild 22

POO

ä System 1 E

s

A B A

  

ä System z E

‘ 1915 1915

Bild 21

LTräger mit breitem Obergurt; System, Belastung,

E = 2.1 108 kN/mz, to = 16.5 mm, u = 16.5 mm, t" = 32.5 mm

Variante 1: Obergurt und Steg werden durch Faltwerkele-

mente, Untergurt wird_durch Stabelemente modelliert.

Variante 2: Obergurt, Steg und Untergurt werden durch

Faltwerkelemente modelliert.

Die Lagerung der Endquerschnitte ist in Bild 21 darge-

stellt. Am Lager B wird lediglich der Steg am unteren

Tabelle 3

I-Träger mit breitem Obergurt; Verzweigungslasten Pki

    

Verzweigungslost fld in kN

Modellierung FALT - FEM

System‘l System 2

Variante 1 25 90 EF1 20 33 EFZ

Variante 2 26 86 2045

     

EF Eigenlorm (s. Bildnl

Beulwert k s 2.16

 

I-Träger mit breitem Obergurt; Eigenformen

a) Systeml

b) System 2
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FEM-Known unverschieblich gehalten. Die Verzwei-

gungslasten (BESM 6) für beide Modellierungsvarianten

sind in Tabelle 3 angegeben und stimmen gut mit den in [25]

über eine FOURIER-Reihenlösung erzielten überein.

Vernetzung und Eigenformen sind Bild 22 zu entnehmen.

Die Lösungen bei einer wesentlich feineren Vernetzung

(132 Elemente, 156 Knoten) unterEinsatz der 32-bit-Tech-

nik führen zu keinen nennenswerten Verränderungen der

Verzweigungslasten nach Tabelle 3. System 2 — im Mitten-

bereich Beulgefährdung oben -— ist relativ unempfindlich

gegenüber Veränderungen der Untergurtsteifigkeit, wäh-

rend bei System 1 — im Mittenbereich Beulgefährdung un-

ten — gerade damit Tragreserven erschlossen werden kön-

nen.

5. Gemeinsame Erfassung geometrischer

und physikalischer Nichtlinearitäten

(FALT-FEM 4)

5.] . Linearisierte Systemgleichungen

Sind sowohl geometrische als auch physikalische Nichtli-

nearitäten abzuarbeiten, dann kann man die Elementkno-

tenkraftinkremente AFg‘ - bezogen auf das Elementkoor-

dinatensystem im Grundzustand — in der Form schreiben

AFC? = (In; + k;)c Aqé — ARé (114)

Die vielen Möglichkeiten der Iterationsführung im Inkre-

ment unterscheiden sich durch unterschiedliche Erfassung

der im Rahmen der Iteration auftretenden Veränderungen

in den Anteilen der rechten Seite von (114). Behält man

entsprechend der modifizierten Newton-Raphson-Itera—

tion im Inkrement die tangentiale Gesamtsteifigkeitsma-

trix KrvomInkrementanfang bei, dann enthält ARG‘die in-

krementalen Veränderungen sowohl der physikalischen als

auch der geometrischen Nichtlinearitäten.

Bei der Bildung der Knotengleichgewichtskräfte Es, — im

Knotenkoordinatensystem des Grundzustandes — für den

v- ten Iterationsschritt wird ARG aufgespalten in den physi-

kalisch nichtlinearen Anteil Alvimc und den geometrisch

nichtlinearen, der überdie in der Iteration mitgehende geo-

metrische Steifigkeitsmatrix erfaßt wird.

V 1’

Far = Far-1 + A Far (115)

v v—I v-l v_l v-l

Mo, = 1., (K; + x; («1») TI: no A q, — A Rm: (116)

y_ v—1 4

A q„'= 2 AA 1,, (117)
i=1

v—I v—1 1'

A RK’C = RK’G

l= 1

Die linearisierten Systemgleichungen des v-ten Iterations-

schrittes für Theorie III.III. Ordnung sind dann formal mit

(99) identisch.

Als Abbruchkriterium für die Iteration wird der Vergleich

der Euklidschen Normder Wirkungsgrößen vom v-ten und

vom ersten Iterationsschritt verwendet.
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(AAW) AAw

Dabei werden bei rein geometrisch nichtlinearem Verhal-

ten Verschiebungsinkremente AAq, bei rein physikalisch

nichtlinearem Verhalten die Inkremente der Korrekturla-

sten AARk genutzt. Bei gleichzeitiger Berücksichtigung

beider Nichtlinearitäten erfolgt der Iterationsabbruch,

wenn entweder AAq oder AARk die Bedingung (119) erfül-

len, Restkräfte werden in das folgende Inkrement über—

nommen. Zur Erfassung des viskosen Stoffverhaltens tre-

ten an die Stelle der Lastinkremente die Zeitschritte.

s; (119)
I

II AAWII

Da die Newton-Raphson—Verfahren im Traglastbereich —

bei horizontaler Tangente der Last-Verschiebungs-Funk-

tion nicht konvergieren, drückt sich hier Systemversagen

durch Divergenz der Iteration im kritischen Lastinkrement

aus.

5.2. Beispiele

Untersucht wird das System nach Bild 14 (BESM 6).

Bild 23 zeigt die Last-Verschiebungs—Abhängigkeit. Die

Rißentwicklung beginnt im Element 10. Bis zum Entstehen

der ersten Risse haben die geometrischen Nichtlinearitäten

praktisch keinen Einfluß auf die Lösung. Erst mit dem Stei-

figkeitsverlust infolge der ersten Risse unterscheidet sich

die allein physikalisch nichtlineare Lösung deutlich von der

geometrisch und physikalisch nichtlinearen. Auch das Rei-

ßen weiterer Elemente — Elemente 2 und 3 — tritt nun bei

Erfassen beider Nichtlinearitäten, bei wesentlich kleineren

Lasten ein, als es die allein physikalisch nichtlineare LÖ-

sung anzeigt. Analoges gilt für die Systemversagenslast des

Tragwerkes.

P EkNIMZJ

physlkolisch nichNineor  
nichinoar

Element 10

10 2D 30 40 50 60 7U 'v [mm]

Bild 23

Stahlbetondachfaltwerk; geometrisch und/oderphysikalisch nicht-

linear, Last-Verschiebungs-Abhängigkeiten
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]:I

r——i o. 500
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‚_—

0.600
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Bild 24

Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; homogener

Werkstoff, System, Vernetzung, Schichtung, E = 6.9 107 kN/m2‚

v = (13,0F = 6.21 104 kN/mz, p = k - 3.7247 kN/mz, t = 2.54 mm

 

   

  

„1 Systemversugen

5-0 geomeuisch und physikalisch

nichtlinear iunterlineorl

Flienbeginn y 7 Systemversngen

 

3,7 _/ -“" \\
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Bild25

Allseitig gelenkig gelagerte quadratische Platte; geometrisch

und/oder physikalisch nichtlinear, Last-Verschiebungs-Abhangig-

keuen

Für die aus rechentechnischen Gründen (BESM 6) grob

vernetzte allseitig gelenkig gelagerte Quadratplatte aus ho-

mogenem Werkstoff (Ausnutzung doppelter Symmetrie,

Bild 24) wurden Last-Verschiebungs-Kurven inkrementell-

iterativ berechnet (Bild 25). Sowohl für physikalisch als

auch für geometrisch und physikalisch nichtlineares Vorge-

hen ist die elastische Grenzlast zur Kennzeichnung der

Tragreserve zwischen Punktversagen und Systemversagen

eingetragen. i

Beim Systemversagen sind in den Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8, 9 sechs Schichten plastiziert (Durchplastizierung), in

den Elementen 3 und 7 vier. Während bei alleiniger Be-

rücksichtigung der physikalischen Nichtlinearität überli-

neares Verhalten angezeigt wird, erhält man bei Miterfas-

sung der geometrischen Nichtlinearitäten infolge des da-

durch berücksichtigten entlastenden Membranspannungs-

zustandes — zugehörig zur Ausbildung eines Druckringes

längs der Ränder—zunehmende Versteifung der Platte und

damit unterlineares Verhalten - ganz im Gegensatz bei-

spielsweise zum Beispiel des Dachfaltwerkes, vgl. Bild 23.

Die beiden Beispiele von Bild 23 und Bild 25 verdeutlichen

die starke Systemabhängigkeit der physikalisch und geo-

metrisch nichtlinearen Effekte auf die Tragreserven zwi—

schen Punktversagen und Systemversagen.
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