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Die Anwendung von stufenförmigen Basisfunktionen auf die Platten-

berechnung

A. A. Sotov

Die betrachtete rechteckige Platte ist mit beliebig verteilten Querkrt'iften belastet. Sie kann aufden Rändern verschiedene Randbedingungen erfül-

len und diskrete Verstärkungen besitzen.

Die Steifigkeitsverteilung ist in beiden Richtungen beliebig. Der Berechnung liegt die lineare I’lattentheorie unter Benutmng stufenförmiger Ba-

sisfunktionen zugrunde. Die zu betrachtende Platte wird in beliebige nichtüberdeekende Abschnitte in beiden Richtungen unterteilt.

Längs derAbschnitte werden diese stufenförmigen Funktionen eingeführt, die aus der Differenz der Heavisidefunktionen an den Grenzen entste-

hen. Diese Funktionen werden für die Bestimmung der höchsten Ableitungen der, Steifigkeits— und Durchbiegungsfunktionen der Grundglei-

chungen der Plattentheorie benutzt. Berechnungsbeispiele werden mit bekannten Lösungen verglichen.

A rectangularplate is subjected to arbitrary transverse loads. lt is possible to investigate various types ofboundary conditions and arbitrary dis-

crete reinforcements in both directions. The present analysis is based upon the utilization ofspeciallyformedfunctions. The plate is provided with

a rectangular gridpaltern. Along the grid lines were introduced the specialfunctions, which are the difference ofHeavysidefunctions on this lines.

From this functions we obtain by differentiation the equations oftheory ofplates A comparison was made with known solutions and own nume-

rical examples.

Für die Berechnung der Platten mit komplizierten Steifig-

keitsänderungen schlagen wir ein Verfahren vor, bei dem

stufenförmige Funktionen benutzt werden.

1. Aufgabenstellung

Wir betrachten eine rechteckige Platte, die durch beliebig

verteilte Querkräfte belastet ist. Sie kann unterschiedliche

Randbedingungen auf allen Rändern aufweisen. Die Stei-

figkeitsänderung ist in beidenRichtungen beliebig (Bild l).

Wir legen über die Plattenmittelfläche ein Gittemetz inbei-

den Richtungen unter Berücksichtigung der Steifigkeits-

und Belastungsveränderungen.

Wie bekannt, kann man den Verformungszustand der ‚ n ‚ ‚ _ ‚ _

Platte durch folgende Differentialgleichung beschreiben um dm außen3935‘“? die Stälfigkelt und_dle Dumth-

[1]: gung zu beschreiben, fuhren Wir den Begriff „stufenfor-

mige Funktion“ ein:

D“ (w,m + pwyy) + Dy, (wyy + awn) + 2D,l (wm + Wm) 0 beia; ai

(1-1) Ma) = 1 bei a, < a g am (1.2)

+ 2Dy (wyyy + Wm) + 2 (1 — p.) nywxy

+ D (wxxxx + 2wxxyy + wyyyy) = (“x”);

wobei gilt:

D(x‚y) — Steifigkeit, w(x‚y) — Durchbiegung,

q(x‚y) — äußere Belastung.

 

Bildl

0 bei a > a, +1

mit

i — der Nummer der Strecke und

a — der Koordinate (x oder y).

2. Grundlagen des Verfahrens

Die Belastung wird in allen Netzzellen als gemittelterWert

angenommen, und die Belastungsfunktion hat jetzt die

Form

(Km) = (in Ä: (x) Ä; (y) - (2-1)

mit

i, j — den Streckenindizes in Richtung x bzw. y,

qij - dem Mittelwert der Belastung in dem Feld mit dem

Indexpaar i, j.

Um die Steifigkeitsfunktion anzugeben, müssen wir eine

Zusatzaufgabe lösen. Da die Gleichung (1.1) die zweiten

Ableitungen der Steifigkeitsfunktion enthält, ist es zweck-

mäßig, um die Differentiation der unstetigen Funktionen

zu vermeiden, D(x,y) in folgender Form anzugeben:
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3‘D(x,y) _ —

axz—a'yr - P {1 Dii M (X) M (Y)- (22)

Esbedeuten:

D(X’Y) = P i ßij t” (x) t” (y) + x[§Flit2j (Y) + Fly + F1]

+[2 intzj (Y) + F2? + F2]

+ Gut2i(x) + Glx + 61]

+ Gützior) + Ö 2x + 52], (2.3)

mit

1-)”- — den gesuchten konstanten

Koeffizienten,

Flia F25.

G“, Ga, — den Konstanten, die mit Hilfe der

F1, F1, F2, F2, Randbedingungen bestimmt sind ‚

Öl) GI) 62, ö:

:„(x) =J t,(x)dx‚

t„(x) =xI t1i(x)dx.

Die Steifigkeitsfunktion hat, wenn D(x‚y) an den Rändern

gleich Null ist, folgende Form:

D(x,y) = gala-(x) — gute][um — ihnen].

(2.4)

Um die Koeffizienten Üü zubestimmen, geben wir die Stei—

figkeitswerte in der Mitte eines jeden Feldes an (Bild 2) und

lösen folgendes Gleichungssystem :

5|: l_3i1'|:t2i("‘m) ‘ i?" t2i(a)] [‘21'6’11)j‘ä‘ t2103)] =

D(imyn) = Dmn)

D(imm

J

mm 

mit

x _xm+xm+l. - =yn+Yn+1

III 2 i yll 2

m=1,2,...,I; n= 1,2,...,J.

Jetzt müssen wir die Funktion w(x‚y) bestimmen. Wir be-

nutzen dabei eine ähnliche Prozedur, wie zur Berechnung

der Steifigkeitsfunktionen. Wirgeben hier gleich die vierte

Ableitung der Durchbiegungsfunktion in beiden Richtun-

gen an:

83w

W= PFAH MX) MY) (2.6)

Nach der Integration bekommen wir ;

x3 — y3

W = Aijt4i(x)t4i(Y) + "6 Cijt4j(Y) + C1 3 +

+ 61%2-4' E1y+ E1]

2 — = ~ z

+ Ei- [§C2jt4j()’)+c2%+ C2 2; + C2Y+ C2]

+ x [ZjIC35t4,-()')+63%+E §+63Y+253]

+ [ch4jt4j(y)+é4§+=4§+E4y+fid

(2.7)

_ 3 = 2 ~ z

+163—[§Blit4i(X)+B1-x6—+ B1 3%- + le+ B1]

2 3 _ 2 ~ z

+ 12-[EiB25t4i(x)+l—32 %+ 132x? +B2x+ 132]

I: — x3 = x2 ~ ~
+ X 25B3it4i(x)+B3-6-+B3?+B3X+B3

+ [¥B4itfi(x)+B4 %+ B412- + B4X+ B4]

Wenn die Ränder der Platte gelenkig gelagert oder einge-

spannt sind, kann man die Integrationskonstantenim vor-

aus Null setzen. Die Tabelle 1 enthält die Durchbiegungs-

funktionen bei verschiedenen Randbedingungen. Man

kann die Randbedingungen auch in Form diskreter Rand-

punkte im gesamten Gleichungssystem einführen.

Nachdem alle Funktionen beschrieben sind, setzen wir die

Funktionen q(x,y); D(x‚y) und w(x,y) für die Koordinaten

der jeweiligen Feldmitten in die Differentialgleichung (1. 1)

ein. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem für die Be-

stimmung der unbekannten Koeffizienten Aij.

Als Beispiel soll das Gleichungssystem für allseitig gelenkig

gestützte Plattenränder dienen:

Aij { Dxx(imym) [ ß2i(im) ß4jÜn) + mam“)sz (Va) ]

+ Dwain) [man 6216:.) + Mm) am]

+ mama) [Bum am) + 33m.) am]

+ znyamsn) [mm mm) + mm) am]



 

+ 2(1-u)ny(i..i..) mm) am)

+ 5mm.) [im am) + zßzicimmzm

+ mm...) mm] }

= 2329; L- (i...) um (2.8)

wobei gilt:

m=1,2,...‚I; n=1,2,...‚J;

m...) = [mm — ‘72: t2i(a) l;— ma)

b? t2i(a);]

-— 2

Bsifim) = [Ei-im) — leatz‘a) _ äu‘a) + %t2i(a)] ;

m...) = [we — 33 am] ;

Mai-n) = [tufino " '51; t2K“) ] -

Mit der Lösung dieser Gleichungen bekommen wir die

Werte der Öü-Koeffizienten und können die Funktionen

W(X‚y); Mx(x‚y); My(x‚y); Qx(x‚y); Qy(x‚y); Mxy(an) in

analytischer Form für beliebige Steifigkeiten und Belastun-

gen für verschiedene Randbedingungen angeben.

Man muß bemerken, daß das vorstehend beschriebene

Verfahren auch diskrete Verstärkungen bei Platten zu be-

rücksichtigen erlaubt. Dafür führen wir in der Ansatzfunk-

tion (2.6) zusätzlich die Glieder, die von den Verstärkungs—

rippen herrühren, ein:

I x

E MK) 3 Ru 5:0)-

                 

(2.9)

i=1 k=l

NN Randbedingungen Glieder beim Aij “M“

y 2 2

1 F Maw-7‘3Moose}:- L229)[nam>-%wu>ll

7 'i‘as (”'55 ‘ai(b)*%3(% " ’z—bM‘AiW' 3 'ai W1}

3

2 V l __q.. lt iZFAag{tu(x)-€’5; We) - ä— mm)’ 5312411)}
b 3

-'- _Y - {{Lj(y)' ä; tgj (b) - % t“ (b)+ 16-9 {21%)}

y 3

3 Q i g; whim- €313i(u)—%tfl(u)o % {um}

b 2 3 2b

„ ww-%mwwwAflm-ggimn
y \ 2 3 1

L fit Aid!“ (x) - % tzi(u)+ 3— qxz)[t„i(a)- "Ty-1(a)”

3
_7 n{t„(y)- JZ— t23(b)+ 2—53 — by2)[tLj(b)--g- 550.01}

v „ 7 3 x2 .

5 b "a— AU{‘L‘«(")‘ 2L: taih)’ ; T°)[m(a)— %2t3;(n)]

3
„x -{le(‘1)“ §12jm¢ 2—993— - byz)[tl‚5(b)-% tam]

y .. _ 3
6 E: ??A„{t1‚.(x)- g— tum- gamma. LS“ (um) z

_r ' {a} (Y)- yz— (25 (b) * 333 - by2)[t‘i(b) ’ ä" izj

NN Randbedingungen Glieder beim BiK lahme:

 

y z

1 L

T

2 3 Z

2; g Bik{tm(x)- ZX—u t3i (cm 354*? - %)[t“(u)—% 131m)

-{h3K(y)—%%z h2K (b)- {L3 [h3k(b)* £32259)—

l

Vä—Xäpfi

 

3
2 Y _____ Bub“ (x)- ä inkl) - ä 1‘101»: % {2'1 (0.)}

3 y b
--°-- —x— -{h3k(\/)— Gib— h1k(b)- B h3K(b) + % Mm}

 

3

Bax {MM— 276 taxed-fit“ (MAE;E tum}

x1

{

V {hakm- 2L: w»— gjwb)- my“; 422)}
2 

2

2 3

2

Bik 141(10— %— 221(u}+ 2%; * 0X2)[‘Li (0)" 92‘ t2i (0)1}

 

3

221
l K

a2;

 

3m
m

4
“

b

l

4{h3k(y)- X2- 'h„<(b) + 5353 (13 — by’)[h3„(b)— PZ—Zh1k(b)]}

Bidmm- ;: wow ä: (% LEW“)—

' {h3k(‘l)' l’2‘z h1k(b)*ä " by2)[h3x(b) ‘ githD)”

% him)”

 

3 

  

3

39% Bah/«(0‘ 36(7) way—g— th‘l(q)+% {flag}

2 2

.{huM— ä“ h1“ (by 1313 " byzflhw “9‘% MAN”
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Dabei ist:

k — Nummerder Rippe,

Ru — unbekannte Koeffizienten,

ök(y) — Dirac-Funktion,

._ 0 bei Y * Yk

Die nach der Integration erhaltenen Glieder in w(x,y) für

verschiedene Kombinationen von gelenkigen und einge-

spannten Rändern sind in Tabelle 2 dargestellt.

Für diese Tabelle 2 gilt:

6k(y) = I ök(y)dy Heavisidefunktion

Y

h1k(Y) =yf 6k(Y)dY9 hsz’) = I h1k(Y)dy‚

Y

1130):)! bawdy.

Diese Terme fügt man in das Gleichungssystem (2.8) ein.

Außerdem muß man die Übergangsbedingungen zwischen

den Rippen und der Platte berücksichtigen.

-3

Wm.‘ '0

                       

Bild3

Wenn die Rippen nur Biegesteifigkeiten besitzen, haben

die Kontaktbedingungen folgendes Aussehen:

(EI)R wxm = D [w,,. + (2—1).) w,m L beiy = yR. (2.11)

Ähnlich kann man auch die Torsionssteifigkeit der Rippen

berücksichtigen.

3. Beispiele

Um die Möglichkeiten des Verfahrens zu demonstrieren,

wurden mit dem Rechenprogramm einige Beispiele ge-

rechnet, zunächst eine quadratische Platte mit konstanter

Belastung. Um die Konvergenz und die Genauigkeit zu be-

werten, wurde mit verschiedenen Vernetzungen gerech-

net. In dem Bild 3 wird die Durchbiegungsverteilung für ge-

lenkige und eingespannte Ränder gezeigt.

Bild 4 demonstriert die Konvergenz der Lösung für die ge-

lenkig gelagerte Platte bei variierter Feldanzahl in beiden

Richtungen. Diese Ergebnisse werden mit der exakten und

mit FEM-Lösungen verglichen.

Das zweite Beispiel zeigt, wie man diesen Algorithmus zur

Berechnung von Platten mit lokaler Belastung benutzen

kann. Es handelt sich dabei um eine quadratische, gelenkig

gestützte Platte mit konstanter Belastung in nur einem zen—

tralen Feld. Die Feldanzahl wurde noch variiert. In Tabelle

3 sind die Durchbiegungswerte in den einzelnen Feldern

der Platte angegeben.

———— exakte Lösung [1]

—-— FEM [U

 

Rik”

 

li12laltlslsl7ls|9l1o[n
Tabelle 3

 

1 7.01310"

 

3 3562105 5.40310“ 3.852105

 

-5 _ _ .

5 1.664404s 3.14540 2.10140 " 01.46105 1.664106

 

‘7 -5 . _ ‘ _ .

7 1.56410 1.55510 5.557105 1.10210" 6.657105 15551051560107

  

s
;

   

r
"
T
7

    

~8 -6 -5 '5 —5 . .. .

9 1.96410 3.93010 2.08410 4.35410 6.75110 08501052031105 3.930105 1,961.10“

          

. - . . ' -5 -s —5 —
11 1554109123810" zssa-toszozzmsssgmo 1.55310 359410 2022105

   

-G »G ' .

7.56310 1.23010 mumfl
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4. Schlußbemerkungen

Diese Arbeit zeigt nur einen Teil der Möglichkeiten der

Verwendung von Stufenfunktionen, speziell die Beschrei-

bung der Steifigkeits- und Zustandsparameter von einfa-

chen Plattensystemen. Das Verfahren wurde aber auch mit

guten Ergebnissen für die Festigkeits- und Stabilitätsbe-

rechnung von Konstruktionen mit diskreten Verstärkun-

gen, veränderlichen Steifigkeitsparametem, sowie ver-

schiedenen Rand— und Belastungsbedingungen verwendet.

Dabei wird der Gesamtweg für die Berechnungder geome-

trischen Charakteristiken, der physikalischen Eigenschaf-

ten, sowie des Spannungs- und Verformungszustandes in

[2], [3] beschrieben.

Natürlich kann man alle diese Konstruktionen auch mit der

Methode der FEM berechnen. Eine Vergleichsanalyse

zeigt jedoch, daß die vorgeschlagene Lösung meist weniger

Unbekannte bei der gleichen Vernetzung und Genauigkeit

erhält. Außerdem haben die Ergebnisse analytische Form,

was die Berechnung nicht nur in den Knoten, sondern auch

für beliebige andere Punkte erlaubt. Die analytischen Er—

gebnisse sind anschaulicher. Sie können weiter (z. B. bei

Optimierungsberechnungen) differenziert und integriert

werden.
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