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Die Anwendung von stufenformigen Basisfunktionen auf die Platten-
berechnung

A.A. Sotov

Die betrachtete rechteckige Platte ist mit beliebig verteilten Querkriften belastet. Sie kann auf den Rindern verschiedene Randbedingungen erfiil-
len und diskrete Verstirkungen besitzen.

Die Steifigkeitsverteilung ist in beiden Richtungen beliebig. Der Berechnung liegt die lineare Plattentheorie unter Benutzung stufenférmiger Ba-
sisfunktionen zugrunde. Die zu betrachtende Platte wird in beliebige nichtiiberdeckende Abschnitte in beiden Richtungen unterteilr.

Ldéngs der Abschnitte werden diese stufenformigen Funktionen eingefiihrt, die aus der Differenz der Heavisidefunktionen an den Grenzen entste-
hen. Diese Funktionen werden fiir die Bestimmung der hichsten Ableitungen der Steifigkeits- und Durchbiegungsfunktionen der Grundglei-
chungen der Plattentheorie benutzt. Berechnungsbeispiele werden mit bekannten Losungen verglichen.

A rectangular plate is subjected to arbitrary transverse loads. It is possible to investigate various types of boundary conditions and arbitrary dis-
crete reinforcements in both directions. The present analysis is based upon the utilization of specially formed functions. The plate is provided with
a rectangular grid pattern. Along the grid lines were introduced the special functions, which are the difference of Heavyside functions on this lines.

From this functions we obtain by differentiation the equations of theory of plates. A comparison was made with known solutions and own nume-
rical examples.

1. Aufgabenstellung Fl'i.r die Berechnung der Plat‘ten‘mlt komplizierten St.clfng-
keitsinderungen schlagen wir ein Verfahren vor, bei dem
Wir betrachten eine rechteckige Platte, die durch beliebig stufenformige Funktionen benutzt werden.
verteilte Querkrifte belastet ist. Sie kann unterschiedliche . . . . . L . .
; . ; : i Wir legen iiber die Plattenmittelflache ein Gitternetz in bei-
Randbedingungen auf allen Rindern aufweisen. Die Stei- den Rich Beriicksichti der Steifigkei
figkeitsanderung ist in beiden Richtungen beliebig (Bild 1). en Rachiungen untex Berlicksichigung: der Stctitgkelts:

und Belastungsveranderungen.
Wie bekannt, kann man den Verformungszustand der .. . . . . .
Platte durch folgende Differentialgleichung beschreiben Uimidiedubere B?"’S‘““F’ die Stf"ﬁgkc“ und,dle Durchbie-
[1): gu.ng zu beschreiben, fithren wir den Begriff ,stufenfor-
mige Funktion“ ein:

Dix (Wax + uWyy) + Dyy (Wyy + tWsx) + 2Dx (Waxx + Wryy)

0 beia=q
(11) Xi(a) = 1 beig;<a=ay (12)
+ 2Dy (Wyyy + Waxy) + 2 (1 — ) Dyywyy 0 beia>a;4q
+D (wxxxx + 2wxxyy + wyyyy) = Q(ny); mit
wobei gilt: i—der Nummer der Strecke und

D(x,y) - Steifigkeit, w(x,y) - Durchbiegung, @~ der Koordinate (x oder y).
q(x,y) — duBere Belastung.

2. Grundlagen des Verfahrens

Die Belastung wird in allen Netzzellen als gemittelter Wert

y angenommen, und die Belastungsfunktion hat jetzt die
a Form
J
~ q(xy) = I L g;j hi (x) 45 (y) -(2.1)
n 1775 3
j 5 mit
: Y i, j —den Streckenindizes in Richtung x bzw. y,
o2 Gij — dem Mittelwert der Belastung in dem Feld mit dem
=i o .
{ =T 2 -1 11 -Tm 11 = Indexpaari, j.
T1 X ) Um die Steifigkeitsfunktion anzugeben, miissen wir eine
Zm e Zusatzaufgabe 16sen. Da die Gleichung (1.1) die zweiten
Ableitungen der Steifigkeitsfunktion enthilt, ist es zweck-
méBig, um die Differentiation der unstetigen Funktionen
Bild1 zu vermeiden, D(x,y) in folgender Form anzugeben:
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S‘D(x,y)
aay 3y?

Esbedeuten :
patiet Dy ta () 5 () + x[§F15tzj o +Fy+ f‘]

= FEDM N 0). @2)

+[2: Fiityi (y) + Fay + i—“2]

+ y[? G“ta(x) + Glx + 51]

+ [23 Gaitai(x) + G x + ﬁ,], (23)
mit
I_)i,- - den gesuchten konstanten

Koeffizienten,

Fy;, Fyj,
Gu, G, ~ den Konstanten, die mit Hilfe der
F,, Fl, F,, F;, Randbedingungen bestimmt sind ,
Gl’ Gl’ Gz: Gz

tu(x) =!j M(x)dx,
t(x) =xI tu(x)dx.

Die Steifigkeitsfunktion hat, wenn D(x,y) an den Riandern
gleich Null ist, folgende Form:

D(x,y) = 2? ? Dy [tZi(x) - ',:'tZi(a)] [tzj(Y) = Xbtzj(b)]-

(2.4)

Um die Koeffizienten ]-Sij zu bestimmen, geben wir die Stei-
figkeitswerte in der Mitte eines jeden Feldes an (Bild 2) und
losen folgendes Gleichungssystem :

) )’3 D; [tzi(im) - iTm tzi(a)] [th(yn) _9_{_.;_ t25('3)] =
D(Xm, ¥a) = Dmn> (2.5)
Y
D(Xm:Y)
o o o o L} o o ]
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> D(X,¥n)
RLig
t= | 1|2 -|m]| -|-]1

Bild 2
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mit

% _xm+xm+l. - =Yn+y:|+1
m 2 ’ yll 2
m=12...,I; n=12,...,1

Jetzt miissen wir die Funktion w(x,y) bestimmen. Wir be-
nutzen dabei eine dhnliche Prozedur, wie zur Berechnung
der Steifigkeitsfunktionen. Wir geben hier gleich die vierte
Ableitung der Durchbiegungsfunktion in beiden Richtun-
genan;

3w
ax* ay*

= LLA; M) Ai(y)- (2:6)

Nach der Integration bekommen wir :
W = BDALMLO) + [z Ciits(y) + G f

+ E]X;—ﬁ‘ 61)"" 81]

+ —[EC:,%(Y)"’Q% G -§+52Y+62]

+ x [Z:C3,t4,(y)+C3% c §+'63y+’c’3]

i [ZC4,t4,(y)+C4i Cy §+E4y+a]
@.7)

+ {—[Z}Bntﬁ(x)"'ﬁl _xg+ B, 522‘ +Bix+ B, ]

+ %Z[EiBzihi(x)"']_h %3+ ]=32x?2+§2x+§2]

= X2 ~ =
+ x [EBg.t.;,(X)"‘Bg £ +Bi5 +Bx+ Bs]

3 g2 ~
+ [ZiJB4it4i(x)+}—34 %+§4£2-+B4X+ B4] .

Wenn die Rinder der Platte gelenkig gelagert oder einge-
spannt sind, kann man die Integrationskonstanten im vor-
aus Null setzen. Die Tabelle 1 enthilt die Durchbiegungs-
funktionen bei verschiedenen Randbedingungen. Man
kann die Randbedingungen auch in Form diskreter Rand-
punkte im gesamten Gleichungssystem einfiithren.

Nachdem alle Funktionen beschrieben sind, setzen wir die
Funktionen q(x,y); D(x,y) und w(x,y) fiir die Koordinaten
der jeweiligen Feldmitten in die Differentialgleichung (1.1)
ein. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem fiir die Be-
stimmung der unbekannten Koeffizienten A;;.

Als Beispiel soll das Gleichungssystem fiir allseitig gelenkig
gestiitzte Plattenrinder dienen:

2?2,3 Ajj { Dx(Xm¥m) [ B2i(Xm) B4i(Fa) + Bai(Xm)B2; (Tn) ]

+ Dy(RaTe) [BiEn) B2iF) + 1B2(Ra) BT |
+ 2Dx(Xm,¥n) [Bu(im) Bai(Fn) + Bi(Xm) B2i(Tn) ]
+ 2Dy Ra7) [BiEn) Bi(Ta) + BaRe) BT |



+ 201~ W)DeFan,Te) B(n) Bs(T)

+ D(Rae) [ Ma) BolFa) + 2BFe)Bi (7o)

+ Bua) ) | }

= 2?@; A (Xm) Ai(Fn) 2.8)

wobei gilt:

mi= 1,251 n=12,...,7];

Bﬁ(im) = [tdﬁ(_x-m) - %i tZi(a) - zam— Qi(a)
_mea tzi(a);]

ack) = [ %) — Ztata) - L@ + 2@ | ¢

BalRe) = [taRa) - 22 6@ | 5
Bri(Xm) = [tli(im) - % t:i(a) ] .

Mit der Losung dieser Gleichungen bekommen wir die
Werte der D;;-Koeffizienten und konnen die Funktionen
w(x,y); Mx(x,y); My(x,y); Qx(x,¥); Qy(x,¥); My(x,y) in
analytischer Form fiir beliebige Steifigkeiten und Belastun-
gen fiir verschiedene Randbedingungen angeben.

Man muB bemerken, daB das vorstehend beschriebene
Verfahren auch diskrete Verstirkungen bei Platten zu be-
riicksichtigen erlaubt. Dafiir fiihren wir in der Ansatzfunk-
tion (2.6) zusitzlich die Glieder, die von den Verstirkungs-
rippen herriihren, ein:

I K
L N(x) I Ry &(y). 29
i=1 k=1
NN |Randbedingungen Glieder beim A Tabelle 1
, y{iv ;?A(,{t,ﬂ(x) 20 t,.(u)«%(*— )[t,.l(u) -;t,l(u)}}
b
s {‘L’ (7)'zb‘3i(b)* (y‘“yT)[ 41'(”)'7'35(")]}
) y === ;?A(,{t“(x)-—-—th(u) A i@ 4y (@)}
el {0 3 & 150~ E b 0+ X2ty (o))
s y - 57 it - Gu t3i(a) - «,,l(a). 2 ()}
: a0~ 2oty S8 -2y 3, 0]
. yﬁ‘ §?Au{t (x)-—tzi(u)+ ("33— ax [t,,l(a)- 2t2l(0)]}
. {tay - F 00+ 2y (L - by Yt - Bt (b)]}
A= T2 it 0~ Zu () j3(———[t:.l(u) $ i)
b
. [y~ ¥ :2, )+ (% - oy?)[ ;-5 1 0]
L S T A {tit- £y - X 4@ + 22 t; @)
6] b ° t 3 (y? 2 B?
- {tL,(y) tz’(b)hi;;( T ~ by )[t‘i(b)- % *zj(b)]}

NN fRandbedingungen Glieder beim Bik

Tabelle 2

2
1 ygf X% B‘“{t“l(’o_;_utﬁ(m*%(% e ‘la(“) 2 t31(3cx }
3 2
s '{hJK(V)‘%hZK(b) j‘[hsk(b) P._"‘ZK(_bz_](a ..V_Z_)}

e TZ Bi{ui - thzl(u)

. {h3k(y) Gb hm(b)

tLL(Q)"

Lhy )+ %

le (a)}
hﬂ((b)}

ZZ Bix|ti 0~ 6‘6‘21(“)

oy

o i @)+ 562 t (a)}

Aracy- % s ? (o)~ s 00 LR )(

2,
s -vaﬂ

T Bi{ui- & Qzl(a)+ (XT
i

hak (‘I) 7 hm(b)

[‘m @-% tzl (a)]}
L - oy)frae)- &

1K(b)]}

;:rri;:rm

{
le{t ()~ Zu 13((0 E‘-*("'
g

3
hsk(‘l)‘ "‘1k(b) z—_:,(

H

—)[‘Li@"? t3i )]}
y? [h3x(b)‘ %zhm(b)]]

PN Biw { tai 0= = 'eT: ty@)-% c,‘l(q)+

tZl(a)}
. {h:"‘(y)_ yfz ha (0)* 'm (T - by )[hSK (b)- %2 h1k(b)]}

35



Dabei ist:

k — Nummer der Rippe,
Ry - unbekannte Koeffizienten,
8(y) - Dirac-Funktion,
= [Obeiy#*y,
%) = \ w bei =aben (2.10)

Die nach der Integration erhaltenen Glieder in w(x,y) fiir
verschiedene Kombinationen von gelenkigen und einge-
spannten Rindern sind in Tabelle 2 dargestelit.

Fiir diese Tabelle 2 gilt:

6(y) = I Sx(y)dy Heavisidefunktion
y
hu(y) =yf ex(y)dy, ha(y) = [ hu(y)dy,
y
hax(y) =yf hax(y)dy.
Diese Terme fiigt man in das Gleichungssystem (2.8) ein.

AuBerdem muB man die Ubergangsbedingungen zwischen
den Rippen und der Platte beriicksichtigen.

Wenn die Rippen nur Biegesteifigkeiten besitzen, haben
die Kontaktbedingungen folgendes Aussehen:

(EDR Wxxx = D [wy,. + (2—-p) Wi ]y beiy = yr. (2.11)

Ahnlich kann man auch die Torsionssteifigkeit der Rippen
beriicksichtigen.

3. Beispiele

Um die Méglichlfeiten des Verfahrens zu demonstrieren,
wurden mit dem Rechenprogramm einige Beispiele ge-
rechnet, zunichst eine quadratische Platte mit konstanter
Belastung. Um die Konvergenz und die Genauigkeit zu be-
werten, wurde mit verschiedenen Vernetzungen gerech-
net. In dem Bild 3 wird die Durchbiegungsverteilung fiir ge-
lenkige und eingespannte Rinder gezeigt.

Bild 4 demonstriert die Konvergenz der Losung fiir die ge-
lenkig gelagerte Platte bei variierter Feldanzahl in beiden
Richtungen. Diese Ergebnisse werden mit der exakten und
mit FEM-Losungen verglichen.

Das zweite Beispiel zeigt, wie man diesen Algorithmus zur
Berechnung von Platten mit lokaler Belastung benutzen
kann. Es handelt sich dabei um eine quadratische, gelenkig
gestiitzte Platte mit konstanter Belastung in nur einem zen-
tralen Feld. Die Feldanzahl wurde noch variiert. In Tabelle

Wy 107 3 sind die Durchbiegungswerte in den einzelnen Feldern
der Platte angegeben.
5
" Lt Wi 10° ————exakte Losung[1]
// \\ . —-—FEM [4]
’ / Au\h =
/’ - o oot °
/ 1N =
2 / \ 7
/ i -
] / e i A 58
/ X
0 G 0
0 2 4 6 8 10 1 3 5 7 9 1 13 15 I
Bild3 Bild 4
A I N N N A N N B A Rabens
1 [781316*

3 |3862-16% 5.403-10"|3862-1°

-5 = - E
5 |1.664-10°|8.446-10° 2101107844616 {1 664-1G°

» . i . ] ! !
7 |1.564-10" |1.565-10°|6.657-10°°|1.102. 16 |6.657-10 | 1.555-16 | 1.564-16 "

£

TTT

-8 -6 -5 -5 -5 e 2 2
9 11964-10" |3.930-1°2.084-16" |4.854-10" 675110 |4854-10|2.084.16°| 3.930-16°

1964-10

e x E s s -5 -5 J
11 J1664-107°}1.23816% 756310 | 2.022-16 >|3.594-16 | 4.553-16 |3 504.10 | 2.022-16°

-6 -6 - 5
75563-10|1.238-10 1.554-1ﬂ
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4. SchluBbemerkungen

Diese Arbeit zeigt nur einen Teil der Moglichkeiten der
Verwendung von Stufenfunktionen, speziell die Beschrei-
bung der Steifigkeits- und Zustandsparameter von einfa-
chen Plattensystemen. Das Verfahren wurde aber auch mit
guten Ergebnissen fiir die Festigkeits- und Stabilititsbe-
rechnung von Konstruktionen mit diskreten Verstirkun-
gen, verdnderlichen Steifigkeitsparametern, sowie ver-
schiedenen Rand- und Belastungsbedingungen verwendet.
Dabei wird der Gesamtweg fiir die Berechnung der geome-
trischen Charakteristiken, der physikalischen Eigenschaf-
ten, sowie des Spannungs- und Verformungszustandes in
[2], [3] beschrieben.

Natiirlich kann man alle diese Konstruktionen auch mit der
Methode der FEM berechnen. Eine Vergleichsanalyse
zeigt jedoch, daB die vorgeschlagene Losung meist weniger
Unbekannte bei der gleichen Vernetzung und Genauigkeit
erhilt. AuBerdem haben die Ergebnisse analytische Form,
was die Berechnung nicht nur in den Knoten, sondern auch
fiir beliebige andere Punkte erlaubt. Die analytischen Er-
gebnisse sind anschaulicher. Sie konnen weiter (z.B. bei
Optimierungsberechnungen) differenziert und integriert
werden.
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