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Modellierung der turbulenten Schubspannung

in Grenzschichten

W. Szablewski

Die derzeit noch ungeloste Problematik — ein zentrales Problem der Turbulenzforschung — liegt in der definiten mathematischen turbulenten
Schubspannung, die diese in Relation zu den Mittelwerten des Geschwindigkeitsfeldes setzt.

In der vorliegenden Mitteilung erhalten wir, ausgehend von der in der Trigheitsunterschicht geltenden bekannten Prandtischen Formulierung,
eine Formel fiir die turbulente Schubspannung im Trégheitsbereich der Grenzschicht, die mit Messungen in inkompressiblen Grenzschichten in

Ubereinstimmung steht.

Modeling of the turbulent shear stress in boundary layers

Modelling of the turbulent shear stress in turbulent boundary layers. We derive a formula for the turbulent shear stress in the inertial layer of the
boundary layers. Agreement with measurements in incompressible and compressible adiabatic boundary layers.

1.Tragheitsschicht

Es bezeichne x die vom Staupunkt der Stromung gemes-
sene Bogenlénge der als glatt angenommenen Kontur des
Kérpers, y den senkrechten Abstand von der Wand; u, v
die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten des
Geschwindigkeitsfeldes, o die Dichte.

Die Symbole bezeichnen Mittelwerte der turbulenten Stro-
mung.

Das dynamische Verhalten der Grenzschichtstromung in
einer jeweiligen Schicht ist durch deren Reynoldssche

zahl Re, =Y (v = u/, kinematische Zahigkeit) be-

stimmt anzusehen. Bei groBem Re, werden die Tragheits-
krafte maBgebend sein, bei kleinem Re, die Reibungs-
kréfte.

Wir kénnen demnach in der Grenzschicht eine Tragheits-
schicht abgrenzen gegen eine Zahigkeitsschicht, in wel-
cher der EinfluB der Zahigkeit nicht mehr vernachldssigbar
ist. 5

Fr eine groBe Reynoldssche Zahl Rey = UT (U  kon-
stante Anstrémgeschwindigkeit, 8 Grenzschichtdicke)
wird dabei die der Wand anliegende Zahigkeitsschicht,
auch Unterschicht (sublayer) genannt, eine relativ dinne
Schicht sein.

Innerhalb der Tréagheitsschicht kbnnen wir weiter, wie die
Forschung ergeben hat, eine innere Schicht, die dem Ein-
fluB der Wand unterliegt, unterscheiden von einer duBeren
Schicht, die keinen EinfluB der Wand mehr aufweist und
den Charakter freier Turbulenz hat.

a) Trégheitsunterschicht

Bei hinreichend groBem Re,, wird es nach den obigen Aus-
fihrungen in der Tragheitsschicht eine an die Z&higkeits-
schicht grenzende Tragheitsunterschicht geben, fir die

y <<d. (1)

Dimensionsanalytisch [1] ergibt sich in der Tragheitsunter-
schicht fur den Geschwindigkeitsanstieg

=V @
oy |

T turbulente Schubspannung,
| mittlere Lange.

Als determinierende L&nge | steht in der Tragheitsunter-
schicht nur der Wandabstand y bzw. die Lange | = »xy zur

Verfiigung (3)

(» empirischer Koeffizient, nach Messungen » = 0,41

(vgl. 2, B)). (4)
2

2l au l Ju

Damit hier t/, = x . )
oy 3y

y (5)

b) Innere und &uBere Trdgheitsschicht

1. Theorie

Gehen wir nun von der Tragheitsunterschicht weiter in die
Tragheitsschicht hinein, so tritt als weitere determinie-
rende Lange die Grenzschichtdicke & auf. (Unter der Vor-
aussetzung relativ geringer Krimmung der Kontur kénnen
wir von einer Abhéngigkeit der mittleren Lange | vom Kriim-
mungsradius absehen).

Dimensionsanalytisch werden wir damit auf

I = %yf(y/d) - (8)

bzw. /s = =nf(n), n =yl

mit der bei der Dimensionsanalysis unbestimmt bleiben-
den Funktion f(n) gefuhrt.

Messungen hinsichtlich des Verlaufs von | in Grenzschich-
ten haben angezeigt:

in der inneren Schicht, die dem EinfluB der Wand unter-
liegt, wachst die mittlere Lédnge | des turbulenten Aus-
tauschs monoton mit dem Abstand y von der Wand. An
diese innere Schicht von der Breite md mit m < 1 (m rela-
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tive Breite der inneren Schicht) schlieBt sich die duBere
Schicht vom Charakter freier Turbulenz mit konstanter
mittlerer Lange | an.

Damit stellen sich hinsichtlich des Verlaufs von f(n) die
Forderungen

1) f(n) > 1 fir n - 0,
d(i/s)
2) = U =
an 0 far n = m. (7

Wesentlich ist die Feststellung, daB die relative Breite m
der inneren Trégheitsschicht je nach der Konfiguration
(Strdmungen in Leitungen; kompressible Grenzschichten
fur verschiedene Machzahlen M) andere Werte besitzt
(vgl. Bild 2).

In der Tragheitsunterschicht haben wir (3)

= xy baw. 3 = &

| y
Ansatz (6) fur die innere Schicht 0 < n < m fihrt auf
dl dy df(n/dn dy
— == (140 ) = — o). 8)
i y f(n) y

Erflllung der Forderung 2) erfordert

e(p;m) =0  fir n =m (0<m<1).
Entwickeln wir in eine Taylorreihe
em;m) = 1 +an+bn?+...,

so ergibt die Forderung 2) bei Beschrénkung auf das li-
neare Glied eindeutig
M df(n;m)/dn 1
em) = 1--  bzw. ———| = -— (9)
m f('ﬂ )m) n=m m

Eingedenk der Forderung 1) erhalten wir dann

-/
xne i fir 0 <m<sm
Iy = { (10)

xme™' fir m<n = 1.

Die far die innere Tragheitsschicht (0 < n < m) erhal-
tene Formel stellt das Analogon zu der von van Driest [2]
angegebenen Formel

vy 1 —
| = ny (1—6 -VL —a), V*= 1:0/9

fir die Zahigkeitsschicht dar (vgl. (14), (16)).
(Formel (10) wurde vom Verf. bereits in [3] erhalten.)

Das Maximum des relativen LangenmaBes |/ des turbu-
lenten Austausches und die relative Breite m der inneren
Schicht sind demnach durch die Relation

(Vs)max = = m (1)

®

verbunden.

Die hergeleitete Relation (11) steht in Ubereinstimmung
mit Messungen adiabatischer kompressibler Grenz-
schichten (vgl. 2, ).

Die auf Formel (10) beruhende weitere Darstellung wird
befriedigende Ubereinstimmung mit Messungen zeigen.

2. Vergleich mit dem Experiment
a) Inkompressible Grenzschichten

Bild 1 enthalt aus Messungen gewonnene Verteilungen
von |/ far die Grenzschicht an der ebenen Platte
(Klebanoff [4]) und fir sog. Equilibrium-Grenzschichten
mit Druckanstieg (Bradshaw [5]). (Equilibrium-Grenz-
schichten verhalten sich nahezu ahnlich und sind dadurch
charakterisiert, daB die Potentialstrdmung nach einem Po-
tenzgesetz U(x) ~ x® verlauft). Gemessen wurde die tur-

—"'llm
f(lnim) = e bulente Schubspannung t und die Geschwindigkeitsver-
und die Formel teilung u(y), die es dann noch zu differenzieren galt
us J\ Bild 1
99 Verteilung des relativen Lingenma-
Bes I/5 des turbulenten Impulsaus-
tausches in inkompressiblen Grenz-
014+ schichten.
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Bild 2

Verteilung des relativen LingenmaBes I/; des turbulenten Impuls-
austausches in kompressiblen Grenzschichten bei verschiedenen

ermittelt, wobei Differentiationen nach x (Langskoordinate)
und y durchzufiihren waren. In [6] wurde zusétzlich der
Term — u'v’  auch direkt mittels Lasertechnik bestimmt.

Machzahien M.
AN
0 oy o
Eingetragen haben wir dazu die sich nach (10) fir
m = 06 (12)

ergebende theoretische Verteilung von /.

b) Kompressible Grenzschichten

Neuere Untersuchungen von kompressiblen turbulenten
Grenzschichten zeigen offensichtlich eine Abhangigkeit
(I/5)max der inneren Tragheitsschicht von der Machzahi M
der Anstrdmung. Bei diesen Untersuchungen wurde die
Schubspannung

T=g(— uv) (13)

nicht gemessen, sondern aus den Bewegungsgleichun-
gen mit Hilfe gemessener Geschwindigkeitsverteilungen

6)

max

0,08 -
0,06 1

00k4
° Messung

Theorie

0,024
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Biid 3

Abhéngigkeit des relativen LangenmaBes (I/5)max. VON der relati-

ven Breite m der inneren Schicht

Bild 2 enthalt fiir adiabatische Strémung und dp/dx = 0
bei M = 2,9 die von Yanta, Lee [6] durch Anwendung von
Lasertechnik ermitteite Verteilung von 1/; mit (I/3)max
=~ 0,07, was nach der Relation (11) fur die relative Breite m
der inneren Schicht m =~ 0,46 und damit nach (10)
I/s = 0,41 n exp (—n/0,46) in Ubereinstimmung mit der
Messung fir 0 < n < m ergibt. Eingetragen ist weiter
fUr adiabatische Strémung und dp/dx = 0 beiM = 15
die von Backx, Richards [7] mittels der Bewegungsglei-
chungen erhaltene Verteilung von /5. Das ergibt hier mit
(/s)max = 0,04 nach (11) m = 0,265 und damit
I/ =~ 0,41 n exp (—n/0,265)fir0 < n < m.

Was die duBere Tragheitsschicht betrifft, soistl/s = const
aus den Messungen ablesbar.
In allen Féllen ergab sich

x = 041.

in Bild 3 haben wir das sich nach der Relation (11) erge-
bende (I/5)max in Abh&dngigkeit von m (der relativen Breite
der inneren, dem EinfluB der Wand unterliegenden
Schicht) mit den Messungen verglichen.

Es verbleibt hier jedoch theoretisch das Problem der Ab-
hangigkeit von (I/5)max bzw. m von der Machzahl M; vgl.
Bild 4.

Tabelle 1

M=0 (/s)mex =~ 0,09 m ~ 0,6
2,9 ~ 0,07 ~ 0,46
15 ~ 0,04 ~ 0,265
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2. Zahigkeitsschicht

a)

20

(L/6 )rna.x

In dieser Schicht tritt neben y als weitere determinie-
rende Lénge

viy, (v, =V ro,Q ) auf.

Damit stelit sich fir diese Schicht das Problem

V.Y

= xyo,( ) (14)
v

bzw

A \

— = %Y.Q, (yn) (Yt = )

v v

mit der Forderung
P (y.)—1 fir y, > .

Wir bemerken zunichst, da Twbse = — UV ander
Wand zumindest mit der dritten Potenz des Abstandes
y von der Wand verschwindet, wie Reihenentwicklung
unter Beachtung der Kontinuitat ergibt:

u~y, v~y
Mit
du| ou

— 12 — 2,,2
( Jurn, = | |5—y | 5 = KV

du| du
ay 'ay
(15)

istdemnachy, >y, ¢, (v, ) in Wandnéhe y, # 0.

Startend mit Null bei y, = 0 verlauftalso y, ¢, (y, ) un-
terhalb von y,, um dann der obigen Forderung entspre-
chendiny, zu miinden (¢, — 1 fUr y, - =),

Dem entspricht die von van Driest [2] auf heuristischem
Wege gefundene Formulierung

=Yg

P, = 1—e (a > 0 Parameter)

in der Zahigkeitsschicht.

(16)

Der Parameter a ist dabei dadurch charakterisiert, daf

(Y. “ Y. P (yi )) =0
dy.

oder — mit Y, = 1—-9@,—

Bild 4

Abhéngigkeit von (I/3) max Und m von der Machzahl M

d N

- y.wt =0 far Y. = a;

dy,

nach (16):

dy.(Y.: a)/gy, 1

—— (17)
Y, (Y,;a) a

Die Funktion 4, (y. ) in der Z&higkeitsschicht erscheint
so — vgl. Gleichung (9) — als Analogon zur Funktion f(n)
in der inneren Tragheitsschicht.

Geschwindigkeitsverteilung im Zahigkeits- und Tragheitsunterbe-

reich inkompressibler turbulenter Grenzschichten
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Wir merken hierzu noch an: Fir relativ groBe Reynolds-
sche Zahlen Re, bzw. relativ dinne Zahigkeitsschicht
ist der Parameter a als Konstante anzusehen. Im an-
fanglichen Verlauf einer turbulenten Grenzschicht bei
relativ kleiner Reynoldsscher Zahl Re; bzw. relativ dik-
ker Z&higkeitsschicht ergibt sich jedoch nach den Mes-
sungen von Bradshaw, Huffman [8] eine Variation des
Parameters a mit Re;.

b) Die Gleichung der Zahigkeitsschicht lautet
T

die fir y, — o in ein logarithmisches Wandgesetz
Ubergeht. Der Parameter a ist hier fir inkompressible
Grenzschichten so zu wahlen, daB sich die Integra-
tionskonstante C = 5,10 ergibt

a=~25, (1)

Der in Bild 5 enthaltene Vergleich der Theorie mit von
Laufer [9] in ausgebildeten turbulenten Rohrstrémun-
gen gemessenen Geschwindigkeitsverteilungen zeigt
Ubereinstimmung in der Z&higkeitsschicht.

T 1 o
E = = (Tiam. + Twm) @ —Q (18) c) Die Messungen von Laufer erméglichen eine weitere
Bestatigung des Ansatzes von van Driest.
mit
5 Fur die auf die Masseneinheit bezogene Produktion der
u —— .
(V/Q)am. = v ;y (s, = — UV = Turbulenzenergie IT bzw.
T Ju
II rb. *
—|2|au |au H(E—v = tuz (22)
= e — 4
ay ay vi QV, SY.
Setzen wir hier | = xy g, (y,) mit @.(y_ nach (16), so erhalt man mit der Bewegungsgleichung (19)
erhalten wir die Gleichung du, .
= +
au. au, 2 ! ay v2
1= — + Ry -exp-y/al (—) (9 "
oy, oy,
du, du,
(U, = ur,). I, = (1 T ) Sy, (23)

Quadratur ergibt dann die Geschwindigkeitsverteilung

y»
2
u* = f dy:v (20)
° TtV qiantyie?

Daraus foigt exakt, daB IT, max. =% bei du,/ay, = 1/2.

Einsetzen von (20) ergibt die in Bild 6 aufgetragene
Verteilung IT, Gbery, im Vergleich mit den Messungen
von Laufer.

I
>
025 °
0201
a1 ® Re = 500 000
g o Re = 50000 J-laufer
Theorie
0101
005
Bild 6
Produktion der Turbulenzenergie im

. . : . i — Zahigkeitsbereich  inkompressibler
a 20 40 60 80 100 v, turbulenter Grenzschichten
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