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Anisotrope Stabschalenmodelle mit nichtsymmetrischem

Wandaufbau?

Holm Altenbach, Johannes Altenbach, Volker Matzdorf

In Fortsetzung einer fritheren Arbeit Ober die Ableitung einer verallgemeinerten halbmomentenfreien Schalentheorie fir dilnnwandige, ani-
soirope Stabschalen mit dber der Wanddicke symmetrischer Struktur werden die Grundgleichungen fir den unsymmetrischen Fall abge-
leitet. Fr praktisch wichtige Spezialfédlle werden vereinfachte Gleichungen angegeben.

Die Arbeit diskutiert weitere Entwicklungen auf dem Gebiet der diinnwandigen Stabschalen und gibt einen aktuellen Literaturiiberblick.

Anisotropic beam-shell-models with non-symmetrical

structured walls

Following an earlier paper on the fundamentals of a generalized semi-moment shell theory for thinwalled, anisotropic structures with sym-
metry to the middle plane of the walls the basic equations for the case of non-symmetrical structures walls are derived. Simplifications are

presented for some important special cases.

The paper discusses further trends of generalization and gives a state of the art by reviewing literature.

1. Einleitung

Berechnungsmodelle auf der Grundlage der Theorie diinn-
wandiger Stabe [1], der halbmomentenfreien Schalen-
theorie von Vlasov [2] bzw. verallgemeinerter Stabscha-
lenmodelle [3], [4] haben in der Berechnungspraxis
(Leichtbau, Schiffbau usw.) breite Anwendung gefunden.
Forschungsarbeiten der letzten Jahre haben dazu gefihrt,
daB weitere Modellvorschlage fir die Strukturanalyse erar-
beitet wurden. Den Schwerpunkt dabei bilden Fragen der
Verbesserung der Modelle selbst — dies bezieht sich
hauptséachlich auf die Erhéhung des kinematischen Frei-
heitsgrades [5], [6] und die Einbeziehung eines allgemei-
neren Werkstoffmodells [7] bis [9] — sowie die Effektivitéats-
steigerung der numerischen Berechnungsverfahren [10],
wobei beide Problemkreise zunehmend in Wechselwir-
kung stehen.

In einer friiheren Arbeit [7] wurden die Grundlagen einer
verallgemeinerten halbmomentenfreien Schalentheorie
fur dinnwandige, anisotrope Konstruktionen mit symmetri-
schem Wandaufbau abgeleitet. Ausgehend von dieser Ar-
beit soll in diesem Beitrag eine Erweiterung auf den Fall
nichtsymmetrischen Wandaufbaus vorgenommen wer-
den. Dieser Fall wird zunehmend auch fiir anisotrope Mo-
delle bedeutsam, da konstruktive Anisotropie (z.B. Anord-
nung von Aussteifungen in bestimmten Richtungen fir ein-
zelne Blechfelder) und Materialanisotropie (z.B. Einsatz
von Verbundwerkstoffen, Werkstoffverbunden bzw. Lami-
naten aus Faserverbunden) nicht immer ausreichend ge-
nau im Rahmen von Modellen mit symmetrischem Wand-
aufbau beschrieben werden kénnen.

In der vorliegenden Arbeit wird die Gliltigkeit der linearen
Elastizitatstheorie vorausgesetzt. AuBerdem erfolgt die
Ableitung der Grundgleichungen im Rahmen der klassi-
schen Theorien fir diinnwandige Flachentragwerke [11],
[12]. Mit den dabei gefundenen Beziehungen lassen sich

1) Herrn Prof. Dr.-ing. Walter Wunderlich zum 60. Geburtstag
gewidmet.

lange, stabférmige Faltwerke mit ausgepragter Anisotro-
pie und symmetrischem bzw. nichtsymmetrischem Wand-
aufbau in den einzelnen Schalenstreifen bezuglich der je-
weiligen Schalenmittelflache (SMF) modellieren. Wichtige
Sonderfélle sind darin enthalten.

2. Das elastische Potential fiir aniso-
trope Stabschalen mit unsymmetri-
schem Wandaufbau

Im hier analysierten Fall gelten die Gin. (1.1) bis (1.14) der
Arbeit [7] unverandert. Sie werden daher an dieser Stelle
nur verklrzt wiedergegeben. Betrachtet man anisotrope,
prismatische Stabschalen, die aus n diinnen, ebenen, im
GrundriB rechteckigen Schalenstreifen bestehen, wobei
die Langskanten biegesteife oder gelenkige Verbindungen
aufweisen koénnen, lassen sich (n+1) Koordinatensy-
steme einfiihren: das globale Koordinatensystem x,y (be-
liebig wahibare Bezugsachsen fiirden Gesamtquerschnitt)
und z (beliebig wahlbare Stabachse) sowie n lokale Sy-
steme (jeweils 1 System je Streifen). Die lokalen Systeme
werden durch die Koordinaten z; (parallel zur z-Achse), s;
(Konturkoordinate in den Querschnittsebenen) definiert.
Dabeiisti= 1, 2,..., n. Damitlassen sich die Grundglei-
chungen firr deni-ten Streifen in folgender Form angeben:

— die Verschiebungen fir die i-te SMF
up = u(z;, si), vi = vi(z, ), wi = wi(z,s)  (2.1)
— die Belastungen fiir die i-te SMF
e Flachenlasten
Pz, = Pz(Z1, S1), Ps,= Ps(Z S), Pn,=PnfZys) (2.2)
e Randlasten
Qziz=0 = qz(0,S), Qsjz=0 = qs/(0, S)),

(2.3)
qn,lz,=o = qm(or S/)

Qniz=1= QZi(I- S[), Qsizi=1 = qs,(l, sl)r

(2.4)
Qonz=t = qafl, )
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- der SchnittgréBenvektor Q;(t;— Dicke des i-ten Streifens,
n; — Scheibenkraftevektor, m, — Plattenmomentenvek-
tor)

Q' = [n;m)

[Nz, Ny Nzs; Mz, Mg, My ) (2.5)

I

412

f [02, 05, T2s; 02014 05,0, T150)dN,
—4/2

~ der DeformationsgréBenvektor E; (g, — Verzerrungsvek-
tor, x;— Krimmungsvektor)

ET = [e;n)

= (€2, €5 €285 K2z Ksy Kzs] (2.6)

mit den geometrischen Beziehungen der Scheibentheo-
rie

€2, = Uizy &5 = Vis,y Ezi5 = Ujs, + V3, 2.7)
und den geometrischen Beziehungen der Plattentheorie
Kzy = —Wizz, Ks; = —Wigs,y Kzs, = _zwl,s,z, (2.8)

— sowie das Elastizitatsgesetz

Qi = C,E] (2.9)
mit der Steifigkeitsmatrix

C11iC12C1a . C14C15C1s

: C12C221C231 © C15/C25Cos

c Cs : Cu C121C23Ca3 + C16/C26:Casi
| = Jecesantennsa T ] essssncccnsnsttnscscnrsrasnas
Cu - Cp C14C15iCre . C4yyCu5Cus
C15iC25C26 ;| Cu5CssCss

C16:C26:Cas - c461Cs6:Cesi

Der Ermittlung der Elemente der Steifigkeitsmatrix (2.10)
ist ein umfangreiches Schrifttum gewidmet, es kann exem-
plarisch auf [13] bis [16] verwiesen werden. Im Unterschied
zu [7] wird die Steifigkeitsmatrix (2.10) zunachst als vollbe-
setzt angesehen. Nullelemente treten im allgemeinen nur
fur Sonderfélle auf. So verschwindet die Untermatrix C
vollsténdig fir symmetrischen Wandaufbau. Im Falle iso-
tropen Werkstoffverhaltens 148t sich statt der SMF fiir be-
stimmte Situationen eine Referenzflache finden, fir die die
Koppelterme verschwinden. Fir allgemeine Materialani-
sotropie gelingt dies nicht [16], [17]. In der Tabelle 1 ist die
Zahl der linear-unabhangigen, von Null verschiedenen
Steifigkeiten fiir den allgemeinen Fall und verschiedene
Sonderfalle der Anisotropie sowie fir symmetrischen und
unsymmetrischen Wandaufbau dargestellt.

Tabelle 1
Wandaufbau nichtsymmetrisch  symmetrisch
Anisotropie 18 12
Orthotropie 12 8
Transversal-Isotropie 6 4
(ni—Isotropieachse)
Isotropie 6 4

Unter Beachtung der Beziehungen (2.1) bis (2.10) fir den
i-ten Schalenstreifen erhilt man das elastische Potential
fur die Stabschale in folgender Form
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II = (1R) 2, o! A { oj l[C1ﬁui2.z, + Caavis,

+ Caaifuys, + Viz)? + CoqWi 22, + CossWi ss,

+ 4CeaWi s, + 2C 1212V s, + 2C 13Uz (Uys, + Vi2)

= 2C 14Uz W2z, — 2C15U12Wiss, — 4Crallz Wiz,

+ 2C23Vis (Ups, + Viz) — 2C15VisWiziz, — 2C 25V 15, W i s,s,

— 4CVisWizs, — 2C6(Uss, + Viz)Wizgz,

— 2C26(Uist Viz)Wiss, — 4Caa(Us, + Viz) Wizs,

+ 2C5iWiz2Wiss, +4C461Wi22,Wizs,

+ 4CsaWissWizs, — 2(P2u; + ps,vi + Pnw))]ldz

= (Qzi + qsVi + QaWi)iz=0

= (Qzui + Qs Vi + QnW)iz=1} ds; (2.11)
d, ist die Ausdehnung des i-ten Streifens in Richtung der
Konturkoordinaten s,. Die Steifigkeiten C,(r,p =1, 2,...6)
koénnen sich im allgemeinen Fall des hier analysierten Mo-

dells mits;und z; &ndern, wobei diese Abhangigkeiten in je-
dem Streifen anders sein kénnen.

3. Reduktion der zweidimensionalen
Aufgabe

Mit Hilfe des Verfahrens von Viasov und Kantorovich [18]
1Bt sich das zweidimensionale Problem auf ein eindimen-
sionales reduzieren. Fir die Verschiebungenu,, v, w,wer-
den folgende Produktansatze gemacht

u(zyvi) = 2y Uyz) ¢i(s) = UT(z)é(s),

vizy vi) = X Vilz)) ouls) = V' (z)e(s), (3.1)
wi(zy vi) = 2 Vilz) Ex(s) = VT(z)&(s).

Dabei sind ¢(s;), o(s)), &(s;) die Vektoren der veraligemei-
nerten Koordinatenfunktionen und U(z;), V(z;) die Vekto-
ren der verallgemeinerten Verschiebungen. Mit diesen

Produktenansétzen geht das elastische Potential in fol-
gende Form éber

II = (172 ojl[U”A,U' +VTAV + U'AU
2UTAV +VTAV +V'TA VY

VIALV +4VTAYV + 22U TA LV + 2UTA U

2U' AV —2U' A,V —2U' TAV—4UTA,Y -
2UTA 6V + 2VTAV’ — 2VTA6V" — 2VT AV

+ + + +

— AV A,V —2U AV =V’ TAV " — 2UTA,L V-2V T Ay

— 4UTALV —4VTALY + 2VTA10V" + 4V’TA3V”
+ 4VTALV = 2(UTH, + VTt + V'f,)]dz

(UTr+VTrs+ V) izeo— (UTr, + VTrs 4+ V7r,) 1o
(3.2)

mit(...)" = 6(...)/dz,sowie den Abkiirzungen fiir die Vek-
toren der veraligemeinerten Flachenlasten f” = [f,, f,, f,]

f,=<p,d>, fs=<pso>, fr=<py&>, (3.3)
den Vektoren der verallgemeinerten Randlasten
rriz-o,l = [rz P, Pnliz=0)  Tziz=01 = <Qzjz=0, 9>,

Fspz=01 = <Qsiz=010 >, Fniz=01= <Qniz=01¢> (3.4)



sowie den Matrizen der veraligemeinerten Querschnitts-

werte
A;=<Ciip¢’>,
Ay=<C¢”">,
As=<Cyy9°">,
A;=<Cul&™>,
Ag= <Ceu&®8°™>,
Ay =<Csué®&T>,
A= <Ciade'>,
A= <C33¢° >,
A= <Cryp&™>,
Aig=<Ci5$pi™">,

Ay = <Cya¢°ET>,

A;=<C39°¢">,
A=<Capp'>,
As=<C2i9°¢° >,
Ag=<Clt">,
Ap=<C5E?¢™>,
Az =<Cs5®E™>,
A=<Ciz$9° >,
Ajg=<Co¢° &>,
Aig=<Ciuqpt°T>,
Ax=<Ci9°¢ >,

Ay = <Crud°E™™>,

Ay=<Cigpt’>,

Az = <Crepl >,

Ay =<Cue >,
Ax=<C59°E">,

Az = <Cru9p°E >, Ay =<Cop°®" >,

mit (...)° = d(...)/ds;. In den Formeln (3.3) bis (3.5) ist
unter dem Symbol <(...)> das Integral Giber die Wand-
dicke zu verstehen

d;
<()> = E(I)Oj ()ds,

Fur zwei praktisch wichtige Sonderfalle vereinfacht sich

der Berechnungsaufwand fiir die Matrizen A, ..., Ay

wesentlich:

1. Die Steifigkeitswerte C,, hdngen nichtvon s, ab, sind je-
doch in jedem Streifen unterschiedlich. Damit erhilt
man beispielsweise

d;
A = zﬂ)Cmof o¢’ ds;.

2. Die Steifigkeitswerte C,,; hangen nicht von s; ab und
sind in allen Streifen gleich (C,,; = C), folglich
gilt z.B.

d;
A = an(i)of é¢’ ds;

4. Ableitung der Matrizen-Differential-
gleichung und der Randbedingungen

Mit der Forderung 1T = 0 erhalt man die Matrizen-Diffe-
rentialgleichungen und die Randbedingungen in folgender
Form

—A U+ (A— AU+ AU+ AV~ (A1g— 2415+ Ax) V”
+(—Aut+Ais+ Ag—2A)V' +(As—Ap)V = f,

—A; U= (A1a —2A15"+ Az ) U+ (A1 —ArsT— A +2A,)U’
+(Ars' —Az )U+AN""+(2Ag — 245+ Azy— AyT) V'

—(Ag+ 4Ag— Ajg— Arg — 4As+ Ayt A )V”

+(As— As'+ 24— 24T+ Azs— Azs' — 2A5+ 24, )V
+(As+A—2A%)V = f,+1,
OUTAU+AU-A V' +(A;3—2A0)V'+(A1—AigVEr,] = 0
V=AU —Ax U+AN"+(2A5 — A )V'+ (A1 — A V] =0

VAU + (A3 —24:5 + A U + (A5 — 24, )U- ANV
+(2A85—2Ag — Azs+Ax )V’ +(A+4Ag— Ay —4A s+ Ax )V
+(As +2A;,~Ap—2A )V 1. £ 1,]=0

Dabei gelten in den Randbedingungen die oberen Vorzeichen
fir den Rand z = 0, die unteren fir denRand z = /.

5. Sonderfille

Bei der Analyse von Sonderfallen kann man leicht feststellen,
daB ein Teil der Matrizen der veraligemeinerten Querschnitts-
werte identisch Null werden bzw. indie zu Idsenden Differential-
gleichungen mit Termen eingehen, die vemachléssigt werden
konnen, so daB die Berechnung des entsprechenden veralige-
meinerten Querschnittskennwerts Uberfilissig ist. Eine sorgfal-
tige Analyse der Konstruktion bezlgiich des Auftretens von
Sonderfallen der Anisotropie, der Symmetrieeigenschaften der

Tabelle 2

Fall Lowm v vovE VIEVIE X X

Matrix

A;
A,
Ay
A,
As
As
A,
As
Aq
Ay
Ay
Asz
Az

X O X O X O 0 X O X O X 0 X X 0 X O X X O X X O xXx X O x
O O O 0O 0O 0O O 0O O 000 0O X X 0 X O X X 0 X X O X X O Xx
X O X O X O O X O X O X 0 X X O X O X X O X X O X X O X
O O 0O 0O O 0 0O 0O 0O 0O 00O 0O X X 0 X O X X O X X O X X O X%
XK X ~ X X ~ X X — X X ~ X X X X X X ~ X ~ =~ X X X X X X
KN = X ~ = X ~ = X ~ =~ X X X X X ~ ~ ~ -~ 0 x X X X X X
NN SN X N Y XS X S N N X S X R OSSN N N 0 -~ X X X X
O 00000000000 ~X -0 X ~>~>~>=0 -~>-~XXO0 X

>

o
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
O O 0O O 0O 0O 0O 0O 0O O 0 0 X X X X X X X X X X X X X X X X

Summe

N
@
-
=]
-l
=]
-
o
-y
]

10 21

-
(3]
-
o
[$,)

Legende:

X — entsprechende Matrix ist von Null verschieden

0 — entsprechende Matrix ist identisch Null

/ — entsprechende Matrix geht nicht in das Modell ein
(Beschreibung der Falle im Text)
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Winde bezlglich der SMF bzw. mdglicher Modellvereinfa-
chungen kann somit zu einer wesentlichen Senkung des Be-
rechnungsaufwandes fithren.

Tabelle 2 enthélt Beispiele fiir Sonderfélle und eine entspre-
chende Auflistung der zu berechnenden Matrizen. Die Félle |,
lll, V beziehen sich auf nichtsymmetrischen Wandaufbau und
entsprechend anisotropes, orthotropes sowie isotropes Mate-
rial. Die Falle I, IV, VI stellen die gleichen Materialsonderfille
bei symmetrischem Wandaufbau. Die Félle Vi bis IX beziehen
sich auf anisotropes Material und nichtsymmetrischen Wand-
aufbau sowie bestimmte Modellvereinfachungen: VII — Ver-
nachldssigung der Langskrimmungen (und folglich der Langs-
biegemomente), ViIl — Vernachlédssigung der Langskrim-
mungen und Drillungen sowie IX — Vernachldssigung von
Langskrimmungen, Drillungen und Querdehnungen (er-
weitertes Vlasovsches Berechnungsmodell fiir halb-
momentenfreie Stabschalen). Weitere Falle sind denkbar
(z.B. Superposition von 2 Sonderfilien — Fall X ist die
Uberlagerung von IV und I1X). Interessant ist, daB bei der
hier beschriebenen Vorgehensweise die Struktur der zu
bestimmenden Matrizen der veraligemeinerten Quer-
schnittswerte fiir orthotropes und isotropes Material in be-
stimmten Fallen Gbereinstimmen (sie enthalten allerdings
unterschiedliche Materialkennwerte). Damit sind auch die
Dgin. und die Randbedingungen fir diese Falle in ihrer
Struktur identisch. Folglich kdénnen fiir den wichtigen Fall
der Materialorthotropie mit symmetrischem Wandaufbau
die bekannten Ldsungsalgorithmen fiir das isotrope Mate-
rial [9] verwendet werden.

6. Zusammenfassung und Ausblick

Die hier vorgestelite Erweiterung stellt nur eine Moglichkeit
der Entwicklung neuer Stabschalenmodelle dar. Neben
der Frage der geometrischen Erweiterung stehen weitere
Probleme der Werkstoffmodellerweiterung zur Diskussion.
Dabei solite man sich zunachst auf folgende Fragen kon-
zentrieren:

Ubergang zur Timoshenko-Theorie (statt der Kirchhoff-
schen Hypothesen),

Einbeziehung viskoelastischer Schichten,

eben gekriimmte Stabschalen,

nichtprismatische Stabschalen.

Der erste Problemkreis wird besonders interessant fiir den
Fall von relativ dinnwandigen Schichtlaminaten mit
schubweichen Zwischenschichten, da bis heute keine ge-
naueren Abschétzungen zu den Anwendungsgrenzen der
Kirchhoffschen Theorie existieren [13], [19], [20]. Die
zweite Fragestellung ist z.B. fiir die Modellierung der
Schwingungsdampfung von Interesse. Erste Erfahrungen
im Rahmen von Stabschalenmodellen wurden z.B. in [21]
verdffentlicht. Die Ableitung von Modeligleichungen fiir
eben gekrimmte Stabschalenmodelle erfolgtin der Litera-
tur unter Voraussetzung sehr unterschiedlicher Modellver-
einfachungen [22] bis [30]. Auch hier stehen Abschatzun-
gen zu den mdglichen Anwendungsgrenzen jeweilige Mo-
dellvereinfachungen noch aus. Eine Erweiterung der hier
vorgestellten Theorie auf schwach-nichtprismatische
Stabschalen ist nach den vorliegenden Erfahrungen fiir
isotrope Stabschalen leicht méglich [31] bis [33]. Stark-
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nichtprismatische Schalenmodelle kdnnen im aligemeinen
nicht als Stabschalen modelliert werden. Genauere Unter-
suchungen zu den Modellgrenzen stehen jedoch noch
aus.
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