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Inkrementelle Finite-Elemente Modellierung
des 2D-Kontaktproblems”

Johannes Altenbach, Ryszard Buczkowski

Im Beitrag wird eine inkrementelle Finite-Elemente-Berechnung fir statische, ebene und axialsymmetrische Kontaktaufgaben unter Be-
ricksichtigung der nichtlinearen Eigenschaften an der Kontaktzone dargestelit. Zur Modellierung der nichtlinearen Eigenschaften an der
Kontaktzone wird ein Kontaktfederelement verwendet, dessen Steifigkeitsmatrix aus den experimentell ermittelten Kennwerten der Kon-
taktzone berechnet werden kann.

Das Verhalten (Belastung und Entlastung) in normaler Richtung wird durch eine Potenzgleichung beschrieben. Die funktionale Abhédngig-
keit der Schubspannungen und der tangentialen Verschiebungen wird durch zwei lineare Abschnitte (ein elastischer und ein plastischer
Bereich) approximiert.

Zur Begrenzung der tangentialen Kontaktkréfte wird in der Berihrungsflache ein oberflichenverfestigendes Reibungsgesetz nach Fre-
driksson eingefihrt.

Anhand ausgewdhiter Beisplele wird durch Vergleich mit Ergebnissen fir Kontaktflichen ohne Rauhigkeit und Coulombscher Reibung der
EinfluB der Oberfldchenrauhigkeitsparameter bawertet.

Incremental Finite Element Modelling of 2D Contact Problems

The paper presents an incremental finite element analysis for static two-dimensional and axissymmetrical contact problems considering the
influence of the nonlinear properties of the contact zone. For modelling the contact zone, a discrete spring contact element is used. The ana-
lysis of the stiffness matrix of the contact element using the experimentically determined characteristics of the contact zone.

The contact behaviour in normal direction is discribed by a power equation. To limit the tangential forces a friction law of Fredriksson in in-
troduced.

The influence of surface roughness in evaluated by comparing theresults for contact surfaces without roughnes and with Coulomb's friction

for selected examples.

1. Einleitung

Bei der Kontaktanalyse von Korpern, deren Oberflichen
beliebig gestaitet werden, bzw. bei denen nichtlineare,
physikalische und geometrische Eigenschaften beriick-
sichtigt werden, die in der Kontaktzone auftreten, wird in
zunehmendem MaBe die Methode der finiten Elemente
(FEM) benutzt.

Reibungsbehaftete Kontaktprobleme lassen sich als Va-
riationsungleichungen formulieren, die mit Hilfe nichtlinea-
rer Optimierungsverfahren geldst werden kénnen. Es sind
hier die quadratische Programmierung [Chand u.a., 1976;
Paczelt, 1976; Fredriksson u.a., 1977; Panagiotoupoulos,
1975; Lee und Kwak, 1989], die fineare Optimierung (Sim-
plexmethode) [Fischer u.a. 1988, Hoyer, 1989], lineare
Komplimentaritdtsprogramming [Klarbring 1984; 1986],
Klarbring und Bjérkmann, [1988], die Regularisierungs-
methode (mit Einfiihrung spezieller differenzierbarer Funk-
tionale) [Kikuchi 1982; Oden und Pires, 1983; Pires und
Oden, 1983; Campos u.a., 1982] und Barriere-Methoden
[Oden und Kim, 1981] zu nennen.

Die Anwendung der Variationsungleichungen in der Kon-
taktmechanik erfolgte in letzter Zeit vor allem durch Kalker
[1977]; Oden und Pires [1984]; Hlavacek, u.a., [1988];
Panagiotopoulos, [1985], Telega [1988] und Skalski[1988]
(elastisch-plastische Kontaktprobleme). Die Existenz
einer L&ésung mit Hilfe der Variationsformulierung fur Kon-
taktprobleme mit einem nichtlinearen Reibungsgesetz
wurde von Rabier u. a. [1986] gezeigt.

1) Herrn Prof. Dr.-Ing. Erwin Stein zum 60. Geburtstag gewidmet.

Bei der Behandlung der Zwangsbedingungen, die meist in
der Form von Ungleichungen fiir die Spannungen und Ver-
schiebungen an der Kontaktzone gegeben sind, lassen
sich folgende Ldsungsmethoden anwenden: die kiassi-
sche Multiplikatoren-Methoden nach Lagrange [Chaund-
hary und Bathe, 1986; ldelberger, 1985], Straf- oder
Penalty Methode [Kikuchi und Song, 1981; Hallquist u. a.,
1985; Cheng und Kikuchi, 1985a, 1985b; Simo u.a., 1986]
und die Kombination der Lagrangefunktion durch Erweite-
rung um einen ,Penalty-Term“, die sog. Augmanted
Lagrange-Methode [Wriggers, Simo und Taylor, 1985; Bi-
schoff, Plank und Stein, 1987; Wriggers, Wagner, Stein,
1987]. :

Die VerschiebungsgréBen-Methode der finiten Elemente
basiert auf dem Prinzip vom Minimum des gesamten Po-
tentials. Andere Formulierungen, wie z. B. gemischte oder
hybride Finite Elememente zur Losung der zweidimensio-
nalen Kontaktprobleme, basieren einerseits auf der',,per-
turbed Lagrangian“ Formulierung [Simo, Wriggers und
Taylor, 1984; Wriggers und Simo [1985], Stein, Wagner
und Wriggers [1986]; Lu und Taylor, [1988] und Shyu,
Chang und Saleeb, [1989] oder andererseits auf der Modi-
fikation des Prinzips von Hellinger-Reissner [Paczelt,
1988], Heyliger und Reddy [1987] bzw. auf der von Pian
vorgeschlagenen Modifikation des erweiterten Funktionals
fur die Komplementarenergie [Paczelt, 1983; Desai und
Sargand, 1984].
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Ausgehend von Aufgaben der Geomechanik wurden von
Goodmen, Taylor, Brekke [1968] und von Ghaboussi, Wil-
son, Isenberg [1973] andererseits Methoden entwickelt,
bei denen in der Kontaktfldche fiktive (unendlich diinne)
Linien- oder Flachenkontaktelemente angenommen wer-
den. Diese Kontaktelemente wurden letztens u. a. von De-
sai u.a. [1984], Beer [1985],Desai und Nagaraj [1986],
Egert und Altenbach [1989] und Altenbach, Egert und Pac-
zelt [1990] betrachtet. Die Kontaktelemente werden wie
Standard-Finite-Elemente interpretiert. Mit Hilfe dieser
Kontaktelemente ist es méglich, nichtumkehrbare und
nichtlineare Erscheinungen an der Kontaktzone wie z.B.
die Reibungsprozesse bzw. Oberfldchenrauhigkeit zu si-
mulieren. Die Anwendung spezieller Kontaktelemente in
der Kontaktmechanik fiir Kérper und Metall und eine Wer-
tung der verschiedenen mathematischen Modelle beider
Lésungen von 2D-Kontaktaufgaben wurden in der Arbeit
.von Buczkowski und Altenbach [1989] ausfiihrlich erértert.
Dort ist ebenfalls auf weitere Literatur verwiesen.

Von den Arbeiten, die in den letzten Jahren verdffentlicht
wurden, sollen die Beitrage von Glaser, Drey und Dudek
[1987], Glaser [1989] (groBe elastisch-plastische Defor-
mationen, 2D-Problem), Wriggers [1987; 1988] (elastisch-
plastisches Reibungsgesetz, groBe Deformationen, 2D-
Kontaktprobleme, lineare Penalty-Formulierung), Parisch
(1989] (Pentalty und Lagrange Formulierung, groBe Defor-
mationen, 3D-reibungsfreies Kontaktproblem) und die Ar-
beit von Wriggers, Vu-Van und Stein [1990] (groBe Defor-
mationen, 2D-StoBprobleme, nichtlineares Verhalten in
der Normalrichtung, lineares Verhalten in der tangentialen
Richtung) genannt werden.

Der aktuelle Stand der theoretischen Kenntnisse fiir die
Beurteilung der verschiedenen Modelle in der Kontaktme-
chanik mittels der numerischen Methoden ist 1988 im Jour-
nal de Mecanique Theoretique et Applique (vol. 7, Numero
Spezial) angegeben worden.

2. Mechanisches Verhalten in der Kon-
taktzone

Wahrend der mechanischen Bearbeitung von Werkstoffen
entsteht an ihren Oberflachen eine sogenannte technolo-
gische Rauhigkeit (die Rauheit und die Welligkeit). Bei Be-
ricksichtigung zweier realer Festkdrperoberflachen erfolgt
somit kein gleichmaBiger Kontakt zwischen beiden Ober-
flachen. Nur einzelne Oberflachenbereiche libertragen die
auf die Kérper wirkenden Krifte.

Eine der Methoden, um den EinfluB der Oberflachenrau-
higkeit auf die Spannungsverteilung und die Verformun-
gen in der Kontaktzone zu berlicksichtigen, beruht auf
einer Modellierung der Oberfldchenrauhigkeit durch expe-
rimentelle identifikation. Zuerst werden die experimentel-
len Charakteristiken zwischen Verschiebungen und Bela-
stungen in den real belasteten PreBflachen ermittelt und
dann die mechanischen Charakteristiken mit einfachen
mathematischen Gleichungen beschrieben.

Die experimentellen Untersuchungen [vgl. Buczkowski
und Altenbach, 1989] weisen auf den nichtlinearen Cha-
rakter der Verformungen der Rauhigkeitsspitzen infolge
der Werkstoffbeanspruchung (Bild 1) hin.
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Bild 1

Das Verhalten der Kontaktzone in Richtung der Normalen
OA - Belastungszweig

AB — Entlastungszweig

In der Literatur beschreibt man das Verhalten (Belastung,
die Kurve OA, und Entlastung, die Kurve-AB, vgl. Bild 1) in
der normalen Richtung durch die Gin. (2.1a) und (2.1b):

1. Belastungsfall [Sokolovski, 1946, s. Oden und Martins,
1985], wenn:

i , it
| Au" +,22 Au | >| Au,? +_22 Au,"|
i= i=

m,
Un = CniPn (2.1a)

2. Entlastungsfall [Grudzinski, Kawiak, Konowalski,
1989}, wenn:

i , =t
|Au,,’”+»22 Au M| <| Au,? +i22 Au,T|
i= =

m

= 2
Up = Cp,Pn (2.1b)

u, - relative Verschiebung in Normalenrichtung (Anna-
herung der Kontaktflache beider Proben

pn — normale Kontaktspannung,

Cn, My, Cn,, Mo — Parameter, die von den Werkstoff-
eigenschaften und der Oberflachenbearbeitung
abhéngig sind?,

i—1,i— Nummer des Lastinkrementes.

Das Verhalten in tangentialer Richtung zeigt einen nichtli-
nearen, elastisch-plastischen Charakter (Bild 2).

Die funktionale Abh&ngigkeit der Schubspannungen py
und der tangentialen Verschiebungen ur wurde. von
Reshetov und Kirsanova [1970] durch zwei lineare Ab-
schnitte wie folgt approximiert (Bild 2):

ur = ¢n Pr+cnpr (2.2)
Es giltim elastischen Bereich:

ur=¢ = (k%) fiir
T nn Pr = (ki’)""pr 2.9)

0<pr<pr =0.625u|p,|

2) Zur Vereinfachung der Beschreibung wird weiter auf die unte-
ren Indizes verzichtet.
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Bild 2

Das Verhalten der Kontaktzone in Richtung der Tangente
OA — Belastungszweig, elastischer Bereich

AB — Belastungszweig, plastischer Bereich

BC — Entlastungszweig

und im plastischen Bereich:

Uur=Cr Pr= (k]P)_1pT fir (24)

0.6254 | pa|<pr < 1|pal
und bei Berlicksichtigung von (2.2 bis 2.4) erhalt man

_ [ (k®)'pr fir 0<pr<pr=0.625u|p,|

ur=
’ (ki®)~" pri+(ki") " (or—pri) fidr pry

(2.5)

Dabei sind ur und u+® —die relative gesamte und die elasti-
sche Verschiebungen beider Korper,

kr® — ist die tangentiale Kontaktsteifigkeit im elastischen
Bereich,

krP — ist die tangentiale Kontaktsteifigkeit im plastischen
Bereich.

Nach der Arbeit von Reshetov und Kirsanova [1970] wurde
angenommen, daf

kiP = (1125... 1/20) k° (2.6)

Aufgrund experimenteller Untersuchungen (vgl. Bucz-
kowski und Altenbach, 1989) gibt man an, daB die Abhin-
gigkeit zwischen tangentialer Kontaktsteifigkeit ky° und p,
fir elastischen Bereich durch

_ ()®

kr® B

@.7)

berechnet werden kann, wobei S ein Parameter ist, der
vom Werkstoff und der Oberflachenfertigung der Reibpaa-
rung abhangt. Fir die in Gin. (2.1a) und (2.7) enthaltenen
Parameter c,, mund S sind z. B. von Back, Burdekin, Cow-
ley [1972] und Levina und Reshetov [1971] Werte angege-
ben.

Der Parameter R kann mit Hilfe der Gl. (2.8) [Back u.a.,
1973]

R = 2c,m(1+v) (2.8)

berechnet werden, wobei v- die Poissonsche Konstante
des Materials ist.

<pr<u|p.l

2.1. Reibungsgesetz

Zur Begrenzung der tangentialen Kréfte in der Kontakt-
zone wird ein generaliziertes Coulombsches Reibungsge-
setz eingefiihrt. Dieses Gesetz wird durch folgendes Gleit-
kriterium

f(pT/ pm qu) = ”pT“ +.“(UT‘n)pm pn < 0:

ausgedriickt, in dem der Gleitmodul (Reibungskoeffizient)
1(urP) vom effektiven Gleiten ||u;” || abhangt (dies wird
naherim Punkt2.1.1. beschrieben), und || . || die Normist.

2.1.1. Reibungskoeffizient

Aus den experimentellen Untersuchungen ist bekannt, daB
der Reibungskoeffizient x nicht konstant ist und u.a. von
der Belastung und der Oberflachenrauhigkeit abhangig ist.

In der vorliegenden Arbeit wird eine hartende (oberfla-
chenverfestigende) Reibung eingefiihrt.

Nach Fredriksson [1975] wurde angenommen, daB der
Reibungskoeffizient vom sog. effektiven Gleiten v, der
Kontaktzone (in unserem Fall entspricht dem effektiven
Gleiten v, die plastische, relative Verschiebung ut?) ab-
héngt:

i=1
u(uP) = pm(1—(1+p)exp(—n(AuPl+ ; Aufl))

(2.9)
um—  ist der makroskopische (maximale) Reibungs-
koeffizient,
B - definiert den anfénglichen Reibungskoeffizient,
n - Verfestigungsgrad in [1/mm],
ur?—  relative plastische Verschiebung beider Kérper in

tangentialer Richtung,

AusP - plastischer Verschiebungsinkrementin tangentia-
ler Richtung,

i - Zahl der Lastinkremente.

In diesem Modell wird der Reibungskoeffizient im i-ten
Lastinkrement aus dem (i—1)-ten, vorhergehenden
Lastinkremente bestimmt. Die direkte Berechnung des
Reibungskoeffizienten flr das i-te Lastinkrement ist mit der
Anwendung eines zusétzlichen lterationsprozesses ver-
bunden. Die vorgenommene Vereinfachung hat jedoch
keinen EinfluB auf erhaltene Ergebnisse. Diese Bemer-
kung wurde auch in der Arbeit von Adamczyk und
Burczyniski [1986] bestatigt.

3. Formulierung des Kontaktproblems

Bild 3 zeigt zwei elastische Kérper, die sich im Kontaktzu-
stand befinden. Die beiden Kérper haben eine gemein-
same Oberflache I'.. In der Kontaktzone wird ein lokales
Koordinatensystem t,n eingetragen. Das lokale Koordina-
tensystem ist mit dem ,unteren” Kérper (Kérper B) verbun-
den, dabei wird die Achse n Gber einen Einheitsvektor i zu
I'. bezeichnet. VA und V® sind die Volumina der elasti-
schen Kérper A und Bund I' und I'® die dazu gehérenden
Oberflachen. Die duBeren Belastungen sind als Druckver-
teilung q; auf der Teilflache I'y, als Volumenkrafte p und als
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Bild 3

Schematische Darstellung eines Kontaktes zweier rauher Korper:
n,t—lokale Koordinaten,

V = VA u V® - Volumen der Korper A und B,

I'= I, u I'8, - Oberfiache mit vorgegebenen Verschiebungen,
Iy —Oberflache mit vorgegebenen Kraften,

I', —mbgliche, gemeinsame Kontaktflache,

go — Spaltbreite,

g —Durehdringung des Kérpers A in den Kérper B

Einzelnekréfte F; vorgegeben. Fir die Teilbereiche I und
rgsind Verschiebungsrandbedingungen vorgeschrieben.
Der Vektor der Verschiebungen wird mit u bezeichnet. Die
Korper wirken durch eine nichtlineare elastische Zwi-
schenschicht aufeinander. Diese Zwischenschicht besteht
aus fiktiven, unabhangigen Federn mit den Eigenschaften
einer Winklerbettung. Zwischen beiden Kérpern kann auch
Spiel in Normalenrichtung auftreten. Die genaue Beschrei-
bung dieses Kontaktfederelementes kann man in der Ar-
beit von Buczkowski und Altenbach [1989] finden.

3.1. FEM-Formulierung in inkrementaler Form

Fur elastische Probleme gelten folgende Bezeichnungen
in inkrementaler Form:
- statisches Gleichgewicht

D'do+dp = 0 inVAu Ve (3.1)

wo: D - Differentialmatrix (s. Altenbach und Sacharov,
1982, S. 22), p - Vektor der Volumenkrifte,

- kinematische Gleichungen

dé = Ddad inVAu VB (3.2)
- Verschiebungsrandbedingungen

du; = dg; in rars (3.3)
- Materialgleichungen (Stoffgesetz)

dé = Edé in VAu Ve (3.4)

wo: E - Elastizitatsmatrix,
& — Der Vektor der Verzerrungen,
u — Der Vektor der Verschiebungen,

- Spannungsbedingungen
doy(u)n; = dqyu) inly (3.5)
dpa(u)
dpr(u)
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do;,(u)n,-n,-

dp(u)ﬁ "dpnﬁ

ij= 1,2} in Iy (3.6)

dp, und dpr— normaler und tangentialer Kontaktspan-
nungszuwachs, es giltin der Kontaktzone

u, = @A und Gy = G- U, (3.7)

- kinematische Kontaktbedingungen (bei Voraussetzung
kleiner Verformungen)

g= ((uB+AuB)-.(uA+Au"‘))ﬁ---go Z 0> ppn)i <0 in
in
g=(u®+Au®)-Ww*+Au*)i-g, < 0=> pa(n)ii = 0 }
: (3.8)

wo: 71— Einheitsvektor in Normalen-Richtung,

9o — Spaltbreite zwischen den Kérpern A und B im
nichtdeformierten Zustand (vor der Belastung)

Pn = p(u)ii -~ Normalkontaktspannung, Pn 3 den,

Au - Verschiebungsinkrement, A und B bezeich-
nen die Korper A und B.

3.2. Variationsformulierung in dem Verschiebungs-
feld

Statt der Differentialformulierungen in (3.1) bis (3.6) wird
eine dquivalente Variationsformulierung in den Verschie-
bungen verwendet. Ausgangspunkt fiir die weitere Be-
trachtung ist das elastische Gesamtpotential in einer inkre-
mentellen Form:

drr®(du) = ( f d&’dpdv- [ da’dv- | da’dgds
vAyve vAuve Fq
(3.9)
-—EL dv,G,dF +d(¢,+ ¢1)

Physikalisch lassen sich die Terme ¢, und ¢r als elasti-
scher Deformationsenergiezuwachs einer fiktiven Zwi-
schenschicht interpretieren, welche die mechanischen
Eigenschaften einer Bettung hat [Schomburg, 1979], G
und v werden unten erklart. Durch den oberen Index e sind
die GroBen auf ein Element bezogen.

Der Verschiebungszustand @ wird niherungsweise durch
die Werte V in den Elementknoten dargestellt:

dd = Gdv (3.10)
In Gl. (3.10) ist G die Matrix der Formfunktionen und v der
Vektor der Knotenverschiebungen.

Setzt man in Gl. (3.9) den Verschiebungsansatz Gl. (3.10)
und Gl. (3.4) ein, erhalt man nach Ausmultiplizieren die
Beziehung

dH“(d\?)=% J (DG)"4v'EDGAVAV~ [ GTdv"dpdv

VAuve viuve
- [ G7dv7dgds - T dv,"G,dF, + dg,
y e

und nach Umformung

dI7° (V) =% dv" [ (DG)TEDAVdV

vAuve (3.11)
-dv’( | G'dpdv+ [ GTdgds
VAuve Iy
+ZGLdFL)+d¢k
L



Den Potentialzuwachs der Kontaktschicht

d¢k = d(p,+ ¢7) kann man wie folgt beschreiben

dgn = i dpa (dup — go)dA (3.12)
[

dgr = { dpr(dur — go)dA (3.13)
[

wobei g, — die Spaltbreite (vgl. Ungl. 3.8) ist.

Das elastische Gesamtpotential fiir ein aus e, finiten Ele-
menten und e, Kontaktelementen bestehendes System er-
gibt sich als Summe aller Elementbeitrage

drinw) = X diew) + 2 dox(v) (3.14)

(e1)

Die Bedingung d(I7(dv)) = 0 fir das Minimum des elasti-
schen Gesamtpotentials unter der Voraussetzung kleiner
Deformationen liefert die Gl. (3.15)

(Kas + Ko (AV)) AV = AF (3.15)
Die Elementsteifigkeitsmatrix K,z wird aus
K = 2 (J DGTEDGAV) (3.16)

(er) v _
berechnet, der Elementkraftvektorzuwachs AF setzt sich

aus folgenden Anteilen zusammen:

AF, = fGTApdV Kraft infolge des Volumenkraftezu-
Y wachses Ap,

AF. = [ G'AGdS Kraft infolge des Oberflachenkrafte-
Iq zuwachses Ag,

AF, = ZT\dF, Kraftvektor infolge diskreter Knoten-
% krafte AF,

Der Aufbau der Kontaktsteifigkeitsmatrix [K,] folgt aus den
Gin. {3.12) und (3.13) und wird fir infinitesimale Deforma-
tionszuwéchse wie folgt nachgewiesen:

A¢r— IApr AUrdA—

Agr= 3 f{[ j((pr)) (AuT)]TAuT} dA (3.17)

Unter Beriicksichtigung, daB man die Koeffizienten der
Tangentialkontaktsteifigkeit aus der Ableitung der tangen-
tialen Kraft nach der tangentialen Verschiebung bestimmt,
giltin bezug auf die Einheitsflache,

2]
kr = (pr) ; (3.18)
A(ur)

kr — Steifigkeitskomponente in der tangentialen Richtung
in bezug auf die Einheitskontaktflache. In unserem Modell
(vgl. Bild 2) k; = konst., gilt also:

1
Apr = EI(kTAuT)dA
r

Aprkr [(Aur)T(Aur)dA (3.19)
Ie
und mit Hilfe der GI. (3.10) geht (3.19) iber in
Ar = %kTAvTTUGTGdA]AVT (3.20)
Ie

Es 4Bt sich leicht beweisen, daB die Auswertung des Inte-
grals fir lineare Ansatzfunktionen des 4-Knoten finiten Ele-
ments zu folgender Matrix fihrt:

: Al® 1 2
fGGdA = :
Te 6 17 2

(3.21a)

oder flir quadratische Ansatzfunktionen des 8-Knoten fini-
ten Elementes:

A 4 2 -1
fGTGdA = 216 2 |, (321b)
Ie 30 -1 2 4

A.'® - Kontaktflache, die sich 1angs eines jeden finiten Ele-
mentes erstreckt.

Die Matrizen (3.21a) und (3.21b) fihren im aligemeinen
zur Ermittlung der Kontaktsteifigkeit des Kontaktlinienele-
mentes.

Durch eine Diagonalisierung werden die Matrizen (3.21a)
und (3.21b) folgenderweise umgeformt¥:

- AJ”[SO]
6 0 3

(3.22a)

bzw. fiir quadratische Ansatzfunktionen des 8-Knotenele-
mentes:

AL 5 00
C= 0 20 0 ;
30 0 05

(3.22b)

Die diagnolisierten Matrizen (3.22a) und (3.22b) werden im
weiteren benutzt, um die Kontaktsteifigkeit der diskreten
Kontaktfederelemente zu berechnen. Da die Komponen-
ten der Kontaktsteifigkeit direkt von der Druckspannung (in
dem hier angenommenen Modell dndert sich Druckspan-
nung knotenweise, vgl. Gin. 4.10 und 4.11) abhingen,
kann das Verhalten der Kontaktzone durch Anwendung
der voneinander unabhangigen Federn richtiger beschrie-
ben werden.

Das Funktional (3.20) wird unter Ber{icksichtigung der Ma-
trizen (3.22a) und (3.22b) folgendermaBen angegeben:

Apr = % krAVrrcAVr (3.23)
Wenn man die Gl. (3.23) differenzient,

(A ¢71)

= kT C Avr, (3-24)
d(Avy)

erh&lt man unter Beriicksichtigung der Gl. (2.7):

[ S(A¢r) _ (po)*

A/IA vr, (325)
9(Avr) |

I - Einheitsmatrix,

fur lineare Ansatzfunktion:

4= A (+5i43)

3) Die Hinweise zur Diagonalisierung kommen aus Diskussionen
mit Dr. sc. techn. U. Gabbert (Institut Festkdrpermechanik
TU Magdeburg)

(3.26a)
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fur quadratische Ansatzfunktionen:

1.4 1

A=A (+=; +=; += 3.26b
P e ( 6’ 6 s) 2:200)
Bei der Berechnung von axialsymetrischen Kontaktaufga-

ben héngt A; vom Radius r (vgl. Anhang) ab.

Die Komponenten A, in der Gl. (3.25) kénnen physikalisch
als eine Kontaktflache, die jedem Kontaktfederelement zu-
geordnet ist, interpretiert werden (die Kontaktflache ist im
Anhang abgeleitet).

Bei der Ausfiihrung der Steifigkeitskomponenten k,, in nor-
maler Richtung geht man wie oben vor:

D¢y = [Ap,(Aup—go)dA
I

1 3(pn) T
- Er{{[ S0, (Bun=99] (Aun—go)}dA

Mit Berlicksichtigung, daB man den Koeffizienten der Nor-
malkontaktsteifigkeit aus der Ableitung der normalen Kraft
nach der normalen Verschiebung bestimmt, gilt in bezug
auf die Einheitsflache:

3pn) i

3(u,) cy”

ko=

(3.27)

wobei k, — die Steifigkeitskomponente in der normalen
Richtung in bezug auf die Einheitskontaktflache ist.

Setzt man Gl. (3.27) in Verbindung mit den Gin. (3.10) und
(3.26) ein, so erhilt man

1
Ao == kn JGT(Ava—go)TG(AV,—go)dA  (3.28)
I

Nach Differentiation der Gl. (3.28) erhalt man fiir die Kon-
taktknoten mit Einfiihrung der Matrix C (Gin. (3.22a) und
(3.22b)):

3(A¢n)
o(Av,)

= K, C(Av,—g,) (3.29)

und weiter unter Berlicksichtigung der Gl. (3.27),

[ (A ¢n) ] pa "
I

= Al(Av,—g, 3.30
(av.) jI(Avn—g,) (3.30)

Com
A;und I sind bei der Gl. (3.25) erklart.

Um das nichtlineare Verhalten der Kontaktzone zu model-
lieren, wird zwischen zwei berithrenden Kérpern, d. h. zwi-
schen den Knotenpaaren, ein Kontaktelement eingetra-
gen, das dber nichtlineare Eigenschaften verfiigt. Das
Kontaktelement besteht aus zwei fiktiven Federn der
Lange Null und wurde in der Arbeit von Buczkowski und Al-
tenbach [1989] wie folgt beschrieben:

[Kele = (61 [Kc]L[6] (3.31)

[©] — Matrix der Richtungskosinus fiir jedes Kontaktele-
ment (vgl. Buczkowski und Altenbach, 1989), [K ], —Kon-
taktsteifigkeitsmatrix fiir jedes Kontaktelement in den loka-
len Koordinaten.
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In den lokalen Koordinaten lautet die Kontaktsteifigkeits-
matrix;

kr 0 —kr 0

0 k, 0 =k, (3.32)
—-kr 0 kr O

0 —-kn 0 |k,

[Kele = A/ *

Gleichung (3.15) kann man auch wie foigt vorstellen:

(Kas+ K A':) {AV’}—{ AF, } 3.33
as+Kc(AV) ave | =1 afyan (3.33)

Av, und Av,~ sind Knotenverschiebungsinkremente
auBerhalb und in der Kontaktzone.

AFq, und AFy - sind die Inkremente der Kontaktkrifte
auBerhalb und in der Kontaktzone. K. und A £ hingen von
den Knotenverschiebungen Av ab.

Bei der inkrementellen Beschreibung ist ein Lastinkrement
in jedem Berechnungsschritt zu definieren. Die Verschie-
bungsinkremente und die Zuwachse der Kontaktkrifte
werden nacheinander gesondert bestimmt. Die Gesamt-
gr6Ben folgen aus den inkrementellen Werten durch Sum-
mation

{F1) = {aF"y + 52 (AP (3.34)
vy = (AvIT) + é {AviTy (3.35)
(FF1y = {AFI} + §2 {AFEY (3.36)

Zur Berechnung des Verschiebungsfeldes wird eine
Tangentenmatrix angewandt, die im vorhergehenden
Inkrement erhalten wird d. h.

(K™Y {AV'} = {AF]} (3.37)
(K™ = [K7'({AVIT"), {AF"})) (3.38)

4. Berechnung der Kontaktsteifigkeit
4.1. Kontaktsteifigkeit im elastischen Bereich

Im ersten Belastungsinkrement wird eine gleichmaBige
Druckverteilung {iber der Kontaktzone angenommen. Das,
bedeutet, daB das erste Lastinkrement A F,!! auf die nomi-
nelle Kontaktflache A verteilt wird (Startbedingung)

AF!

Pm = A, (4.1)

Fur die Berechnung der Kontaktkrafte fir jedes Kontakte-
lement muB diesem eine bestimmte Kontaktflache A, zuge-
ordnet werden. Diese Kontaktflache wird mit Gl. (4.2a) fur
den ebenen und mit Gl. (4.2b) fiir den axialsymmetrischen
Spannungszustand berechnet:

A = [[ Gjdetydédy (4.2a)
Ie

wobei G; — die Polynome der Formfunktionen G sind,

detJ — Determinante der Jacobischen Matrix.

Die detaillierte Berechnung einer Kontaktflache A; wird im
Anhang ausgef(hrt.



Es ist dabei zu unterstreichen, daB die Summe aller Kon-
taktelementflachen gleich der nominellen Kontaktfiiche A,
sein muB. An der Kontaktflache A, werden stetige tangen-
tiale und normale Kontaktspannungen vorausgesetzt.

In dem ersten Belastungsfall sind die normalen Kontakt-
kréfte Fn!'! unter Beachtung der Gl. (4.1) in jedem Kon-
taktelement:

Fof'l = AFfY = pp A (4.3)

Die Kontaktkréfte verursachen Deformationen der Un-
ebenheiten der Kontaktzone. Diese Deformationen stellen
die Differenz der Verschiebungen der Federendpunkte
dar.

fir das erste Belastungsinkrement wird die normale Kon-
taktsteifigkeit als Sekante angenommen, weil die Neigung
der Kurve im Ursprung (Startpunkt) den Wert Null an-
nimmt.

Das erste Lastinkrement soll dabei ca. 5 % der Gesamtbe-
lastung betragen [Villauneva-Leal und Hinduja, 1984].

Somit kann fiir die normale Kontaktsteifigkeit geschrieben
werden

i AF"[[H
A= —" (4.4)
A Un[[ 1]

Bei Bericksichtigung der Gin. (2.1) und (4.3) erhilt man
weiter

k,,,[” _ pmA/ _ pmAl
Au," Enbp™
und nach Umformung
l AF,M ]”’" A
ko't = (4.5)
Aa Cn

Fir die angenommene gleichmaBige Druckverteilung p,
und mit Hilfe der GI. (2.7) wird die tangentiale Kontaktstei-
figkeit berechnet

(ps")S
kil = A
R
und nach Umformung
AF,M ° a
ko = i : (4.6)
A, R

A, —nominelle Kontaktflache,

A;—Flache, die jedem Kontaktelement zugeordnet ist (vgl.
Gin. 4.2a und 4.2b),

cn, M, R, S — Parameter der Kontaktzone,

AF,!"'— Anfangslastinkrement in der Normalenrichtung,
j— Nummer des Kontaktelementes.

Die normale und die tangentiale Kontaktsteifigkeit (Gin.
(4.5) und (4.6)) werden jetzt zur Ermittlung der Steifigkeit
der einzelnen Kontaktelemente in die Matrix (3.32) einge-
setzt.

Verkniipft man die Kontaktsteifigkeitsmatrix (3.32) mit der
Steifigkeitsmatrix der Kérper A und B, so entsteht die glo-
bale Anfangssteifigkeitsmatrix K]

KM = KAB+2 (Ke)a (4.7)

Vor der Lbsung des Gleichungssystems (3.15) missen
auch die Verschiebungsrandbedingungen (3.3) bertick-
sichtigt werden. Aus der Lésung des Gleichungssystems
(3.15) erhalt man die Knotenverschiebungen und somit die
Deformationen Au,f'! und Auy!'. Das Normalspan-
nungsinkrement p,,!"! wird nach dem ersten Belastungs-
schritt aus der Gl. (4.8) bestimmt

k,,,“‘ Aun/“'

pyll = —— (4.8)
A

In den folgenden Lastschritten wird die normale Steifig-
keitskomponente k, als Tangente im neuen Punkt der Be-
lastungsdeformationskurve (vgl. Gl. 3.27 und Bild 1) be-
rechnet.

Die Kontaktsteifigkeitskomponenten k, in der normalen
und krin der tangentialen Richtung werden fiir jedes Kon-
taktelement j in den folgenden Schritten in Verbindung mit
den Gin. (3.19) und (3.21) mit Hilfe der GI. (4.10) und (4.11)
berechnet

i
oM (B g+ Z Aug")

pall = (49)
A
. (=11
fglh = A (4.10)
com
(p .[”)5
k1 = -—-'3R—A,-, 4.11)

i—istdie Zahl der Lastinkremente, j—Nummer des Kontakt-
elements, p,—Druckspannung im i-ten Lastinkrement
k," und (k;°)!1 - Kontaktsteifigkeitskomponente im i-ten
Lastinkrement, e — elastischer Bereich.

Weil die Knotenverschiebungen der Struktur klein sind,
wird flr jedes Inkrement eine konstante Steifigkeitsmatrix
K ag der Kérper A und B vorausgesetzt.

Fur die folgenden Inkremente erhilt man
(Kag)' = Kag+Z (Ko)' i=1,23,... (412
(e2) :

Es folgen dann die normalen und tangentialen Kontakt-
krafte £, und F7 im i-ten Lastinkrement:

Il

i
Fol = AF,"+ 2 k, 1AM (4.13)
2

4 i = . >
Frlh = AFM+ 2 k1A G M (4.14)

2

Nach der Berechnung der Kontaktkréfte und Beriicksichti-
gung der kinematischen Kontaktbedingungen an der Be-
riihrungsflache I', prift man, in welchem Zustand sich das
Kontaktelement befindet (Adhasion, Gleitung bzw. Klaf-
fung). Fir g = 0 (vgl. Ungleichungssystem 3.8) wird fiir
das né&chste Lastinkrement angenommen, so daB das
Kontaktelement ,offen*, d.h. (K.); gleich Null ist.
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4.3. Berechnung der Tangentialkontaktsteifigkeit
im plastischen Bereich — Gleitmodell —

In jedem Lastinkrement wird iterativ gepriift, ob die tangen-
tialen Kréfte sich schon in dem plastischen Bereich befin-
den, d.h.

B
s

% % . m
0.625u(up)"F,) < Fl < 1.0u@s)"F,M  (4.15)
oder die Reibungskrafte (iberschreiten: %
FT = 1.0u(up”)i F,l0 (4.16)
<t

Fir den ersten Fall wird angenommen, daB die Tangential-

kontaktsteifigkeit aus
k;7 = (0.04...0.05)k;° (4.17)

berechnet werden kann [Kirsanova und Reshetov, 1970},
und die neue FE-Analyse wird fiir das gegebene Lastinkre-
ment wiederholt.

Fir den zweiten Fall wird im entsprechenden Lastinkre-
ment die neue Belastung aufgebracht, d. h.
AF = sign. u(urP1) AF, 1 (4.18)
+1 fur Au;M = 0

-1 fur Au/" < 0

sign. =

sign. =

A Fyr—Kontaktkraftzuwachs in der tangentialen Richtung,

u(ur”) - Reibungskoeffizient nach Fredriksson (vgl.
Gl. 2.9),

i— Nummer des Lastinkrementes.

5. Numerische Ergebnisse

5.1. Elastischer Stempel auf efastischer Unterlage
(Bild 4)

Das Problem des elastischen Stempels auf elastischer Un-
terlage wurde mit Berlicksichtigung der Kontaktrauhigkeit
und mit Anwendung einer iterativen Methode in der Arbeit

Tabelie 1

i
|
|
|
|

3 %VWWA >
SN S
Bild 4

Elastischer Stempel auf elastischer Unterlage
A = 190 mm, B = 100 mm, p, = 1.2 N/mm?
Dicke = 10 mm, E, = E, = 4000 N/mm?,

qo = 0,
vy =v,=0.35

von Buczkowski und Altenbach [1989] ausfuhrlich analy-
siert. Die auBere Belastung wird hier durch eine Flachen-
last p,, in der Normalrichtung aufgebracht.

Aus der Tabelle 1 sind die gesamten tangentialen Ver-
schiebungen ur und die irreversiblen Verschiebungen u
(die gesamten relativen Verschiebungen setzen sich aus
einem reversibien und einem irreversiblen Anteil zusam-
men) zu entnehmen. Die ermittelten Ergebnisse wurden
fur unterschiedliche Reibungskoeffizienten und bei
Annahme derseiben Parameterwerte der Kontaktzone
(th=1.0, m=05 R=1.3, S=0.5 n=275[1/mm])
ermittelt.

Auf Bild 5 wurde eine Simulation des Be- und Entlastungs-
prozesses der elastischen Unterlage durch einen elasti-
schen Stempel im Kontaktknoten am Rande des Stempels
(das Verhaiten in der tangentialen Richtung wurde hier
nicht berticksichtigt) dargestelit.
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Relative gesamte ur und plastische Verschiebungen ur’ in der
Kontaktzone elastischer Stempel — elastische Unterlage fiir unter-
schiedliche Parameterwerte der Kontaktzone

mit Verfest.|ohne Verfest|ohne Verfest|ohne Verfest.|ideal.Modell

pm=D.2.ﬁ=1.0 ym=0.2.ﬁ=1.0 um=0.2.ﬁ=0.2 pu=0.001.5=1.0| {21(.=0.0>
2x/B u, pm uTFpm qumguTFum u-r“m;ur?“'" U pm :urppm
0.00 0.000:0.000{0.000:0.000 |O. 0.00050.000 0.000 %0.000
0.10 0.109:0.000{0.104:0.000 |0. 0.835:0.729 0.948 :0.948
0.20 0.219:0.000 0.205?0.000 0. 1.692:1.485 1.895 »1.895
0.30 0.328:0.000 0.29850.000 0. 2.54842.248 2.824 2.824
D.40 0.467:0.000 0.40450.000 0. 3.&70%3.064 3.808 %3.308
0.50 0.657:0.000|0.527:0.000 |0. 4.425:3.898 4.818 §4.818
0.60 1.016:0.000!0.694:0.000 |1. S.ilE?A.TZB 5.838 5.858
0.70 1.786:0.000(0.893:0.000 |1, 6.473%5.581 6.966 ?6.966
0.80 2.&09%0.000 1.170:0.000 |2. 7.371f6.438 8.126 '8.126
0.83 2.595%0.000 1.37110.000 (2.7 8.232;5_928 8.8335 58.835
0.90 2.54420.510 1.651:0.088 |3. 8.887:7.364 9.547 [9.547
0.93 2.891:0.532 2.148%0.150 3. 9.630%7.789 10.41 610.41
1.00 3.438:0.533 2.744;0.139 4. 10.15i7.913 10.97 10.97
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Bild &

Simulation des Be- und Entlastungsprozasses einer elastischen
Unterlage durch einen elastischen Stempel im Kontaktknoten am
Rande des Stempeis

Es wurden zwei Entiastungsfalle (die Kurven AB, und AB;)
far unterschiedliche c,-Parameter und bei Annahme von
m = 0.5 angegeben. Die Neigung der Entlastungskurve
ist vom c,-Parameter stark abhangig. Bei Annahme der
gréBeren c,-Werte erhalt man die steifere Chrakteristik,
Die Abschnitte OB, und OB, (Bild 5) stellen nach der Entla-
stung die irreversible (bleibende) relative Verschiebung
dar.

5.2. Elastische Kugel auf elastischem Halbraum
(Bild 6)

Um den EinfluB der Oberflachenrauhigkeit auf die Ermitt-
lung der realen Druckverteilung und der Radien der Ber{ih-
rungsflachen flr den Fall zweier unterschiedlich gekrimm-
ter Kérper zu bestimmen, wurde als Beispiel die Kugel auf
elastischem Halbraum ausgewahit.

Die Rauhigkeitsparameter wurden durch ¢, = 0.3,
¢, = 0.8 unter der Voraussetzung m = 0.5 erfa3t. Tan-
gentiale Kraftwirkungen wurden nicht bericksichtigt. Die
Ergebnisse werden mit der analytischen Losung nach
Hertz verglichen. Aus den Bildern 7 und 8 ist zu ersehen,

Bild 6

Elastische Kugel auf elastischem Halbraum:

A =120 mm, R = 15 mm, E; = E, = 21000 N/mm?,
Vi=Va= 0.3

x
PolN/mat 1~

1200 \ Hertz
I\
X

6.8 8.4

rinl

Bild 7
Kontaktdruckverteilung p, zwischen elastischer Kugel und elasti-
schem Halbraum im Vergleich zur Hertzldsung fir P = 200 [N].

P=2BR8BLN]
5888 - ¢ AN e i
e 1 A\®

8.8 1.8 Z.8

Bild 8
Kontaktdruckverteilung p, zwischen elastischer Kugel und elasti-
schem Halbraum im Vergleich zur Hertzlésung fiir P = 20000 [N]

rlms]

1.8

1.2

8.6
6.8 . . N
1.8 2.8 3.8 4.8 5.8

log(PIN})

Bild 9
Abhangigkeit des realen Kontaktbeiches beim Eindringen einer
Kugel in einen rauhen Kérper von der duBeren Belastung

daB die Rauhigkeit einen Effekt hat wie eine elastische
Schicht zwischen den Kérpern, d.h., die Druckverteilung
erfolgt Uber eine gréBere Flache. Der Rauhigkeitseffekt
nimmt mit der Verminderung der &uBeren Belastung zu.
Ferner nimmt die reale Beriihrungsflache mit der Steige-
rung der Oberfldchenrauhigkeit (groBere c,-Werte) zu und
weicht stark von der Hertzlésung ab (Bild 9).
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Die vorgesteliten Ergebnisse wurden analytisch von
Greenwood und Tripp [1967] und experimentell von Ka-
gami u.a. [1983] und Greenwood u. a. [1984] bestatigt. Das
Kontaktproblem der rauhen Kérper wurde letztens von
Johnson [1985] besprochen. Dieser Vergleich hat aber nur
einen qualitativen Charakter, weil die oben genannten
Autoren als wesentlichen Parameter der Rauhigkeit den
Wert a [2.B. Johnson, 1985, S. 419] benutzen:

Os osR

a = — =——=g,

1
16R(E*)? ] s
d, r

gr?

o5 — Quadratischer Mittelwert der Rauhigkeitsprofilabwei-
chungen innerhalb der MeBstrecke (Bezugstrecke) nach
DIN 4726/1,

0, — Annaherung der Beriihrungsflachen,

R - Radius der Kugel,

r — Radius der realen Berthrungsflache,

P - &uBere Belastung,

E* - elastischer Ersatzmodul der beiden Koérper [John-
son, 1985, S. 92].

Far sine quantitative Einschatzung muB man den funktio-
nellen Zusammenhang der Parameter ¢, und m und des
Rauhigkeitsparameters o bestimmen.

Vor der Aufbringung der duBeren Belastung wurden als
Startbedingung drei Kontaktknoten angenommen.

5.3. Starrer Hohlzylinder auf elastischem Halbraum
(Bild 10)

Dieses Kontaktproblem wurde unter Berlicksichtigung der
Normalkontaktsteifigkeit und Vernachlassigung der Tan-
gentialkontaktsteifigkeit mit Hilfe einer iterativen Methode
von Buczkowski und Altenbach [1989] behandelt. Um den
EinfluB der duBeren Belastung und von unterschiedlichen
Rauhigkeitsparametern auf die Kontaktspannungsvertei-
lung einzuschétzen, wurden hier zwei unterschiedliche Be-
lastungen, P =10 [kN] und P =100 [kN], aufgebracht. Die

P
L r>
I 2R1 I £
2RA ,oE
| i

Bild 10

Modell fir die Kontaktaufgabe starrer Hohlzylinder auf
elastischem  Halbraum fir  unterschiedliche c,-Werte,
m=059, R=0.67, S=040, R/=25mm, Ra=50mm,
E1=410"N/mm? E;=410°% »,=v,=0.3, yn=u=0.3=konst
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Pt/Pn . .
i, :
8.8 Ty,
: L |
8.2 e
: "
8.4 : o
8.6 :
8.8 : :
1.8 i
8.5 1.8 r/Ra
)
Pa/Pn
*+c,=0.801
sc=8.8 |
2.8t0c,=2.8
I (]
e
8 +
: i
1.8 i
] i!*
vyt
8.8 * ’ s
8.5 1.8 r/Ra
}

Bild 11aund 11b

Dimensionslose Verteilungen der Normal-p,/p,,- und Tangential-
spannungen pr/pm zwischen starrem Hohlzylinderstempel und
elastischem Halbraum in Abhangigkeit von der auBeren Bela-
stung (P = 1 [MN]) fir unterschiedliche c,-Parameter

+
1% ,
.08 " .
5.668 L

|
8.816 ' ’

6.824

8.5 1.8 r/Ra

Pn/Pu

8.2+

6.1

8.8

8.5 1.8 r/Ra

Bild 12a und 12b
Dimensionslose Verteilungen der Normal-p,/pn,- und Hohlzylin-
derstempel und elastischem Halbraum in Abhangigkeit von der

&uBeren Belastung (P = 10 [kN]) fiir unterschiedliche ¢,-Parame-
ter



Tabelle 2

Kontaktspannungen in der Kontaktzone zum Beispiel 1 (elasti-
scher Stempel — elastische Unterlage) mit der Anwendung der
3-Knoten und 8-Knoten finiten Elemente

Kontaktknoten 1 3 5

7 9 11 12 13

8-Knoten| x [mm] 0.00 10.00

20.00

Element

30.00

40.00| 45.00| 47.50| 50.00

NE= 455 |p, Nomm®

e 0.00000.0325|0.0635

NK= 107

0.1157|0.2253|0.2955[0.3581 |0.5683

P N/mmz

"

1.0369|1.0416(1.0433

1.1272

1.270111.4773(1.7905]|2.8415

8-xnoten| x [mm] 0.00 8.333116.667

Elemant

25.00|33.333/41.667 |45.833

50.00

NE= 49 |D Nmm>

- 0.0000|0.0234 |0.0504

NK= 154

0.0816|0.1390|0.2506 |0.3252/0.6079

P, No/mm® [1.0329{1.0369|1.0492

1.0819]1.1639(1.2532|1.6260(3.0396

8-Knoten| x [mm] 0.00 8.333|16.667

Element

25.00|33.333|41.667 [45.833

50.c0

NE= 97 p Nomm® |0.0000|0.0493|0.0574

NEK= 308

0.0944|0.1406|0.2338|0.3092|0.6229

p, Nomm®1.3202|1.0375|1.0678

1.00913|1.16961.3278|1.5459!3.1144

Bilder 11 ... 12 stellen Normalkontaktspannungen und
Tangentialkontaktspannungen fiir unterschiedliche c,-
Parameter und bei Annahme vonm = 0.59, R = 0.67 und
S = 0.40 dar. Fur kleine Kontaktsteifigkeit (groBe c,-
Werte) ist die Druckverteilung langs der Kontaktzone
gleichmaBiger. Wie aus den Bildern 11 ... 12 zu ersehen
ist, ist der EinfluB der Rauhigkeit auf die Druckverteilung
und die Tangentialspannungen bei einer Verminderung
der Belastung wesentlich groBer. Dieser wurde auch im
Beispiel Kugel — elastischer Halbraum beobachtet.-

6. SchiuBbemerkungen

Entsprechend dem nichtlinearen und nichtkonservativen
Charakter des Reibungsprozesses der zu I6senden Kon-
taktaufgaben wird eine inkrementelle Formulierung ange-
wendet, die eine beliebige Be- und Entlastung des Sy-
stems zulaBt.

Die Kdrper wurden mit finiten Elementen mit 3-, [70] und 4-
Knoten (lineare Ansatzfunktion) bzw. mit 8-Knoten Seren-
dipity oder 9-Knoten Lagrange-Elemente mit quadrati-
schen Ansatzfunktionen [28], [47] diskretisiert. Das Pro-
gramm wurde fir alle oben genannten Elemente getestet.
In der Tabelle 2 wird beispielsweise ein Vergleich der Kon-
taktspannungen bei Anwendung der 3-Knoten- und der
8-Knoten-Elemente fiir das Beispiel 1 (elastischer Stempel
auf elastischer Unterlage) gezeigt.

Im Unterschied zu der iterativen Methode [Buczkowski und
Altenbach, 1989] wurde in der vorliegenden Arbeit ein gro-
Ber EinfluB der Reibungsparameter auf die gesmaten u;
und die irreversiblen u;” Verschiebungen (vgl. Tabelle 1)
beobachtet. Dieser Effekt bei der inkrementellen Modellie-
rung folgt aus der stlickweisen Veranderung der Tangen-
tialkontaktsteifigkeit mit der Steigerung der Normalkon-
taktspannungen (vgl. Gl. 2.7), wobei die Tangentialkrafte
nach beiden Methoden gut Gbereinstimmen. Ein &hnlicher
Effekt wurde auch mit und ohne Voraussetzung einer
linearen Reibungsverfestigung (Tabelle 1) festgestelit.

In dieser Arbeit wurden nur 2D-Kontaktprobleme behan-
delt. In weiteren Arbeiten sollen sowohl! raumliche Kon-
taktaufgaben als auch anisotrope Eigenschaften der Kon-
taktzone berticksichtigt werden.

Anhang

Berechnung der jedem Kontakifederelement zugeordne-
ten Kontaktflache:

Axialsymmetrischer Fall (vgl. Gl. 4.2a):
A = 2z [rG; detJde

le
G, - Polynome der Ansatzfunktionen

(A1)

fur lineare Ansatzfunktionen ist r = Z Gy
/=1 3
fur quadratische Ansatzfunktionist r = 2 G;r;
/._
Die Polynome der Ansatzfunktion hangen langs der
Kontaktzone nur von £ ab, da #z konstant ist

(n =1 = —1). Somit wird

3 8 k k
detJ=-£=-(2 G/f/)=_2
JE & i=1 j=1

= [G/(fp,ﬁp)]f/ |
23
und mit Berlicksichtigung der Gl. (A1) erhalt man weiter

1 k
Aj=2n J: { Gj(&p 7ip) [ i=2; Gi(Ep 7ip) 1 ]

[é

& (&p, ﬂP)f/]}dé’ (A2)

Mit GauBscher Integration in lokalen Koordinaten berech-
net man

N K
Aj=2n 21 { Gj(&p. 7ip) [I%—r; Gj(Ep 7P)1) ]
9= Z

_8& (&p, ﬂp)’l] } Hg (A3)

k
[z =
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wo: &5, 170~ Koordinaten er GauBpunkte,

N — Anzahl der Stitzstellen,

Ng - Gewichtskoeffizienten,

k=2 fur lineare, k=23 flr quadratische Ansatzfunktion.

Ebener Spannungszustand Gl. (4.2b):

A =t [Gydetsde (A4)
I

Gy~ Polgnome der Ansatzfunktionen,
t— Dicke des Kbrpers, 5
fur lineare Ansatzfunktionist x = 2 G, x;,

j=1 9
fur quadratische Ansatzfunktion x = 2 G, x,
j=1

Die Polynome der Ansatzfunktion héngen langs
der Kontakizone nur von £ ab, da n konstant ist
(€ =7 = —1). Somit wird

X L 8
detd=—=— (2 Gux)j=2 —
Bk B¢ =1 =1 Bk

und mit Berlicksichtigung der Gl. (A4) erhalt man Gl. (A5)

[G/(fpy ﬁP)]X/

+17 k aG;
A=tf { Geniie) [ 2 =L (Epdip)x)] } dg
-1 J=1 8§

(A5)

Mit GauBscher Integration in lokalen Koordinaten berech-
net man

N

k oG -
A/ =t z { G/(Ep, ?]-p) [/Z; -8—5/ (§P: ﬁP) X/‘] } ng

g=1 =
(AB)

&p, np— Koordinaten der GauBpunkte,
N — Anzahl der Stilizstellen,
Hgq - Gewichtskoeffizienten,

k=2 turlineare, k=23 flir quadratische Ansatzfunktion.
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