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FEM-L6sung des Problems der St.-Venantschen Torsion mit Hiife
der Wélbfunktion

Siegfried Koczyk, Walter Weese

Es wird das Problem der St.-Vénantschen Torsion eines geraden Stabes beliebigen Querschnitts mit Hilfe der Methode der finiten Ele-
mente geldst. Die Bezugnahme auf dis Walbfunktion w (Deformationsmethode) bistet gegeniber der Anwendung der Torsionsfunktion &
(KraftgréBenmethode) wesenitliche Vorielie, da keine wesentlichen Randbedingungen zu erfillen sind. Es kénnen alle wichtigen Kenngrd-
Ben wie Torsionstrdgheitsmoment, Torsionswiderstandsmomente beliebiger Querschnittspunkte, Koordinaten des Schubmittelpunktes
usw. berechnet werden. Durch die Anwendung isoparametrischer 8-Knoten-Viereckelemente und der dazu kompatiblen 6-Knoten-Dreiek-
kelemente ist auch eine gute Approximaticn gekrdmmter Querschnittskonturen méglich. Die Methode ist allgemeingdiltig und ersetzt zahl-
reiche bekannte N&herungsverfahren.

The problem of St.-Venants torsion of a straight bar is solved for an arbiirary cross section by application of the finite element method. The
reference of the warping function w (method of deformation) offer many advantages in relation to the application of the stress function @&
(methode of forces), because a satisfaction of essentials boundary conditions is not necessary. Itis possible to calculate all the importants
coefficients like the torsional constant, the coefficients of shear stresses for any point, the coordinates of shear center etc. In consequence
of the use of 8-nodai points isoparametriques quadrangular elements and the compatibles 6-nodal points triangles a good approximation

of any cross-sectional shape is possible. The method is universal and substitude many known approximates procedures.

1. Einleitung

Die Erarbeitung und der Einsatz von Rechenprogrammen
zur statischen und dynamischen Analyse von Stabtrag-
werken erfordert die Kenntnis bestimmter Querschnitts-
kennwerte, wie Fliache, Flachentragheitsmomente, Tor-
sionstragheitsmoment, Widerstandsmoment usw. Die zur
Bestimmung der Biegeverformung und der Biegespan-
nung erforderlichen Kennwerte kbnnen im aligemeinen
problemlos ermittelt werden, da nur eine Integration Gber
die Querschnittsflache ausgefiihrt werden muB.

Demgegeniiber bereitet die Berechnung der entsprechen-
den Kennwerte zur Lésung des Problems der St-Venant-
schen Torsion erheblich mehr Miihe, da sie im aligemeinen
Fall die L&sung einer partiellen Differentialgleichung erfor-
dert. In der Praxis stehen dem Berechnungsingenieur
zahlreiche Methoden zur Lésung des Problems zur Verfi-
gung, die den unterschiedlichsten Querschnittsformen an-
gepafit sind, deren entscheidender Nachteil aber in der
mangeinden Universalitdt besteht. Man kann, wie alige-
mein bekannt, einmal die Verwdlbung des Querschnitts
w = w(x,y) als zu bestimmende Funktion auffassen [1]und
erhalt die Laplacesche Differentialgleichung

4o =0, 1)

wobei w auf dem Rand des Querschnitts der Bedingung

(-%:(-)— —y)dy—( —g%:—+x)dx =0 (2)
genligen muB.

Zum anderen kann man aber auch von einer Spannungs-
funktion @ = & (x;y) ausgehen (z = Stabachse), mit

¢ P
= 2G¥—— und = -2GY — 3
Tae ay Ty ox )
und erhélt die Poissonsche Differentialgleichung
4P = -1 (4)

mit @ = const auf dem Rand, wobei beimehrfach zusam-
menhangenden Bereichen die Konstante auf jedem Rand
im aligemeinen einen anderen Wert besitzt. Aufgrund der
einfacheren Randbedingung wurde bislang der Methode
der Spannungsfunktion der Vorzug gegeben. Die wichtig-
sten Ldésungsverfahren, die bisher entwickelt bzw. ange-
wandt wurden, seien im folgenden nochmals kurz umris-
sen.

a) Methode der Konformen Abbildung mit komple-
xen Funktionen [4]:

Die Methode, die insbesondere zur L6sung analoger Pro-
bleme der Strémungstechnik und der Potentialtheorie ein-
gesetzt wird, liefert fir bestimmte Spezialfille die exakte
Ldsung. Sie hat sich aber in der praktischen Anwendung
nicht durchsetzen kdnnen.

b) Methoden der Reihenentwicklung [1], [2]:

Auch diese Methode liefert nur fiir einfache Querschnitts-
formen (Rechteckquerschnitt) die erforderlichen Kenn-.
werte bei ertraglichem Rechenaufwand. Als Lésungsme-
thode fur komplizierte Querschnittsformen ist sie gleich-
falls nicht geeignet.

¢) Differenzenmethode [3]:

Durch Ersetzen der partiellen Ableitungen durch entspre-
chende Differenzenquotienten wird das Problem auf die
Lésung eines endlichen linearen Gleichungssystems zu-
riickgefiihrt. Die mit dieser Diskretisierung verbundenen
Nachteile sind allgemein bekannt. Auch diese Methode hat
sich in der Praxis nicht durchgesetzt.

d) Semiinverse Lésungsmethode [1], [5]:

Der Grundgedanke, Funktionen zu wahlen, die den Rand-
bedingungen eines bestimmten Querschnitts bereits ge-
niigen und durch Kombination derselben eine Losung der
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Differentialgleichung in mdglichst guter Naherung zu errei-
chen, ist gleichfalls nur fiir einfache Querschnitte zu reali-
sieren.

e) Ndherungsmethode fir dinnwandige offene
Querschnitte [1], [2]:

Ausgehend von der Né&herungslésung des schmalen
Rechtecks erhalt man eine Naherungslésung fiir den alige-
meinen Fall eines diinnwandigen offenen Profils. Die hier-
aus resultierenden Formeln werden haufig in der inge-
nieurtechnischen Praxis angewandt.

f) Naherungsmethode fir diinnwandige geschlos-
sene Querschnitte [1], [2]:

Im Gegensatz zum diinnwandigen offenen Profil kénnen
sich in den Zellen des geschlossenen Profils Schubfliisse
ausbilden, deren Wirkung bezlglich Spannungs- und Ver-
formungszustand durch die Bredtschen Formeln erfaBt
wird. Auch diese Formeln haben ihren festen Platz in der
Berechnung dinnwandiger Hohlquerschnitte.

g) Finite-Elemente-Methode und Spannungsfunk-
tion @

Es ist leicht méglich, auch fiir das Problem der St-Venant-
schen Torsion das elastische Potential anzugeben, wel-
ches die Grundlage der FEM bildet. Da nahezu alle bisher
erwahnten Methoden von der Spannungsfunktion ausge-
hen, ist man, was die Entscheidung zwischen KraftgroBen-
methode (Spannungsfunktion ®) und Deformationsme-
thode (Wélibfunktion w) anbelangt, auch bei der Anwen-
dung der FEM sozusagen vorprogrammiert und auf & aus-
gerichtet. Die hieraus resultierenden Programme sind seit
langem bekannt [6], [12] und gestatten die Lésung fir be-
liebige Querschnittsformen. Ein entscheidender Nachteil
ist jedoch, daB beziglich des elastischen Potentials die
Bedingung & = konst. eine wesentliche Randbedingung
ist, die erfilit werden muB. Des weiteren sind die Kenntnis
der Wolbfunktion w ebenso wie die Lage des Schubmittel-
punktes im Falle der Wélbkrafttorsion unbedingt erforder-
lich. Dies wird jedoch durch die Spannungsfunktion zu-
néchst nicht geliefert und erfordert zusatzlichen Rechen-
aufwand.

Die Vorzige der Deformationsmethode, die im folgenden
zugrunde gelegt wird, sind auch in diesem Falle offensicht-
lich. Da nur eine Starrkdrperverschiebung des Tragers in
axialer Richtung verhindert werden muB, Verschiebungs-
randbedingungen, also wesentliche Randbedingungen,
aber nicht voriiegen, ist der Umfang der Berechnung bei
gleicher Genauigkeit wesentlich geringer. Das Verfahren
ist universell und kann sowohl auf kompakte als auch auf
diinnwandige offene und geschlossene Querschnitte an-
gewandt werden. Querschnittsflache, Lage des Schwer-
punktes und Flachentragheitsmomente werden durch nu-

merische Integration, gewissermaBen nebenbei, mit ermit-
telt.
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2. Grundgleichungen und elastisches
Potential

Gegeben sei ein gerader Stab beliebiger Querschnittsform
(Bild 1).

Es sei ¢ der Verdrehwinkel des Querschnitts B gegeniiber
Aund o = w(x,y) die Wolbfunktion.

Bild 1
Tordierter Stab

Fir die Verschiebungen eines beliebigen Punktes P gilt

(0 =£):

Uy = -qliz-y
uy, = ¢I—’z-x (5)
uz= ?"w(XJY)'

Die Verzerrungen in P sind

ou, Quy @ dw
= e— o — = -
4 ox oz I ( ax 7 )
6)
u, ou @ dw
= —% 4+ —L = L +x
i oy oz I oy )

Elastisches Materialverhalten vorausgesetzt, erhlt man
mit dem Gleitmodul G die Torsionsschubspannungen zu:

ow
- R a L
et A" v)
(7)

G

-

Ty 2%+x)'

Das elastische Potential des Stabes unter Beriicksichti-
gung des Torsionsmomentes M, ist

1
m=264,[ (h+vi)da-Mg (8)



Ersetzt man y,, und y, entsprechend (6), so erhiit man

3

2 {292
9
Jw

+ (5’—+x)2} dA-M, ¢
3. Variation des elastischen Potentials
3.1. Variation beziiglich ¢
Die Variation beztiglich ¢ ergibt

own=[a? [{(%- (——y)z} dA

0]
—M.]-a,,, =0 (10)
Das Flachenintegral ist das Torsionstragheits-
moment J,
dw 2
= ——y) +t{ — + x dA 11
JUE-) )’} (1)

und man erhélt aus (10) die bekannte Formel
. Q - — =

G | h-M =0 (12)

oder

Mg 4 I

G-J;

¢=

Im Falle des Kreisquerschnitts mit w = o erhilt man wie
bekannt flir J, das polare Tragheitsmoment J,.

3.2. Variation beziglich w, Einfidhrung finiter
Elemente

Die Variation des elastischen Potentials beziiglich der
gleichfalls noch unbekannten Woélbfunktion wird auf der
Grundlage finiter Elemente durchgefiihrt. Es werden iso-
parametrische 8-Knoten-Viereckelemente und die hierzu
kompatiblen 6-Knoten-Dreieckelemente benutzt, die sich
bereits bei der Losuhg anderer Probleme bewahrt haben
[10], [11]. Eine mégliche Vernetzung eines Querschnitts
zeigt Bild 2.
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Bild 2
Vernetzung und Knotennumerierung

Innerhalb eines Elementes gilt die Parameterdarsteliung
[10], [11], wobei x und y auf den Schwerpunkt des Quer-
schnitts bezogen sind.

N
o= .21 0™Gi&n), N=68
i=
ZN G (13)
X = Ixi(K) i(&ﬁ]), 1<E<+1
=
-1<sp<+1

N 3
= 2} yf¥G,(E,n), k= globale Knotennummer
= = lokale elementbezo-

gene Knotennummer

Die Ansatzfunktionen G,(&,») sind allgemein bekannt [6],
[10], [11] und bediirfen keiner besonderen Erklarung. Dif-
ferentiation nach x und y sowie Integration einer Funktion
sind in [10] ebenfalls ausfiihrich erlautert. Das elastische
Potential I7 stellt sich somit als Summe der Potentiale aller
Elemente dar und enthélt D als unbekannte GréBen die
o, der Knotenpunkte. Fiir ein beliebiges Element e folgt
demnach

ohne den Faktor G — ‘p

"o (A,I{(

——y, G,]) = (14)

j=1...N
’} dA,- 0w, =

Die Beziehung (14) umfaBt insgesamt N lineare Gleichun-
gen entsprechend der Zahl der Knotenpunkte des Elemen-
tes und stellt die Steifigkeitsbeziehung

K© . we — fle (15)
des Elementes dar.

Ein Element K{? der Steifigkeitsmatrix K/ ist danach

3G; 9G; 3G, 3G;
KI9 = f 2l 22T "] da, (16)
ox ox oy 9oy
und ein Element F/® des ,Lastvektors* F®
3G; 9G;
Fe) = — I[X __’_ 'E;_I]dAe (17)

Der Vektor W® enthalt die Werte der Wélbfunktion der
Knotenpunkte des Elementes e. Nach Zusammenfligung
der Elementsteifigkeitsbeziehungen erhélt man schlieBlich
mit

K:W = F (18)

ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Werte
der Wélbfunktion in den Knotenpunkten mit der symmetri-
schen bandférmigen Steifigkeitsmatrix K.

4. Randbedingung, Lésung, Schub-
mittelpunkt

Es ist, wie schon erwahnt, ein Vorteil der hier benutzten
Deformationsmethode, daB lediglich die Starrkérperbewe-
gung des Querschnitts in z-Richtung verhindert werden
muB d.h., es muB zunichst die Verwdlbung eines beliebi-
gen Knotenpunktes verhindert werden.
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Auch die Beriicksichtigung von Symmetrieeigenschaften
eines Querschnitts ist problernlos méglich, da die Verwsl-
bung auf einer Symmetrielinie gleich Null ist. Zur Lésung
des Gleichungssystems wird das Verfahren von Cholesky
fur symmetrische Bandmatrizen benutzt. Entsprechende
Programme sind gleichfalls in [10] angegeben.

Da die Verdrehung des Querschnitts auf die Schwerpunk-
tachse bezogen und die axiale Verschiebung eines beliebi-
gen Punktes verhindert wurde, enthalt die Wélbfunktion im
allgemeinen Fall noch einen konstanten und linear veran-
derliche Anteile. Die Elimination dieser Anteile filhrt
schlieBlich auf die Koordinaten des Schubmittelpunktes M
und eine ,bereinigte“ Wélbfunktion. Es sei uzy, die Ver-
schiebung in axialer Richtung, wenn die Drehung um den
Schubmittelpunkt M erfolgt. Die durch Ldsung von (18) er-

mittelte Verschiebung sei uzs (Bezugnahme auf den
Schwerpunkt).

y y L
M
l ol °Cx
In % Schwerpunkfachse ay 2 i
€ U . 7 . T'X
tls X Schwerpunhtachse ' "
"Xy nach Drehung um M
Querschnittsebene
noch Drebung um M
X
Schwqpunhf
achse Schwerpuntifachse
l nach Drebung um M
By
4
<y ] I_ Querschnitisebene
nach Drehung um M
¥ y M
Bild 3

Verdrehung der Schwerpunktachse

Es gilt dann fir einen beliebigen Punkt des Querschnitts
(Bild 3)

Uzy = Uzs—Uzo—ay X+ ay-y (19)

Es gilt mit den Koordinaten des Schubmittelpunktes xy und
yw fur die Winkel a, bzw. a, gemas Bild 3:

= 2.

WSy (20)
- ?.

ay = ] Ym

Demnach nach Einfiihrung der Wolbfunktion o

WOy = Ws—Wso—YM X+ Xy'Y (21)

Da wy definitionsgemaB weder einen konstanten noch li-
near verdnderliche Anteile enthél, gilt:

(A)'f deA =(A)stdA - (l)soA "'yM(A)J.XdA
+ A = 0. 2
xu,JydA =0 (22
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Da die statischen Momente bei Bezugnahme auf den
Schwerpunkt verschwinden, erhdlt.man fir wso

Wsgo = f s dA. (23)

A A
Desgleichen miissen die statischen Momente von w ver-
schwinden

(A)J.wM.x.dA = O(A)J.a)s'X'dA—wso(A)J‘XdA
M 2 =
yM(A)Ix dA+xM(A)IxydA 0
(24)
(A)fwydA =(A)fwsydA—wso(A)fydA—
— 2 =
yM(A)_fxydA+xM(A)fx dA

Daraus resultiert nach Einfilhrung der Flachentragheits-
momente

= = 2
e (A)fy dA, Jy (A)_fxydA, Jyy (A)fx dA
(25)
und der Wélbmomente
R, (A)_fwsydA R, )fws-di (26)

das folgende Gleichungssystem zur Bestimmung von x
und yy

Jyy'yM"’ny'XM = Ry (27)
Iy Ym+ I Xy = =R,
Die L&sung dieses Systems ist
oo * Jw - Jﬁy (28)
Y, = Ry Jux+ Rxdyy
Jep-dyy— ISy

Entsprechende Vereinfachungen ergeben sich, falls x und
y Hauptachsenkoordinaten sind. Nachdem x und yy, be-
kannt sind, bereitet die Bestimmung des Sektortragheits-
momentes J,, durch numerische Integration keine Schwie-
rigkeiten.

Jo = fdA 29
wl ok (29)

wy wird entsprechend (21) bestimmt, und es kann da-
mit auch das Problem der Wélbkrafttorsion fiir beliebige
Querschnittsformen gelost werden. Ebenso kénnen
jetzt die Torsionsschubspannungen gemas (7) in jedem
Punkt des Querschnitts angegeben werden. Beriick-
sichtigt man die Beziehung (12)

@ M,
G- = —,

/ Jr
so erhdlt man fir M, = 1 die reziproken Werte des Tor-
sionswiderstandsmomentes gemaB

1 =_\/( CL I (——+x)2. (30)




5. Beispiele

An ausgewdhlten Beispielen werden die Richtigkeit der
Vorgehensweise und einige Anwendungsméglichkeiten
dargelegt. Da die theoretischen Grundlagen aligemeingiil-
tig sind, schlieBen sie ausgepréagte diinnwandige Quer-
schnittsformen mit ein. Fir einen Rechteckquerschnitt mit
dem Abmessungsverhdltnis b/h = 1,5 sind in den Bildern
4 und 5 die Verwdlbung und die resultierenden Schub-
spannungen dargestellt.

Die Symmetrieeigenschaften wurden hierfur nicht ausge-
nutzt. Bereits bei der Vernetzung in 8 x 8 Elemente erge-
ben sich gute Naherungswerte fiir das Torsionstréagheits-
moment (0,12 %) Abweichung und fir die maximalen
Schubspannungen (0,35 % Abweichung).

Ein zweiter Test erfolgte an einem diinnwandigen Stan-
dardprofil 120 (Bild 6).

i
il

Bild 4
Verwdlbung fir ein Rechteck

T N

/

.
ANBENEE

Bild 5
Resultierende Schubspannungen fiir I-Profil (Doppel-T-Profil)

=
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T
1| Bid 6
LLJ Geometrie eines I-Profils einschlieBlich FE-Vernetzung
(Doppel-T-Profil)
Al
| L1t —
Bild 7
Verwdlbung fiir I-Profil (Doppel-T-Profil)
N
\
™N
N N
\’\
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_J—J—-—’—’""—_J—J_——
Bild 8

Resultierende Schubspannungen fiir I-Profil (Doppel-T-Profil)
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In diesem Falle wurde die doppelte Symmetrie ausgenutzt.
Wahrend im Bild 6 die verwendete Vernetzung mit einge-
zeichnet wurde, zeigen die Bilder 7 und 8 die Verw&lbung
und die Schubspannungsverteilung. Der Vergleich zur ver-
einfachten Rechnung entsprechend der Diinnwandigkeit
liefert nur geringe Abweichungen in den Maximalwerten.
Beim Torsionstragheitsmoment ist die Abweichung jedoch
12,7 %. SchlieBlich wird fir eine Wellennut (Bild 9) eine
Berechnung durchgefiihrt, die insbesondere die Kerbwir-
kung im Nutgrund anzeigen soll.

Es wird von einer einfachen Symmetrie ausgegangen. Im
Bild 10 ist der resultierende Spannungsverlauf entlang der
Kontur dargestelit. Im ungestérter Bereich erhilt man die
Werte nach der elementaren Theorie.

Bild9
Vernetzung einer Wellennut

Bild 10

Resultierender Schubspannungsverlauf entlang der Kontur der
Wellennut
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6. Anwendungen im Programmsystem
COSAR-BALTRA

Aus [7] geht eine Charakterisierung des Programm-
systems COSAR-BALTRA hervor. Auf der Grundlage der
Methode der finiten Elemente ermdglicht BALTRA die Be-
rechnung ebener und raumlicher Stabtragwerke. Auf An-
wendungsgebiete und Weiterentwickiungen wurde in [8]
hingewiesen. Ein hdchst effektiver Preprozessor wurde in
[9] vorgestellt. Damit ist eine universelie Anwendung des
0.g. Programmsystems fiir statische, dynamische und
Stabilitatsprobleme méglich, wenn die entsprechenden
Querschnittswerte vorliegen. Die durch diesen Beitrag ge-
schaffenen Méglichkeiten erlauben neben der Darstellung
der Verwdlbung und der Schubspannungen auch die Be-
rechnung des Torsionstragheitsmomentes, des Schubmit-
telpunktes und der Widerstandsmomente in jedem Quer-
schnittspunkt. Diese GroBen werden auf Listen abgelegt
und kdnnen z.B. durch den Preprozessor BALCAD [9]
Uber Symbole abgerufen werden.
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