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Es wird das Problem der St.—Venaritschen Torsion eines geraden Stabes beliebigen Querschnitts mit Hilfe der Methode der finiten Eleu

mente gelöst. Die Bezugnahme auf die Wölbfunktion w (Deiorrnationsmethode) bietetgegenüber derAnwendung der Torsionstunktion (b

(Kraitgrößenmethode) wesentliche Vorteile, dekeine wesentlichen Randbedingungen zu eriüllen sind. Es können alle Wichtigen Kennng-

ßen wie Torsionsträgheitsmoment, Torsionswiderstandsmomente beliebiger Ouerschnittspunkte, Koordinaten des Schubmittelpunktes

usw. berechnet werden. Durch die Anwendung isoparametrischer 80Knoten-Wereckeiemente und der dazu kompatiblen 6—Knoten—Dreiek-

kelemente ist auch eine gute Approximation gekrümmterQuerschnittskonturen möglich. Die Methode ist allgemeingültig und ersetzt zahl—

reiche bekannte Näherungsverfahren.

Theproblem oi St.-Venants torsion of a straight baris solved for an arbitrary cross section byapplication ofthe finite element method. The

reference of the warping function (u (method of deformation) offer many advantages in relation to the application of the stress function (b

(methode of forces), because a satisfaction oi essentials boundary conditions is notnecessary. lt is possible to calculate all the importants

coefficients like the torsional constant. the coefficients of shearstresses for anypoint, the coordinates ofshear center etc. In consequence

ofthe use of8-nodai points isoparametriques quadrangular elements andthe compatibles 6-nodal points triangles a good approximation

ofany cross-sectional shape is possible. The methodis universal and substitude many known approximates procedures.

1. Einleitung

Die Erarbeitung und der Einsatz von Rechenprogrammen

zur statischen und dynamischen Analyse von Stabtrag-

werken erfordert die Kenntnis bestimmter Querschnitts-

kennwerte, wie Fläche, Flächenträgheitsmomente, Tor-

sionsträgheitsmoment, Widerstandsmoment usw. Die zur

Bestimmung der Biegeverformung und der Biegespan-

nung erforderlichen Kennwerte können im allgemeinen

problemlos ermittelt werden, da nur eine Integration über

die Querschnittsfläche ausgeführt werden muß.

Demgegenüber bereitet die Berechnung der entsprechen-

den Kennwerte zur Lösung des Problems der St-Venant-

schen Torsion erheblich mehr Mühe, da sie im’allgemeinen

Fall die Lösung einer partiellen Differentialgleichung erfor-

dert. In der Praxis stehen dem Berechnungsingenieur

zahlreiche Methoden zur Lösung des Problems zur Verfü-

gung, die den unterschiedlichsten Querschnittsformen an-

gepaßt sind, deren entscheidender Nachteil aber in der

mangelnden Universalität besteht. Man kann, wie allge-

mein bekannt, einmal die Verwölbung des Querschnitts

w = w(x, y) alszu bestimmende Funktion auffassen[1] und

erhält die Laplacesche Differentialgleichung

Aw = o, (1)

wobei w auf dem Rand des Querschnitts der Bedingung

(—2—3— —y)dy—( —3%—+x)dx = 0 (2)

genügen muß.

Zum anderen kann man aber auch von einer Spannungs-

funktion d5 = d>(x;y) ausgehen (z = Slabachse), mit

arp ao

= 260——— und = —2Gd -——- 3

I" 8y I" 8x ( )

und erhält die Poissonsche Differentialgleichung

A <I> = — 1 (4)

mit <15 = const auf dem Rand, wobei bei/mehrfach zusam=

menhängenden Bereichen die Konstante auf jedem Rand

im allgemeinen einen anderen Wert besitzt. Aufgrund der

einfacheren Randbedingung wurde bislang der Methode

der Spannungsfunktion der Vorzug gegeben. Die wichtig-

sten Lösungsverfahren, die bisher entwickelt bzw. ange-

wandt wurden, seien im folgenden nochmals kurz umris-

sen.

a) Methode der Konformen Abbildung mit komple-

xen Funktionen [4]:

Die Methode, die insbesondere zur Lösung analoger Pro-

bleme der Strömungstechnik und der Potentialtheorie ein-

gesetzt wird, liefert für bestimmte Spezialfälle die exakte

Lösung. Sie hat sich aber in der praktischen Anwendung

nicht durchsetzen können.

b) Methoden der Reihenentwicklung [1 j, [2]:

Auch diese Methode liefert nur für einfache Querschnitts-

formen (Rechteckquerschnitt) die erforderlichen Kenn-‚

werte bei erträglichem Rechenaufwand. Als Lösungsme-

thode für komplizierte Querschnittsformen ist sie gleich-

falls nicht geeignet.

c) Differenzenmethode [3]:

Durch Ersetzen der partiellen Ableitungen durch entspre-

chende Differenzenquotienten wird das Problem auf die

Lösung eines endlichen linearen Gleichungssystems zu-

rückgeführt. Die mit dieser Diskretisierung verbundenen

Nachteile sind allgemein bekannt. Auch diese Methode hat

sich in der Praxis nicht durchgesetzt.

d) Semiinverse Lösungsmethode [1], [5]:

Der Grundgedanke, Funktionen zu wählen, die den Rand—

bedingungen eines bestimmten Querschnitts bereits ge-

nügen und durch Kombination derselben eine Lösung der
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Differentialgleichung in möglichst guter Näherung zu errei-

chen, ist gleichfalls nur für einfache Querschnitte zu reali-

sieren.

e) Näherungsmethode für dünnwandige offene

Querschnitte [1], [2]:

Ausgehend von der Näherungslösung des schmalen

Rechtecks erhält man eine Näherungslösung fürden allge-

meinen Fall eines dünnwandigen offenen Profils. Die hier-

aus resultierenden Formeln werden häufig in der inge-

nieurtechnischen Praxis angewandt.

f) Näherungsmethode für dünnwandige geschlos-

sene Querschnitte [1], [2]:

Im Gegensatz zum dünnwandigen offenen Profil können

sich in den Zellen des geschlossenen Profils Schubflüsse

ausbilden, deren Wirkung bezüglich Spannungs- und Ver-

formungszustand durch die Bredtschen Formeln erfaßt

wird. Auch diese Formeln haben ihren festen Platz in der

Berechnung dünnwandiger Hohlquerschnitte.

g) Finite-EIemente-Methode und Spannungsfunk-

tion (b

Es ist leicht möglich, auch für das Problem der St—Venant-

schen Torsion das elastische Potential anzugeben, wel-

ches die Grundlage der FEM bildet. Da nahezu alle bisher

erwähnten Methoden von der Spannungsfunktion ausge-

hen, ist man, was die Entscheidung zwischen Kraftgrößen-

methode (Spannungsfunktion 45) und Deformationsme—

thode (Wölbfunktion w) anbelangt, auch bei der Anwen-

dung der FEM sozusagen vorprogrammiert und auf db aus-

gerichtet. Die hieraus resultierenden Programme sind seit

langem bekannt [6], [12] und gestatten die Lösung für be-

liebige Querschnittsformen. Ein entscheidender Nachteil

ist jedoch, daß bezüglich des elastischen Potentials die

Bedingung a5 = konst. eine wesentliche Randbedingung

ist, die erfüllt werden muß. Des weiteren sind die Kenntnis

der Wölbfunktion w ebenso wie die Lage des Schubmittel-

punktes im Falle der Wölbkrafttorsion unbedingt erforder-

lich. Dies wird jedoch durch die Spannungsfunktion zu-

nächst nicht geliefert und erfordert zusätzlichen Rechen-

aufwand.

Die Vorzüge der Deformationsmethode, die im folgenden

zugrunde gelegt wird, sind auch in diesem Falle offensicht—

lich. Da nur eine Starrkörperverschiebung des Trägers in

axialer Richtung verhindert werden muß, Verschiebungs-

randbedingungen, also wesentliche Randbedingungen,

aber nicht vorliegen, ist der Umfang der Berechnung bei

gleicher Genauigkeit wesentlich geringer. Das Verfahren

ist universell und kann sowohl auf kompakte als auch auf

dünnwandige offene und geschlossene Querschnitte an-

gewandt werden. Querschnittsfläche, Lage des Schwer-

punktes und Flächenträgheitsmomente werden durch nu-

merische lntegration, gewissermaßen nebenbei, mit ermit-

tall.
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2. Grundgleichungen und elastisches

Potential

Gegeben sei ein gerader Stab beliebiger Querschnittsform

(Bild 1 ).

Es sei <p der Verdrehwinkel des Querschnitts B gegenüber

A und w = w(x, y) die Wölbfunktion.

 

Bild 1

Tordierter Stab

Für die Verschiebungen eines beliebigen Punktes P gilt

(ö =—j’i):

ux = —qlz.y

I

u, = ¢l—’z-x (5)

U: = ?’w(XJY)'

DieVerzerrungen in P sind

  

au, aux (p 810
= —— + —— = _ —.

y" ax az I ( ax y)

(6)

au, au 1}) em

= —-——— + —L = —— +x

y" ay 62 I ay )

Elastisches Materialverhalten vorausgesetzt, erhält man

mit dem Gleitmodul G die Torsionsschubspannungen zu:

(7)

G

\
l
8

1,, :%+X)‘

Das elastische Potential des Stabes unter Berücksichti-

gung des Torsionsmomentes M, ist

1

n = 5 64A]. (yäywiy) dA—M‚-q; (a)



Ersetzt man y" und 7„ entsprechend (6). so erhält man

=1 ‘P_2 .2")- 2
n ZG‚Al{(aX y)

(9)
6(1)

+ (5+x)2} dA—M,-q)

3. Variation des elastischen Potentials

3.1. Variation bezüglich q)

Die Variation bezüglich cp ergibt

W” = [G (,3 „KG? -y)2+ (2-95 -y)2} dA

—M‚]-Ö„‚ = O (10)

Das Flächenintegral ist das Torsionsträgheits-

momentJ,

6w 2 am 2

J = —— + —-+x dA 11‚Af{a‚y) ay )} H

und man erhält aus (10) die bekannte Formel

.Q. —-— =

G I J, M, 0 (12)

oder

Mg"

G-J,

 

m:

Im Falle des Kreisquerschnitts mit a) = o erhält man wie

bekannt für JP das polare Trägheitsmoment J‚.

3.2. Variation bezüglich w, Einführung finiter

Elemente

Die Variation des elastischen Potentials bezüglich der

gleichfalls noch unbekannten Wölbfunktion wird auf der

Gmndlage finiter Elemente durchgeführt. Es werden iso-

parametrische 8—Knoten-Viereckelemente und die hierzu

kompatiblen 6-Knoten-Dreieckelemente benutzt, die sich

bereits bei der Lösung anderer Probleme bewährt haben

[10], [11]. Eine mögliche Vernetzung eines Querschnitts

zeigt Bild 2.
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Bild 2

Vernetzung und Knotennumerierung

Innerhalb eines Elementes gilt die Parameterdarstellung

[10], [11], wobei x und y auf den Schwerpunkt des Quer-

schnitts bezogen sind.

N

w = .21 w‚(K)G‚(E‚17)‚ N —_— 6, 8

1:

EN
(13)

X =. Ixi(K)Gi(E,17)’

I:

—1sn<+1

i = Iokale elementbezo-

gene Knotennummer

Die Ansatzfunktionen G,(.§, 17) sind allgemein bekannt [6],

[10], [11] und bedürfen keiner besonderen Erklärung. Dif-

ferentiation nach x und y sowie Integration einer Funktion

sind in [10] ebenfalls ausführlich erläutert. Das elastische

Potential H stellt sich somit als Summe der Potentiale aller

Elemente dar und enthält D als unbekannte Größen die

an“) der Knotenpunkte. Für ein beliebiges Element e folgt

demnach

(p2

ohne den Faktor G —

I

öwm: may“: [w’gTGLy’G’D :76] (14)

l’ _

- 1... N

+ (§1[w,:7+x16, ) dA,-öw‚=0

Die Beziehung (14) umtaßt insgesamt N lineare Gleichun-

gen entsprechend der Zahl derKnotenpunkte des Elemen-

tes und stellt die Steifigkeitsbeziehung

Kte) . WM = FM (15)

des Elementes dar.

Ein Element KW der Steifigkeitsmatrix K“) ist danach

8G] an+aGi SGI"

Kfi)=AeI 8x 8x ]dA° (16)ay ay

und ein Element FF) des „Lastvektors“ f“)

aG; 36,"

F": — . -—— - — dA 1i ACH): ay y axl e (7)

Der Vektor M" enthält die Werte der Wölbfunktion der

Knotenpunkte des Elementes e. Nach Zusammenfügung

der Elementsteifigkeitsbeziehungen erhält man schließlich

mit

54A! _—_ E (18)

ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung derWerte

der Wölbfunktion in den Knotenpunkten mit der symmetri-

schen bandförmigen Steifigkeitsmatrix K.

4. Randbedingung, Lösung, Schub-

mittelpunkt

Es ist, wie schon erwähnt, ein Vorteil der hier benutzten

Deformationsmethode, daß lediglich die Starrkörperbewe-

gung des Querschnitte in z-Richtung verhindert werden

muß d.h., es muß zunächst die Venivölbung eines beliebi-

gen Knotenpunktes verhindert werden.
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Auch die Berücksichtigung von Symmetrieeigenschaften

eines Querschnitts ist problemlos möglich, da die VenNöl-

bung auf einer Symmetrielinie gleich Null ist. Zur Lösung

des Gleichungssystems wird das Verfahren von Cholesky

für symmetrische Bandmatrizen benutzt. Entsprechende

Programme sind gleichfalls in [10] angegeben.

Da die Verdrehung des Querschnitte auf die Schwerpunk-

tachse bezogen und die axiale Verschiebung eines beliebi-

gen Punktes verhindertwurde, enthält die Wölbfunktion im

allgemeinen Fall noch einen konstanten und linear verän-

derliche Anteile. Die Elimination dieser Anteile führt

schließlich auf die Koordinaten des Schubmittelpunktes M

und eine „bereinigte“ Wölbfunktion. Es sei um die Ver-

schiebung in axialer Richtung, wenn die Drehung um den

Schubmittelpunkt M erfolgt. Die durch Lösung von (18) er-

mittelte Verschiebung sei uzs (Bezugnahme auf den

Schwerpunkt).

                 

y y l

M

l ‘- “x

yn c y Schwerpulnk/bchse «(X z i

- ‚ ‚ - 5pxM

T5 X Schwerpun/rlachse l

'x„ nach Drehung um M
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x
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am / deerpunh/ochse
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Z

any ___ I‘ Quersa‘rn/Msebene

  

nach Drehung um M

Bild 3

Verdrehung der Schwerpunktachse

Es gilt dann für einen beliebigen Punkt des Querschnitte

(Bild 3)

"M = UZS"Uzo—ay'x+ax‘y (19)

Es gilt mit den Koordinaten des Schubmittelpunktes xM und

yM für die Winkel a, bzw. ery gemäß Bild 3:

_ ‘P _

““r x“ (m)

a = g n y

y I M

Demnach nach Einführung der Wölbfunktion a)

(DM: ws—wso—YM'X+XM'Y (21)

Da wM definitionsgemäß weder einen konstanten noch li-

near veränderliche Anteile enthält, gilt:

fdeA =(A)stdA " (USDA "yMflvJ-XdA

+ xMnydA = o. (22)

(A)
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Da die statischen Momente bei Bezugnahme auf den

Schwerpunkt verschwinden, erhältman für wso

1

— dA. 23A (A)! 603 ( )

Desgleichen müssen die statischen Momente von wM ver-

schwinden

wso =

(A)fwM-x-dA = owfws-x-dA-wso fdi
(A)

. _ 2 =
„(MIX dA+x„(A)IxydA o

(24)

= dA— dA—fwydA (wasy wso(A)fy

_ 2 =
y„(A)fxydA+xM(A)Ix dA 0

(A)

Daraus resultiert nach Einführung der Flächenträgheits-

momente

J,“ = IyZdA, .l,y Ixy dA, J„ =Wf xsz
(A) =(A)

(25)

und der Wölbmomente

Rx =WstydA, R, =was-di (26)

das folgende Gleichungssystem zur Bestimmung von xM

und yM

Jyy-yM+ny'xM = Ry

ny-yM + J" - X” = —R‚.

Die Lösung dieses Systems ist

XM = _ I?„-J„„+R‚J„y

Jxx ' Jw “ Jay (28)

YM = Ry-Jx, + Rxey

J" - Jw — J3,

Entsprechende Vereinfachungen ergeben sich, falls x und

y Hauptachsenkoordinaten sind. Nachdem xM und yM be-

kannt sind, bereitet die Bestimmung des Sektorträgheits—

momentes J... durch numerische Integration keine Schwie-

rigkeiten.

J... = 2 dA 29WIwM t)

am wird entsprechend (21) bestimmt, und es kann daa

mit auch das Problem derWölbkrafttorsion für beliebige

Querschnittsformen gelöst werden. Ebenso können

jetzt die Torsionsschubspannungen gemäß (7) in jedem

Punkt des Querschnitte angegeben werden. Berück-

sichtigt man die Beziehung (12)

M
G ‘2 = _‘. ‚

I Jr

so erhält man für M, = 1 die reziproken Werte des Tor-

sionswiderstandsmomentes gemäß

1_l 32-2 2a; 2__JI\/(ax y)+(ay+x). (30)
W:

 



5. Beispiele

An ausgewählten Beispielen werden die Richtigkeit der

Vorgehensweise und einige Anwendungsmöglichkeiten

dargelegt. Da die theoretischen Grundlagen allgemeingül-

tig sind, schließen sie ausgeprägte dünnwandige Quer-

schnittsformen mit ein. Für einen Rechteckquerschnitt mit

dem Abmessungsverhältnis b/h = 1,5 sind in den Bildern

4 und 5 die Venivölbung und die resultierenden Schub-

spannungen dargestellt.

Die Symmetrieeigenschaften wurden hierfür nicht ausge—

nutzt. Bereits bei der Vernetzung in 8 x8 Elemente erge-

ben sich gute Näherungswerte für das Torsionsträgheits-

moment (0,12 °/o) Abweichung und für die maximalen

Schubspannungen (0,35 % Abweichung).

Ein zweiter Test erfolgte an einem dünnwandigen Stan-

dardprofil120 (Bild 6).

lilllilil

 

Bild 4

 
Bild 5

Resultierende Schubspannungen lür I—Protil (Doppel-T-Prolil)

Bild 6

   

J- Geometrie eines I—Protils einschließlich FE-Vernetzung

(Doppel-T-Profil)

«T
_J______..

   

Bild 7

Verwölbung für I-Prolil (Doppel-T‘Prolil)

 

Bild 8

Resultierende Schubspannungen lür I-Prolil (Doppel-T-Prolil)
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In diesem Falle wurde die doppelte Symmetrie ausgenutzt.

Während im Bild 6 die verwendete Vernetzung mit einge-

zeichnet wurde, zeigen die Bilder 7 und 8 die Verwölbung

und die Schubspannungsverteilung. Der Vergleich zurver-

einfachten Rechnung entsprechend der Dünnwandigkeit

liefert nur geringe Abweichungen in den Maximalwerten.

Beim Torsionsträgheitsmoment ist die Abweichung jedoch

12,7 %. Schließlich wird für eine Wellennut (Bild 9) eine

Berechnung durchgeführt, die insbesondere die Kerbwir-

kung im Nutgrund anzeigen soll.

Es wird von einer einfachen Symmetrie ausgegangen. lm

Bild 10 ist der resultierende Spannungsverlauf entlang der

Kontur dargestellt. Im ungestörter Bereich erhält man die

Werte nach der elementaren Theorie.

  

 

Vernetzung einer Wellennut

    

Bild 10

Resultierender Schubspannungsverlauf entlang der Kontur der

Wellennut
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6. Anwendungen im Programmsystem

COSAR-BALTRA

Aus [7] geht eine Charakterisierung des Programm-

systems COSAR-BALTRA hervor. Auf der Grundlage der

Methode der finiten Elemente ermöglicht BALTRA die Be-

rechnung ebener und räumlicher Stabtragwerke. Auf An-

wendungsgebiete und Weiterentwicklungen wurde in [8]

hingewiesen. Ein höchst effektiver Preprozessor wurde in

[9] vorgestellt. Damit ist eine universelle Anwendung des

o.g. Programmsystems für statische, dynamische und

Stabilitätsprobleme möglich, wenn die entsprechenden

Querschnittswerte vorliegen. Die durch diesen Beitrag ge-

schaffenen Möglichkeiten erlauben neben der Darstellung

der Verwölbung und der Schubspannungen auch die Be-

rechnung des Torsionsträgheitsmomentes, des Schubmit-

telpunktes und der Widerstandsmomente in jedem Quer-

schnittspunkt. Diese Größen werden auf Listen abgelegt

und können z. B. durch den Preprozessor BALCAD [9]

über Symbole abgerufen werden.
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