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Es wird ein Uberblick iber verschiedene numerische Verfahren zur Diskretisierung der instationdren, inkompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen gegeben. Dabei werden sowohl theoretische Aspekte der mathematischen Absicherung der Methoden als auch praktische Pro-
bleme der effizienten Implementierung der Verfahren diskutiert. Fiir spezielle Verfahren werden numerische Testresultate vorgestell.

A review of several numerical procedures to discretize the nonstationary incompressible Navier-Stokes equations is given. We consider. as
well theoretical aspects of the mathematical foundation of the methods as practical problems of its efficient implementation. Numerical

results are presented for a special method.

1. Vorbemerkungen zur Diskretisierung
parabolischer Probleme

Als einfachstes Modellbeispiel einer parabolischen An-
fangsrandwertaufgabe wird die Warmeleitungsgleichung
mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen be-
trachtet:

u—4du = f(x,t) in Qx(0,T]
ux,t) =0 fir xe '=08Q, t>0 (1.1)
u(x,0) = up(x) fir x e Q.

Die schwache Formulierung der Aufgabe (1.1) lautet:

Finde u(t) € V, sodaBfiiralle v e V

(u'(t),v)+(Vu(t),Vv) (fit),v) t > 0,
(u(0),v) = (uo,v) VveV,

wobei V den Sobolevraum Hj(2) und (.,.) das Skalarpro-
dukt in L?(R2) bezeichnen. Wahlt man einen konformen
Finite Elemente Raum V,, d.h. V,, < V, so erhalt man das
(réumilich diskretisierte) semidiskrete Problem.

Finde ux(t) € V, so daB fir alle v, € V,,
(Un(t),vi) +(Vup (1), Vvp) = (f(t),vy) t>0Fv, eV,
(un(0),vn) = (uo,vs) Vv, e V).

In der Literatur angegebene Fehlerabschatzungen haben
die Form:

llu®) —un®)|lo< KW' sup_ |u'(t)|4sr. (1.4)
te[0,T)

In (1.4) und im folgenden bezeichnen ||. ||, und |. | die
Norm bzw. Halbnorm im Sobolev-Raum H¥(2) . Zur Ablei-
tung der Fehlerabschétzung (1.4) wurden folgende Resul-
tate wesentlich benutzt:

(1) Approximationseigenschaft des Finite-Element-Rau-
mes Vj,

inf Jlu=wllo < ch*"|u| s
weV,

(2) Elliptische Regularitatstheorie zur L?(Q2)-Fehlerab-
schatzung der Projektion von u(t) auf V,,

(3) Regularitatseigenschaften der Lésung parabolischer
Probleme, etwa

sup |U'() | ker < M.
tel0,T]

Die erste Bedingung kann ohne Schwierigkeiten durch
Wahl entsprechender finite Elemente erfiillt werden, fur
lineare Elemente gilt beispielsweise k = 1. Die L?(9)-
Fehlerabschatzung fir die Projektion von u(t) auf V,, nutzt
im allgemeinen Dualitatsargumente, die nur fir bestimmte
Klassen von Gebieten theoretisch abgesichert sind. Am
problematischsten sind die Forderungen an die zeitliche
Regularitét, wie bereits folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei Q das eindimensionale Gebiet (0,1) und
f= 0. Dann liefert die exakte Lésungsdarstellung von (1.1)
bei

a) unstetigen Randwerten uy(x) = 1 —x

o' ]lo~Mt=3"* far t— +0

b) stetigen Randwerten u,(x) = min(x, 1—x)
Hu')]lo~Mt" for t— +0
[u'(t) |2~ Mt far t— +0.

Am obigen Beispiel ist ersichtlich, daB die Kompatibilitzt .
der Randwerte (und im allgemeinen der rechten Seite der

Differentialgleichung) die Glattheit der Lésung beeinfluBt.

Im Fall des einfachen Modeliproblems kann bei Vorgabe

der Daten (f, up) durch eine lokale Analyse Uberprift wer-

den, ob die gewiinschte Regularitat der Lésung gesichert

werden kann. :

Fur Probleme mit dominanter Konvektion ergeben sich zu-
satzliche Schwierigkeiten. Die Lésung des speziellen An-
fangswertproblems

u—edu+bu, = f(x,t)
u(o,t) u(1,t) =0
u(x, 0)

in (0,1)x(0,T)
far t>0 (1.5)

I

Il

uo(x) fur xe (0,1)

weist namlich in Abhangigkeit vom Vorzeichen von b fir
kleine Werte des Parameters ¢ Grenzschichten (steile
Gradienten der Losung) in der Nahe von x = Obzw.x =1
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auf, die sich nachteilig auf die Stabilitit der numerischen
Lésung auswirken, falls die verwendete Netzschrittweite
nicht ausreichend klein gewéhit wurde. Aus Stabilitats-
griinden verwendet man deshalb Verfahren vom upwind-
Typ. Fur das Modellproblem (1.5) wurde ein exponentiell
angepabBtes Verfahren in [16] entwickelt, das gleichméBig
bezliglich des Parameters ¢ konvergiert. Fir die im folgen-
den zu betrachtenden komplizierten Modelle sind das De-
sign und die Analyse von upwind-Verfahren Gegenstand
aktueller Untersuchungen.

2. Existenz und Regularitat der Lésung
der instationdren Navier-Stokes-
Gleichungen

Betrachtet werden die instationdren, inkompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen im raumlich 2- bzw. 3-dimen-
sionalen Fall. Durch EinfGhrung dimensionsloser GroBen
und Wahi einer geeigneten Zeitskala kann das System der
Gleichungen in der Form

u=vdu+u-Vu+Vp = f in Qx(0,T]

V.u=0 in Qx(0,T]

ulx,t) = 0 fur xel, t>0 (2.1)
u(x, 0) = up(x) fur xe Q2

geschrieben werden, wobei u = (uy,...,Uy), d = 2 oder
d = 3, den dimensionslosen Vektor der Geschwindigkei-
ten, p einen dimensionslosen Druck, f eine duBere Kraft
und u, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 herrschende Anfangsge-
schwindigkeitsverteilung bezeichnen.

Wahrend eine groBe Zahl von Arbeiten sich dem stationa-
ren Fall widmet, gibt es in der Literatur vergleichsweise nur
wenige Arbeiten zum instationéren Fall. Die in diesem Ab-
schnitt angegebenen Resultate basieren im wesentlichen
auf den Arbeiten [7] bis [10], [19], [20].

Die schwache Formulierung der Aufgabe (2.1) lautet:
Finde (u(t),p(t)) € ¥xQ, sodaB furalle (v, g) € VxQ
(u'(t),v) +va(u(t),v) + blu(t) u(t),v)

=(P(),V-v) = (f(t),v) (2:2)
(q.V-ut) =0 (u0)v)=(uov)
wobei a(u,v) = (Vu,Vv), b{w,u,v =% [(w.Vu,v)—
(w-Vv,u)l, V=H}Q) und Q=LYR) =
{q € L%(Q): (q,1) = 0} bezeichnen. Fir theoretische
Betrachtungen wird haufig noch der Raum

W= {v e V:V-v=0} der divergenzfreien Funktionen
eingeflhrt.

Zun&chst wird das Regularitatsproblem betrachtet. Hierzu
treffen wir foigende Annahmen zur Regularitat des Gebie-
tes £2 und der Daten f und uy:

{A1) Die L&sung des stationdren Stokes Problems
-d4v+Vg =g, Vw =0 in Q vi=0
genige flr beliebiges g aus L?(2)? der Beziehung
vilz+ liqllo < cligllo-
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(A2) Die Anfangsgeschwindigkeitsverteilung u, und die
Kraft f genligen den Glattheitsbedingungen:

() upeV, V.up = 0 und fel®(0,%;L%(2)%)
(i) uoe HA(Q)? und f e L=(0,»; L2(2)%)

Dabeiist LP(0, T; X), 1 <p < « die Menge aller meBbaren
Funktionenf: (0, T) > X, 0 < T< o, firdie der Ausdruck

T
(,J 11f())]15d0™ bei 1<p <= bzw. sup | f(t)|  bei
p = « endlich bleibt. Dann gilt die folgende nichtiokale

Kompatibilitdtsbedingung, die fiir hinreichend glatte Lo-
sungen notwendig ist.

THEOREM 1: Unter den Voraussetzungen (A1), (A2)
und f hinreichend glatt gilt fir jede Lésung u € L*(0, T; W),
p e L2(0, T; Q) der Navier-Stokes-Glsichung die Bezie-
hung

lim ||V (p(t)=pollo = 0
t—+0

und po genigt dem Uberbestimmten Neumannproblem

4py = v.(f(O)—Uo.VUa)
Vp, = VAuo+f(0)—Uo.VUo, auf T,

falls mindestens eine der Gré8en

Ivu®llo, lvau®+iolls, S 1l l3ds,

ST luats) 3¢

far t— 0 bechrénkt bleibt.

Nach diesem Resultat erfordert also eine Glattevorausset-
zung an die Ldsung des instationdren Navier-Stokes-Pro-
blem eine faktisch nicht nachpriifbare Kompatibilitatsbe-
dingung. Deshalb sind Konvergenzratenabschitzungen,
die von hohen Glattevoraussetzungen ausgehen, nur von
eingeschrénktem Interesse. Eine quantitative Analyse zur
optimalen Regularitat der Losung der Navier-Stokes-Glei-
chungen ohne Kompatibilitdtsvoraussetzungen ist in [20]
enthalten. Dabei wurde als MaB der maximal mégliche Ex-
ponent a verwendet, fir den die a-te Potenz des Stokes-
Operators angewandt auf u(t) in t = 0 noch stetig ist. Die

genannte Eigenschaft gilt fur alle a < 1 und ist fir a-Wer
te oberhalb von % nicht mehr erfilit.

THEOREM 2: (lokaler Existenzsatz)

Unter den Annahmen (A1), (A2i) gibtes ein T > 0, so
daB das Navier-Stokes-Problem eine eindeutige
Losung besitzt, fur die u € C([0,TL W), p e L3, T:Q),
UplUyy, € L2(0,T;L%(R)) und |u(,t)—uoll; — ©
fur t—0 gilt.

THEOREM 3: (giobaler Existenzsatz)

Sei zusétzlich zu den Annahmen von Theorem 2 d = 2
oder d =3 und {|uol|s, sup || f(t) |] o hinreichend klein.
Dann existiert die L&sung von Theorem 2 fir alie Zeiten
t= 0, und die Dirichlet-Norm sup || Vu(.,t)||, istbe-
schrankt. =0

Fir die Herleitung von Schranken der Losung wird die An-

nahme

(A3) Es gibt eine Konstante M > 0 und ine Zeit T,
0 <T=o mit



sup || Vu(,t)|lo< M.
o<t<T

getroffen, die im zweidimensionalen Fall oder bei kleinen
Daten im dreidimensionalen Fall erfiilit ist.

THEOREM 4: Fur glatte Daten und bei Erfillung der
lokalen Kompatibilitdtsbedingung uo;r = 0 und V.up =0

gilt fir die Losung der Navier-Stokes-Gleichung
lu@®|lm < constt™™2, ||p(t)||my < constt’~™2.

Weitere detaillierte Abschatzungen der Lésung der Navier-
Stokes-Gleichungen und deren Ableitungen findet man in

(71, [9], [20].

3. Diskretisierungsverfahren

3.1. Semidiskretisierung  der
Gleichungen

Navier-Stokes-

Ausgehend von der schwachen Formulierung (2.2) der
Navier-Stokes-Gleichungen erhalt man durch eine finite-
Elemente-Diskretisierung im Ort das semidiskrete Pro-
biem

Finde(up(t), pn(t)) € VaxQyp, so daB firalle (v, qp) € VixQp
(un(t),vn) +van(un(t), va) + bn(un(t), un(t), vs)
= (Pn(1), V.vn) +(qn, V.un(t)) = (f(t), vn)
(Un(0), va) = (uo, vp). (3.1.1)
Hierbei bezeichnen V, und Qy, finite Elementeanséatze zur
raumlichen Approximation des stetigen Geschwindigkeits-

bzw. Druckfeldes, die den nachfolgenden Bedingungen
genligen mbgen:

(B1) Jedes Element der Vernetzung enthélt einen Kreis
(Kugel) vom Radius k;h und ist enthalten in einem Kreis
(Kugel) vom Radius kh.

(B2) Im Falle nichtkonformer finiter Elemente gelte ent-
lang eines zu K; und K, gehérenden Elementrandes I’

rj{le,-Vu(z}dS =0 (3.1.2)
fir alle v € V,. Ist K, ein Randelement, so gilt (3.1.2) sinn-
gemaB mit v x,= 0. ‘

(B3) Die Raume V), und Q) geniigen den Approximations-
eigenschaften
inf || V(u—-v)|lo < consth|u|, fur ueH?*RQ)

veV,

inf ||[p—qllo < consth|p|, fir peH'(Q)
qely
(B4) Die diskrete Version der LBB-Bedingung sei erfilllt,
d.h., es gibt ein positives a, so daB fur alle h und g, € Q,,
1 (qm V.vh)
lgnllo < o Sup ———— (3.1.3)

VheV, |Vhl1

Dann gilt hinsichtlich der raumlichen Diskretisierung die
folgende Fehlerabschatzung [7]:

THEOREMS5: Sei 9 ein konvexes Polygon oder
Polyeder und seien die Voraussetzungen (A1), (A2), (A3),

(B1), ..., (B4) erfllit. Dann gelten mit den Konstanten
c1(t) < K exp(Kt), ca(t) < K [min(1,t)]”""2 exp(Kt) die
Fehlerabschatzungen

lu=un)®)llo <ci(h? O0<t<T
lte—pn)(t)|lo <ca2(t)h, O<t<T.

Von den Voraussetzungen (B1), ..., (B4) erweist sich (B4)
als restriktiv. So kdnnen nicht beliebige Paare finiter Ele-
mente zur Geschwindigkeits- und Druckapproximation
verwendet werden. Mogliche Kombinationen sind z.B.:

a) Nichtkonformes P,/P, Element (Crouzeix/Raviart) mit
stlickweise linearer Geschwindigkeits- und stiickweise
konstanter Druckapproximation

b) ,Mini“-Element 1/P; (Amold/Brezzi/Fortin) mit
stiickweise linearer, kubisch angereicherter Geschwindig-
keits- und stiickweise linearer Druckapproximation

c) Quadratisches P,/P; Element (Taylor/Hood) mit stiick-
weise quadratischer Geschwindigkeits- und stiickweise li-
nearer Druckapproximation.

Fordert man aus programmtechnischen Griinden die Ver-
wendung von Elementepaaren, die nicht der diskreten
LBB-Bedingung (B4) geniigen, so ist von modifizierten
Formulierungen (Stromilinien-Diffusions-Methode,
Penaity-Methode, kleinste Quadrate Formulierung) der
Navier-Stokes-Gleichungen auszugehen (vgl. [24], [25]
und Abschnitt 3.4).

Im Fall groBer Reynoldszahien dominieren die konvektiven
Terme in den impulsbilanzgleichungen der Navier-Stokes-
Gleichungen, und es entstehen die fiir das Modellproblem
(1.5) bereits erwahnten Stabilitatsprobleme. Die Anwen-
dung von upwind-Techniken bei der Diskretisierung beruht
auf der Ersetzung der Trilinearformb(., .,.)in(3.1.1) durch
eine (nicht notwendig Trilinear-) Form bj mit folgenden
Eigenschaften:

(1) bA(Wh vnvn) = 0 fir whe W, vye V,
(2) |bA(un v W) = b(up, v, wh) |
< ch?|lunlls [lvalls walls
fir  up, vy, wp e Vp
In[21], [23] sind flr das nichtkonforme P,/P,-Element eine

Klasse von upwind-Verfahren entwickelt und analysiert
worden. )

3.2. Zeitdiskretisierungen zur Ldsung des semi-
diskreten Problems

Die Ermittlung der Losung des semidiskreten Problems ist
gleichzusetzen mit der Ermittlung der Lésung eines hoch-
dimensionalen gewdhnlichen DGL-Systems. Dazu ma-
chen wir fir das Problem (3.1.1) die Ansétze

N

up(t) =/21 u(t)vi; vi € Vp (3.2.1)
N

pa(t) = f‘?1 Pi(t)qy g € Qp (3.2.2)

wobei die v;; j = 1,..., N eine Basis in V, und die g;;

j=1,..., M eine Basisin Q, bilden. Aus (3.1.1) folgt dann
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M=

N
(vpv)uj(t) +I=E1' [an(vy vi) + ba(un(t), vi, vi)]uy(t)

N
=2 @ Vvpt) = (1t v);  (323)
-7 i=1,..,N

(V.v, gm)u(t) = 0; m=1,...,N (3.2.4)

i

(vp vi)u(0) = (uy vi) i=1...,N

Mz Mz

I

Zur Abklrzung werden die Matrizen D fir die Massenma-
trix A(Un(t)) far die Steifigkeitsmatrix, B fiir die dem Gra-
dienten entsprechende Matrix, und die Vektoren U,, Py, Fj,
und G, eingefihrt. Sie sind definiert durch
D = ((v,vi)) = (dy), ij=1,...,N
A(Un(1) = (van(v v) + by(un(t), v; v.))

= (ay(Un(t)),
B = ((Q/,V.V/)) = (b,'/),' i = 7,...,N,' I = y—
Un(t) = [us(t),..., un(®7,
Po(t) = [ps(t),.... Pu(®T,
Fa() = [(f(t), v1), ..., (f(1), va)],

Gh = [(um V1), oy (UD: VN)]T'

Im Falle einer upwind-Diskretisierung tritt in (3.2.3) und bei
A(Ux(t)) an Stelle des diskretisierten Konvektionstermes
bn(un(t), vj, vi) der neue Term bi(un(t), v, vi).

Das DGL-System 148t sich somit in der Form

D UL + A(Un(1) Un(t) — BPp(t) = Fu(t) (3.2.5)
BT UL = 0 (3.2.6)
D Un(0) = Gy

schreiben. Schwierigkeiten sind dabei die vom Konvek-
tionsterm eingebrachte Nichtlinearitat A(Uy(t)) Un(t) und
die hohe Steifigkeit des Problems.

Zum Vorteil nutzen kann man wieder wie beim stationren
Problem die schwache Besetztheit der Systemmatrizen
A, B und D. Flhrt man ein ,mass lumping* durch oder ver-
wendet z.B. nichtkonforme P,/P, Elemente (Crouzeix/
Raviart}, dann ist D eine Diagonalmatrix.

Fur die Behandiung der Nichtlinearitat ergeben sich im Zu-
sammenhang mit den verschiedenen numerischen Ver-
fahren folgende Moglichkeiten (siehe [18]), wobei zur
Abkirzung Uy = Un(t,), uh = un(ts), Ph = Pa(t,),
Ph = Pnlts), Fj = Fp(t,) und k = th+1—t, gesetzt
wird.

a) Semi-explizite Diskretisierung

Ein explizites lineares Mehrschrittverfahren wird wie tiblich
angewandt. Der Konvektionsterm braucht nicht linearisiert
zu werden. Als Beispiel erhalt man mit dem Euler-Vor-
warts-Verfahren

Io-8||up Fh-A(UR U +1 DUp
B" o) |Py) 0

(3.2.7)
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Das Gleichungssystem ist linear. Zur Sicherung der Stabi-
litatt muB die Schrittweite k einer Bedingung der Gestalt
k <c(u, h, v) gentigen, die sehr einschrankendist. Soll der
Zeitdiskretisierungsfehler die gleiche GroBenordnung ha-
ben wie der Fehler bei der Raumdiskretisierung, so gilt
k = 0(h?). Bei Einsatz von expliziten Verfahren héherer
Approximationsordnung bleibt die linke Seite von (3.2.7)
bestehen. Auf Grund ihrer numerischen Instabilitit sind die
expliziten Formeln aber nur als Pradiktor geeignet.

b) Semi-implizite Diskretisierung

Auf (3.2.5) wird ein implizites lineares Verfahren ange-
wandt, Zusétzlich erfolgt eine Linearisierung des Konvek-
tionsterms.

Als Beispiel diene das Euler-Ruckwarts-Verfahren.

i% D+A(UL) -B | | up* Fﬂ”+£ DU
B’ o ) lpm ] 0

(3.2.8)

Das Gleichungssystem ist linear. Bei Einsatz eines Verfah-
rens hoherer Ordnung &ndert sich die linke Seite von
(3.2.8) nur insofern, als daB vor den Matrizen A und B vom
Verfahren abhangige Konstanten auftreten. Nach [18] ist
dieses Schema jedoch nicht unbedingt stabil.

c) Implizite Diskretisierung

Iim Gegensatz zu b) wird der Konvektionsterm nicht lineari-
siert.

LDUR" + AU UR* - BPF = FR*' + L DU

k

(3.2.9)
BTU* =0
Man erhélt ein nichtlineares Gleichungssystem. Bei einem
Verfahren héherer Ordnung treten analog zu b) bei den
Matrizen A und B verfahrensabhangige Konstanten auf.
Die Behandlung der Nichtlinearitdt kann mit einem Multigri-
dalgorithmus erfolgen, was sich auf Grund der hohen Di-
mension der Gleichungssysteme in allen Fallen ohnehin
empfiehit. Die alleinige Anwendung eines Multigridalgo-
rithmus auf nichtiineare Gleichungssysteme bedingt ein
FAS (Full Approximation Scheme). Bei nichtlinearen Pro-
blemen ist die Multigridkonvergenzrate erfahrungsgeman
nicht so gut wie bei linearen Problemen. Deshalb kann es
nitzlich sein, Multigrid mit einem anderen Verfahren, z.B.
Newton, welches das Gleichungssystem (3.2.9) Giber meh-
rere lineare Gleichungssysteme iterativ 16st, zu kombinie-
ren. Bei der Verwendung des Newton-Verfahrens muf
A(U?*") nach den uf stetig differenzierbar sein, weshalb
bei Benutzung einer Upwinddiskretisierung ein gewich-
tetes Upwind (siehe [23]) mit einer differenzierbaren Kenn-
funktion verwendet werden mufB. Bezeichnet man mit
Ug*'P die p-te Naherung von U2*' beim Newton-Verfah-
ren und mit é U, den Zuwachs bei einem lterationsschritt,
also Up*"P*7 = Up*"P + §Up, soistfir (3.2.9) daslineare
Gleichungssystem

% D+A(UL"P) + {[grad yA (UL °) UL P} T — B)
BT




oU,
X Pg+1

[ FR*'+1 DUR— 1 DUR*'» — A(UR*"#)Ug*
K
0

(3.2.10)

furp =1,... zuldsen.

Interessiert nicht der stationdre Endzustand, sondern eine
gute Approximation der Lésung des semidiskreten Pro-
blems fiir jeden Zeitpunkt des betrachteten Zeitintervalls
[0, T], so kommt im Fall hoher Reynoldszahien nur eine im-
plizite Diskretisierung und im Fall hinreichend kleiner Rey-
noldszahlen auch eine semi-implizite Diskretisierung in
Frage. Im ersten Fall muB das ausgewdhite Verfahren
stark A-stabil sein. Wie aus numerischen Experimenten
hervorgeht, reichen einfache A-stabile Verfahren, wie z. B.
Crank-Nicolson nicht aus [19]. Nun hat aber gerade das
Crank-Nicolson-Verfahren die vorteilhafte Eigenschaft,
tatsachlich vorhandene Schwingungen in der Lésung des
semidiskreten Problems nicht zu ddmpfen, was bei vielen
A-stabilen Verfahren geschieht.

Als KompromiB bietet sich z.B. das gemittelte Verfahren
aus Euler-vorwérts und Euler-riickwarts an. Der Mittlungs-
parameter sei @. Bei @ = 0 erhalt man das Euler-vorwérts-,
bei @ = 1 das Euler-rickwérts- und bei ©® = 0.5 das
Crank-Nicolson-Verfahren. Wahit man @ = 0.5+ ¢ mit
0 <e<<0.5, soistdas Verfahren stark A-stabil. Da @ in
der N&he von 0.5 liegt, bleibt die Dampfung realer Schwin-
gungen ertréglich und weicht um so weniger vom Faktor 1
ab, je kieiner ¢ wird. Bei der impliziten Variante erhalt man
das Gleichungssystem

TDUR*"+ (0.5+¢)A(UR*) U+ ~ BPR*
= (0.5-¢)Fh+ (0.5+¢)F3*
- (0.5—5)A(UZ)UZ+% DUR
BTUS*! = 0

(3.2.11)

Das Verfahren hat aber nur die Approximationsordnung
O(k). Lineare Mehrschrittverfahren héherer Approxima-
tionsordnung zu verwenden, bringt keinen Gewinn, da
A-stabile lineare Mehrschrittverfahren héchsten die Kon-
vergenzordnung 2 besitzen (siehe [1]).

Weitere Mdglichkeiten sind M-zyklische Verfahren oder
Block-implizite Verfahren, wo A-stabile Verfahren héherer
Konvergenzordnung nachgewiesen sind. Neben der Tat-
sache, daB solche Verfahren schwerer zui implementieren
sind, ist die Eigenschaft fehlender Schwingungsdampfung
wie beim Crank-Nicolson-Verfahren véllig ungeklart.

Werden die Verfahren bei hohen Reynoldszahlen instabil,
kann eine Upwind-Technik benutzt werden.

3.3. Zeit-Splitting-Verfahren

Eine weitere Moglichkeit, die theoretisch noch nicht abge-
sichert ist, aber in praktischen Rechnungen in der Literatur
zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt, ist das Operator-Split-
ting. Die Matrix A wird dazu in zwei Teile zerlegt.

A(Un(t) = vAo+ Ak(Un(t), (3.3.1)

wobei A, = (an(v, vi)) und Ax(Un(t)) = (bn(un(t), v, v;))
ist. Ap ergibt sich damit aus dem Laplace-Operator und A
aus dem Konvektionsterm.

In [2] wird folgende Idee untersucht. Fiur die Lésung U+’
im Zeitpunkt t, .., wird das Minimumproblem

min {Qfluz”—w,,lzdx}: uptl e v,

wheV,

unter den Nebenbedingungen

LDURY +vAoU3* + Ax(Wn) Wy~ BP}* = F§*1+1DUj
BTUT = 0

N
behandelt, wobei wy = 2 wyv,und W, = [wy, ..., wal”
gilt. /=1

Die Losung mittels einer vorkonditionierten konjugierten
Gradientenmethode fuhrt auf 3 Stokes-Probleme. Nach
[18] hat das Verfahren gute Stabilitatseigenschaften. Die
Rechenzeit ist jedoch zu hoch. Ein weniger aufwendiges
Verfahren wurde von Glowinski [3] angegeben, welches
einen Parameter O fur Zwischenschritte benutzt.

1
Py D(UR*®—UR)+AoUp* ®+A(Up) Ui~ BPR*©=F7*®;
(&)

B'UR*® = ¢

1

(1 Ze)k (Uﬂ*"e—UZ*9)+A0UZ+9

+ AK(U;17+1—6)UZ+1—6_BPZ+1—6 — Fg+1—9.

H

BTUZ+1_6 - 0
LD(U2+’—U2+1_9)+A0U;17+1
k@

+ AK(U’I;+1—9)UZ+1—9_BPHH+1 - Fg+1.
BTUR* = 0

Das erste und letzte Gleichungssystem stellen Stokes-
Probleme dar. Das mittlere Gleichungssystem steht fiir ein
Euler-Problem. Es ist mit obigem Minimumproblem behan-
delbar oder mit einem anderen Verfahren 1dsbar.

Auch hier ist eine Upwind-Diskretisierung zur Stabilisie-
rung des Verfahrens bei hoheren Reynoldszahlen an-
wendbar.

3.4. Raum-Zeit-Diskretisierungen  der  Navier-

Stokes-Gleichungen

Als Alternative zum Semidiskretisierungskonzept werden
vor allem von Hughes bzw. Johnson und ihren Mitarbeitern
([12], [13], [6], [11], [22]) FEM mit Raum-Zeit-Elementen
empfohlen. Die raumlich stetige, jedoch an den Zeit-
ebenen t = t; ggf. unstetig verheftete Ansatzfunktionen er-
hélt man ein implizites Nichtstandard-Zeitintegrationsver-
fahren fiir jede Zeitschicht (t;, t;, ;).

Sei vereinfachend T, = (K;) eine reguldre Finite-Ele-
mente-Diskretisierung des Gebietes. Wir definieren Zeit-
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Biid 1
Raum-Zeit-Element-Diskretisierung

ebeneniber 0={,<t; <...<tyys=Tdurchl,=(t, t,.1),
Zeitschichten S, = Qx/, (vgl. Bild 1) und erhalten die Zer-
legung Ky, = (K7), K] = K;xl, von 2x(0,T). Weiter sei mit
keN, lLrseN,
N
Ve = IT v3,
n=o0
Dabei sei V} bzw. Q} die Menge aller Funktionen aus
H'(S,), deren Einschrdnkungen auf jedes Element K’
Produkte von Polynomen in x bzw. t vom Grade k bzw. |
(bzgl. V£) und r bzw. s (bzgl. Q7) sind. Zusétzlich mégen

die Funktionen von V| auf dem Randteil 32 x/, verschwin-
den.

N
Q, = I Q.
n=o

Als Alternative zur Verwendung von diskreten Réumen,
die der LBB-Bedingung (B. 4) — vgl. Abschn. 3.1 — genii-
gen, wird hier das Galerkin-Least-squares-Konzept
(vgl. [11]) betrachtet, das zugleich auch zur Behandlung
konvektionsdominanter Probleme geeignet ist:

Finde 4, = (up,pp) € VpxQp fir n=0,1,...,N:
v(Vuh,vVh)sn+(§—‘:h +Up. Vi V)s,
- (p,,, diVV)s,7 + (I'Uh, V)S,-, +

g ou
= 67(5?h—VAUh+ upVup+Vpp—1,

v
= —vdv + u,,.Vv+Vq)K,; +

J

(divunq)s, +,Z; (77 div up, div V) + (3.4.2)
j= i

(uh+—uh_,vi)a=(fv)s, YV=(v,q)eVix0Oh

Der Falld] = y] = 0 V K7 € K, entspricht dem Galerkin-
Verfahren mit in t unstetiger Raum-Zeit-Diskretisierung.
Die Einarbeitung des integrals (uf . — uj -, v1)o mit

vi = lim v(x, t,+s) (3.4.3)

s—>to

in das diskrete Problem (3.4.2) entspricht einer ,schwa-
chen” Auferlegung einer Anfangsbedingung bei t = t,
(vgl. [15]), so daB eine Information {iber die L6sung von
Zeitschicht S,_5 zu S, (im Sinne des time-marching) aus-
gehend von der Anfangsbedingung
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(us,vi)a = (Up, v3)a VveVs;. (3.4.4)

transportiert wird. Der mit r behaftete Term in der 1. Zeile
von (3.4.2) sichert die Nichtnegativitdt des Terms
(unVup, up)s, fir nicht diskret-divergenzfreie Ansatzfunk-
tionen. Dabei hangt r von divu, ab.

Die 2. und 3. Zeile von (3.4.2) enthalten Least-squares-
Formen fir 67, ¥7 > 0 der Impuls- bzw. Kontinuitatsglei-
chungin (2.1). (3.4.2) istin dem Sinne zu (2.1) konsistent,
daB fiir solche Ldsungen & = (u,p), die (2.1) im L,-Sinn
erfiillen, die Least-squares-Anteile in (3.4.2) gerade ver-
schwinden. Bei stiickweise linearer Geschwindigkeitsin-
terpolation (bzw. bei Vernachlassigung von 4v) reduziert
sich (3.4.2) auf die Stromlinien-Diffusions-FEM (vgl. [6],
(12}, [13)).

Ein wichtiger Effekt der mit 67 behafteten Least-squares-
Terme ist, daB fir 6] > 0 die diskrete Babuska-Brezzi-
Bedingung (B. 4) nicht erflllt werden muB. Insbesondere
sind dann beliebige {V}, Q7 }-Kopplungen (z.B. von glei-
cher Ordnung (k = r, | = s) méglich. Die in[13] vorgeschla-
gene Verwendung exakt divergenzfreier Geschwindig-
keitsansétze ist problematisch, da sie z.B keine stiick-
weise lineare Geschwindigkeitsapproximation erlaubt
oder aber den Ubergang von der Formulierung des Navier-
Stokes-Problems in urspriinglichen Variablen u,p zu
Stromfunktions-Formulierungen erfordert. Im Spezialfall
stickweise linearer Elemente (k=1=r=s= 1) wirdin [6]
die Existenz diskreter Lésungen behauptet und fur glatte,
laminare Lésungen von (2.1) mit

max { |u] el el

W1.w(SN)' W2.4(8N)’ }

W2,2 (SN)
o< (3.4.5)
folgende Konvergenzaussage fiir é = & — i, = (e, e,) auf

N
Sh= U1 S, gezeigt
n=

(176l g g, +
S s % 2
+ o7 =*- e, Ve, +V +
n=o0 | 7l at w-Veu+ Vpll L2(K")
T 112
+ 2 Zyflldvesll 200 )% < Cil@)h™  (3.4.6)
n=0 |/ /
I}
vepll 2 gn, < Ca(a)h™?.  (3.47)

Ferner werden Integrale Gber den Fehler e, an den Zeit-
ebenen t = t; kontrolliert.

Offenbar wird in (3.4.5) vorausgesetzt, daB die GréBe a
nicht von » abhangt, was im allgemeinen Fall natlrlich
nicht gilt. Obwohl die Abschatzungen (3.4.6), (3.4.7) auch
fur den Grenzfall v = 0, d.h. flir das inkompressible Euler-
Modell gelten, deckt die Konvergenzanalyse die praktisch
interessanten Falle ohne Voraussetzung (3.4.5) nicht ab.
Ausgewahlte Testrechnungen im rdumlich zweidimensio-
nalen Fall (d = 2) findet man z.B. in [6], [12], [22]. Sie er-
lauben aber noch keinen SchluB Uber die Robustheit der
Methode bei praktisch interessanten Innen- und AuBen-
strémungsproblemen, insbesondere fir d = 3.



4. Numerisches Testbeispiel
Mit numerischen Testreihen fiir die Modeligleichung

%—sAu+qu=f in Q 4.1)
t

wurden zunichst Vor- und Nachteile von

a) Einschritt-Verfahren (©-Methode — vgl. Abschn. 3.2)
zur Zeitdiskretisierung bzw.

b) Raum-Zeit-Diskretisierungsverfahren

ermittelt, um eine geeignete Diskretisierungsstrategie fir
das Navier-Stokes-Problem (2.1) auszuwahien.

Fur (4.1) sind die Verfahren a) und b) theoretisch (d. h. Exi-
. stenz, Eindeutigkeit, Stabilitdt und Konvergenz) gesichert
und als etwa gleichwertig anzusehen (vgl. [26] bzw. [11],
{14],[15]).

Unter Verwendung stiickweise linearer Ansatzfunktionen
(bei a) zur Semidiskretisierung in x, bei b) Raum-Zeit-Ele-
mente) wurde einheitlich das Galerkin/least-squares-Kon-
zept (hier identisch mit Stromlinien-Diffusion-FEM =
SDFEM) benutzt (vgl. [14]).

Die Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

- Beide Zugéange erscheinen prinzipiell als geeignet fur

die Losung derartiger konvektionsdominanter Trans-
portprobleme. Bei Problemen mit hinreichend glatten
Daten erhalt man gemittelt nahezu optimale L?-Konver-
genzraten der Ordnung 2, bei unstetigen Daten aber nur
die Ordnung 0.5.
Bei den Einschrittverfahren ist die Wahl @ = 7/2 aus
Stabilitatsgrinden notwendig. Fur @ = 7/2 (Crank-
Nicolson) ergeben sich jeweils die genauesten Lsun-
gen bei diesen Testrechnungen.

— Beigenligend glatten Lésungen ist das Verfahren a) be-
zlglich der upwind-Parameter ¢/ robust. Die genaue-
sten Lésungen findet man fur Werte von 6 nahe bei 0
(d.h. ohne upwinding bezlglich der Ortskoordinaten).
Verfahren b) erfordert auch bei glatten Lésungen posi-
tive upwind-Parameterwerte.

— In Problemen mit glatten L&sungen tritt infolge der nu-
merischen Diffusion ein Amplitudenveriust ein. Bei
Raum-Zeit-Elementen ist die numerische Diffusior.
deutlich starker als stwa beim Crank-Nicolson-Verfah
ren.

— Als wesentlicher Nachteil der Raum-Zeit-Diskretisie-
rung ist der deutlich gréBere Aufwand gegenlber der
Semidiskretisierung anzusehen. So ist bei linearen Ele-
menten in ¢ die Zahl der Freiheitsgrade im Modelipro-
blem (4.1) doppelt so hoch wie bei Einschrittverfahren.

im Ergebnis der Untersuchungen zum Problem (4.1)
wurde (wesentlich bedingt durch obige Aufwandsiiberle-
gungen mit Blick auf den 3D-Fall) zur Diskretisierung der
instationaren Navier-Stokes-Gleichungen (2.1) das Ver-
fahren der Semidiskretisierung mit rdumlicher FEM-Ver-
netzung und Zeitintegration mittels implizitem Euler-Ver-
fahren (vgl. Abschnitt 3.2) verwendet [17]. Es lag das
FORTRAN-Programm NAVSTO (vgl. [4]) mit nichtkonfor-
mer stlickweise linearer Geschwindigkeitsapproximation
und stiickweise konstanter Druckapproximation zugrunde

N

Bild 2
Freiheitsgrade fir Geschwindigkeit (x) und Druck (o)

{vgl. Bild 2). Diese Diskretisierung genigt der diskreten
Babuska-Brezzi-Bedingung (B. 4). Im konvektionsdomi-
nanten Fall (Re = »~! >> 1) werden die konvektiven
Terme in (2.1) mittels einer gewichteten upwind-Technik
[21], [23] approximiert {vgl. auch Abschn. 3.1).

Die semidiskretisierte Form von (2.1) lautet:

Finde (un(t), pa(t)) € Vax Qp, sodaB ¥ (vy, qp) € Vax Qp

(Uh(t), vi) +van(un(t),vi) + bji(un(t), up(t), vs) —

= (Pn(t), divy vp) +(qn, divyup(t) = (£(t), vy) (4.2)
(un(0), vn) = (uq, vp)

Dabei sind a, bzw. div, geeignete Erweiterungen der
Bilinearform a bzw. des Divergenzoperators div aufgrund
der unstetigen Geschwindigkeits-Ansatzfunktionen. Die
upwind-Diskretisierung b3 von b(u, v, w) geniigt den im
Abschnitt 3.1 fir konvektionsdominante Félle geforderten
Bedingungen und tragt der Stirke des Flusses des Stro-
mungsfeldes durch innere Kanten einer zur urspriinglichen
Triangulierung von 2 dualen Vernetzung Rechnung. De-
taillierte Hinweise findet man dazu in [21], [23].

Die Zeitableitung wird mittels impliziter Euler-Regel diskre-
tisiert. Durch die L2-Orthogonalitat der Geschwindigkeits-
Ansatzfunktionen ist speziell die Massematrix D eine Dia-
gonalmatrix. Die entstehenden nichtlinearen Gleichungs-
systeme werden mittels FAS-Multigrid-Technik geldst (vgl.
[5]). Mathematische Konvergenzuntersuchungen zum zu-
gehorigen stationéren Problem findet man in [21], [23].

Als Testproblem wurde eine Kanalstrémung mit eingebau-
tem Zylinderhindernis berechnet (vg!. Bild 3).

? —vdAu+uVu+Vp = 0 in Qx(0,T)
t
divu = 0 in Qx(0,T) . {4.3)
u=g(x), (x,t) e 3Qx(0, T),
u=u(x) (x,t) e 2Qx {0}
mit
] X2=O bzw. X2=H

g(x) =

GoXz(H—x3) , x;=0 bzw. x;=L

undL=20,H=10,R=3,g,=1undv=10"i=1,23.

Fur die Werte v = 1072 bzw. v = 10™® wurden auf einem
Netz mit 512 Dreiecken (2304 Freiheitsgrade) Anlaufrech-
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Bild 4 und Bild 5

Isobarenteld fiir Zylinderumstromung

L8sung nach Zeitschrift N, fir v=10"2 bzw. v = 1072

nungen mit u° = 0 durchgefiihrt. Bei v = 1072 andert sich
nach 10 Zeitschritten (4t = 1) die Losung im Geschwin-
digkeitsfeld und Druckfeld nicht mehr, sie stimmt mit der
nach dem stationdren Berechnungsprogramm NAVSTO
ermittelten stationdren Lésung des Problems Uberein. Die
Ldsung ist symmetrisch, die Abldsegebiete hinter dem Zy-
linder sind deutlich ausgepragt (vgl. Bild 4).

Bei v = 1072 bildet sich ebenfalls eine symmetrische
Losung mit Ablésegebieten hinter dem Zylinder aus. Inter-
essant ist im Druckbild die Ausbildung geschlossener
Isobaren hinter dem Zylinder nach 6 — 8 Zeitschritten, die
dann wieder verschwinden und sich nach 13— 15 Zeit-
schritten in &hnlicher Weise, jedoch weiter stromabwarts
bilden. Offenbar kann sich bei » = 1072 schon keine statio-
nére Lésung mehr ausbilden (vgl. Bild 5). Im Geschwindig-
keitsfeld sind keine derartigen Effekte sichtbar, da die Auf-
I6sung der Strdmungsstrukturen im berechneten Fall zu
grob war.

Fir v = 107° wurde auch fiir eine feinere Vernetzung mit
2048 Dreiecken (9218 Freiheitsgrade) eine derartige An-
laufrechnung gestartet, die jedoch nach wenigen Zeit-
schritten aus Zeitgriinden abgebrochen wurde. Die Ablo-
segebiete hinter dem Zylinder sind jedoch im Unterschied
zur Grobrechnung schon besser dargestelit.

Mit Testrechnungen fir v = 10~', v = 10~2 auf dem gro-
ben Netz wurde — ausgehend von einer ausiterierten sta-
tiondren L&sung als Startlésung v = u°( x) — untersucht,
ob sich eventuell Asymmetrien im Strdmungsbild ausbil-
den. Dies war nicht der Fall. Vermutlich liegt das daran,
daB das Verhaltnis R/H bzw. R/L zu groB und damit die
Wechselwirkung der L&sung mit der Kanalwand bzw. den
wesentlichen Randbedingungen am Kanalaustritt zu stark -
ist.

Zielrichtung weiterer Arbeiten sollte u. a. sein

- den Berechnungsaufwand je implizitem Zeitschritt splr-
bar zu senken (z. B. durch Linearisierung durch sukzes-
sive Approximation in einem auBeren Zyklus und effek-
tive Ldsung der linearen Gieichungssysteme mittels
Multigridtechnik in einem inneren Zyklus [5])

- durch Ubergang zum Crank-Nicolson-Verfahren bzw.
durch Kombination mit Defektkorrektur-Verfahren eine
héhere Genauigkeit zu erzielen

- Komplexitdts- und Effektividtsvergleiche zu anderen
Element-Paaren, die der Babuska-Brezzi-Bedingung
gentgen oder durch Galerkin/least-squares-Technik
stabilisiert werden, durchzufiihren.
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