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Zum Konvergenzverhalten der Finite-Element-Lösungen eines

Rißprbblems bei gleichmäßiger und adaptiver Netzverfeinerung

R. Mücke

Adaptive Lösungsstrategien führen im Gegensatz zu gleichmäßigen Verfeinerungsalgorithmen zu einem deutlich verbesserten Freiheits-

gradsGesamtfehlerverhéltnis. Im vorliegenden Beitrag werden die Konvergenzordnungen der Finite-Element-Lösungen beigleichmäßiger

und beiadaptiver Netzverfeinerung der h-Version untersucht. Am Beispiel einer Scheibe mitAußenriß werden die a-priori ermittelten Kon-

vergenzordnungen numerisch überprüft.

An adaptive approach Ieads in contrast to the uniform refinement algorithm to an essentially improvedconvergence rate. In this paper the

convergence rates of uniform and adaptive Finite-Element—Modes of the h-version are a-priori determined. The results are numerically

testedin a plane crack problem.

1. Einleitung

Die Methode der finiten Elemente (FEM) hat sich in den In-

genieurwissenschaften zu einem Standardverfahren zur

Berechnung des Verformungs- und Spannungszustandes

in realen Bauteilen entwickelt. In ihrer praktischen Anwen-

dung werden immer kompliziertere Geometrie- und Mate-

rialeigenschaften berücksichtigt, wodurch aber auch der

Berechnungsaufwand stark ansteigt. Neben den numeri-

schen Ergebnissen selbst ist der Ingenieur auch an einer

Einschätzung der Genauigkeit seiner FE-Berechnung in-

teressiert. Um einerseits den Berechnungsaufwand gering

zu halten, andererseits aber ein festgelegtes Fehlerniveau

der FE-Lösung nicht zu überschreiten, muß man gezielt

neue Freiheitsgrade in das Ausgangsnetz einbringen. In

den letzten Jahren wurden adaptive Lösungsverfahren

entwickelt, die auf eine Gleichverteilung der lokalen Fehler

einer FE-Lösung führen. Die durch adaptive Lösungsver-

fahren (h-Versicn), Erhöhung des Ansatzgrades in einzel-

nen Elementen (p-Version) oder durch eine Kombination

beider Methoden entstehen. Außerdem ist eine Verschie-

bung der Elementknoten denkbar, so daß mit einer festge-

legten Zahl an Freiheitsgraden eine gleichmäßige lokale

Fehlerverteilung erreichbar ist (r-Versicn). Die Methoden

der h-Version der FEM werden beispielsweise in [1] disku-

tiert. In [2] findet man einen zusammenfassenden Über-

blick über den Entwicklungsstand der p- und der hp-Ver-

sion. Die r-Version spielt in mathematischen Untersuchun-

gen eine Rolle [3], hat sich aber in praxisnahen Aufgaben-

stellungen bisher nicht durchsetzen können.

lm vorliegenden Beitrag werden die aus der Literatur be-

kannten Aussagen zur Konvergenzordnung bei gleichmä-

ßiger und adaptiver Netzverfeinerung auf ein Rißproblem

angewendet. Dabei wird ausschließlich die h-Version der

FEM betrachtet. In Abschnitt 2 werden grundlegende Aus-

sagen zur Glattheit einer Funktion getroffen. Abschnitt 3

beschäftigt sich mit der Konvergenzordnung der FE-Lö-

sung bei gleichmäßiger und adaptiver Netzverfeinerung.

Im Abschnitt 4 wird die Konvergenzordnung der FE-Lösun-

gen eines Ftißproblems a-priori ermittelt und numerisch be—

stätigt.

2. Glattheit von Lösungen der linearen

Elastizitätstheorie

Unter den Voraussetzungen der linearen Elastizitätstheo-

rie wird das Verformungs- und Spannungsverhalten eines

Kontinuums durch

%Z-§--(2y+yY)+é=Q inQ (ia)

g=g auf I“, (1b)

l -r_7 = g auf F2 (tc)

beschrieben. g ist dabei der gesuchte Verschiebungsvek-

tor, L der Spannungstensor, Z der Nabla-Operator, g

der H—ookesche Tensor und p und q der gegebene Volu-

menkraftvektor bzw. der gegebene—Randspannungsvek-

tor. g bezeichnet den Einheitsvektor. der normal auf dem

Hand 1" = I‘, U F2 des Lösungsgebietes Q nach außen

zeigt. Die Randbedingungen auf I‘, und F2 sind kompon-

entenweise aufzufassen. Die Gin. (1) sind für ein-, zwei-

und dreidimensionale Aufgaben der linearen Elastizitäts-

theorie gültig.

Neben dem Gleichungssystem (1) kann das lineare Elasti-

zitätsproblem auch als Variationsaufgabe der Form

ö [7(g) = öng(g‚tde—Qfgögd9 72196ng = o

(2)

dargestellt werden, wobei 17(g) das elastische Gesamt-

potential und W(g‚ g) mit

My =%(Zy+y2)--§~(ZQ+QZ) (3)

die innere Energie des Systems bezeichnen. Der Defi-

nitionsbereich des Funktionals umfaßt alle Verschiebungs-

vektoren, deren Komponenten die kinematischen Randbe-

dingungen (1 b) erfüllen und die Existenz der in (2) auftre-

tenden Integrale sichern.

Als Ausgangspunkt für eine FE-Diskretisierung wird häufig

das Variationsproblem (2) venivendet. Die exakte Lösung g

wird dabei elementweise durch einfache Funktionen, die

sogenannten Formfunktionen [5] ersetzt. Die Güte der
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Approximation hängt von den Eigenschaften der Form-

funktionen und den Eigenschaften der exakten Lösung des

Randwertproblems ab. Dabei spielt die Glattheit der exak-

ten Lösung eine entscheidende Rolle. Es wird sich bei—

spielsweise eine stetige Funktion besser durch Formfunk-

tionen approximieren lassen als eine Funktion mit starken

Singularitäten.

Die Glattheit einer Funktion läßt sich durch die Ordnung

der Sobolev—Räume ausdrücken, zu denen die Funktion

gehört. Eine Funktion u(x„ x2, x3) ist Element eines

Sobolev-Fiaumes der Ordnung k, wenn [6]

2 _
lluHHk — (4)

alrf'lg‘l'lg 2

2' J' (—-——-—u) dx,dx2dx3<oo

Osl,+lz+lask 9 3x41 axézaxga

k ist dabei die Ordnung der über Q quadratintegrierbaren

Ableitungen der Funktion u. Die Definition (4) ist für Sobo-

lev-Räume positiv ganzzahliger Ordnung gültig. Eine Ver-

allgemeinerung auf beliebige reelle Zahlen k ist möglich

[6]. Die Sobolevschen Einbettungssätze beinhalten u.a.,

daß eine Funktion, die Element eines Sobolev-Raumes

H"(Q) ist, auch zu jedem Sobolev-Raum niedrigerer Ord-

nung gehört.

Um die höchste Ordnung des Sobolev-Raumes einer

Funktion zu bestimmen, wird zunächst ein einfaches Bei-

spiel betrachtet. Es soll untersucht werden, für wel-

che Exponenten ß die Funktion u(r‚rp) = rß im Gebiet

[0,1] x [0, n/2] zum Sobolev-Raum H° (Q) gehört (Bild 1).

Eine Auswertung ergibt

.7!

E 1

||u||f_„‚=l l rzßrdrdrp

 

zp=0r=0

{ (:1) für ß>—1

= 4 +

—00 für fl S —1 (5)

A
o i

Bild 1 7t

Lösungsgebiet [0,1] x [0. ~2- l

Offensichtlich liegen die Funktionen u(r‚rp) : r‘”8

(s reell, a> O) in H°(Q), nicht aber die Funktionen

u(r‚ (p) = r“”‘. Mit Hilfe dieses Ergebnisses läßt sich zei-

gen, daß eine Funktion u(r‚ (p) = r” Element aller Sobolev-

Räume H5H" (e reell, c > 0) ist [4].

Die exakte Lösung des Randwertproblems der linearen

Elastizitätstheorie gelingt nur selten. Es sind zwar Partiku-

Iärlösungen für wichtige Spannungskonzentrationspro-

bleme bekannt, Schwierigkeiten bereitet aber die Anpas-
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Bild 2

Spannungskonzentrationen

sung dieser Lösungen an die Randbedingungen des Lö-

sungsgebietes. Um die Glattheit der Komponenten des Lö-

sungsvektors einzuschätzen, reicht die Kenntnis einzelner

Partikulärlösungen aus. So ist beispielsweise in Aufgaben

der linearen ebenen Elastizitätstheorie bekannt, daß

Spannungskonzentrationen in der Umgebung von Einzel-

kräften und Einzelmomenten auftreten, sowie an Lagerbe-

dingungen, einspringenden Ecken und Streckenlasten

(Bild 2). ln hinreichender Entfernung eines kritischen

Punktes ist nach dem Prinzip von St. Vernant nur noch die

Summenwirkung der Spannungskonzentrationen vorhan-

den. Innerhalb der kritischen Gebiete Q, bis Q7 Iäßt sich

der Verschiebungszustand g = (u„ u?) durch

UKW) = r”(/nr)éf(<p) + WW) (6)

ß>0, öso; ß,öreell, i: 1,2

ausdrücken [4]. Dabei sind r und q; Polarkoordinaten, de-

ren Ursprung im kritischen Punkt liegt. g ist Element der

Sobolev-Räume Hfi+7“‘(e reell, s > O). Mit f(<p) und

w(r,<p) werden Funktionen bezeichnet, die gegenüber

rfl(lnr)" glatter sind, d. h. zu einem Sobolev-Raum höherer

Ordnung gehören.

Die Glattheit der Gesamtlösung wird durch die Glattheit der

Partikulärlösungen in den kritischen Gebieten bestimmt.

Da sich aufgrund der Linearität des Randwertproblems die

einzelnen Partikulärlösungen nicht gegenseitig beeinflus-

sen, ist die Glattheit der Gesamtlösung mit der Glattheit der

Partikulärlösung im kritischen Gebiet mit der stärksten Sin-

gularität identisch.

3. Konvergenzordnung einer FE-Lö-

sung bei gleichmäßiger und adaptiver

Netzverfeinerung

Damit bei fortgesetzter Netzverfeinerung die FE-Approxi-

mation Q gegen die exakte Lösung g konvergiert, sind be-

stimmte Voraussetzungen an die Formfunktion notwendig.

Hinreichende Bedingungen für eine Konvergenz der FE-

Lösung sind, daß die Formfunktionen einen konstanten

Verzerrungszustand exakt wiedergeben, Starrkörperver-

schiebungen keine Verzerrungen in den Elementen her-

vorrufen und bei Belastung kein Klaffen oder Überlappen

der Elemente an ihren Rändern auftritt [5]. Die genannten

Konvergenzkriterien sind erfüllt, wenn in linearen Elastizi-

tätsproblemen die Formfunktionen eines Elementes min-

destens das vollständige Polynom 1 . Grades enthalten, die



Summe über die Formfunktionen im gesamten Element

Eins ergibt und die Formfunktionen an den Elementrän-

dem stetig sind. Bei fortgesetzter Netzverfeinerung wird

sich unter den genannten Voraussetzungen an die Form-

funktionen die FE-Approximation der exakten Lösung nä-

hern. Die Größe des noch vorhandenen Abstandes zwi-

schen beiden Verschiebungsvektoren wird durch den Feh-

lervektor g = g — Q beschrieben und über eine Norm ge-

messen. In der ebenen Elastizitätstheorie hat der Fehler-

vektor die Komponenten e, = u,— U, und 9;, = uz — Hz

. Häufig verwendete Normen sind die Maximumnorm

Ilgllm = max (max teil). (7)
i=1‚2 Q

die Energienorm

Ilgilä = 2W(§,9) (8)

und die Sobolev-Normen

“Elli”: = “er Hk+ HeZIIZK

2 I‚+12 2

=-2 Z 52(—“TT—n) “N”
’=7 OsI,<I25K 8X, 8x22

(9)

Die Maximumnorm liefert eine Aussage über die größt—

mögliche Differenz zwischen den Komponenten von g und

g innerhalb eines Gebietes Q. Beobachtet man bei fortge-

setzter Netzverfeinerung ein Kleinerwerden der Maximum-

norm, spricht man von gleichmäßiger Konvergenz. Bei

Verwendung der Energienorm erhält man eine Aussage

über die Konvergenz in der Energie.

Die Anwendung unterschiedlicher Normen in der Fehler-

analyse führt auch zu einer unterschiedlichen Einschät-

zung des Approximationsfehlers. Für den Ingenieur sind

vor allem die Maximumnorm und die Energienorm von Be-

deutung. Die Maximumnorm spielt eine Rolle, weil damit

für jedes Gebiet eine untere und eine obere Grenze für die

Verschiebungs- und Spannungsgrößen angegeben wer-

den können. Die Energienorm läßt sich als innere Energie

der Fehlerfunktion interpretieren. Für lineare Elastizitäts-

probleme gilt die Orthogonalitätsbeziehung [4]

gumm=lw@w-w@@N=InM—mml

um

Die FEM ist ein energetisches Verfahren. Die Knotenver—

schiebungen der Elemente werden so bestimmt, daß der

globale Fehler in der Energienorm minimiert wird. Das

schließt nicht aus, daß in einzelnen Bereichen des

Lösungsgebietes noch erhebliche energetische Fehler

zwischen der exakten Lösung und der FE-Lösung auftre-

ten können. Bei fortgesetzter gleichmäßiger Netzverfeine—

rung konvergiert die Energie der FE-Lösung gegen die

Energie der exakten Lösung. Die Energienorm ist damit für

die FEM die natürliche Fehlernorm.

in mathematischen Arbeiten zur Fehleranalyse von FE-

Lösungen werden häufig Aussagen in der Sobolev-Norm

H‘(Q) erhalten. Die Energienorm und die Sobolev-Norm

H‘(Q) sind äquivalente Normen, d.h.‚ es existieren zwei

positive Konstanten C‘ und C2, so daß [6]

C1SIQHH1<llgllssczllglle (11)

Es lassen sich demnach Eigenschaften einer Norm, z. B.

die Konvergenzordnung, in die andere Norm übertragen.

Die Energienorm und die Maximumnorm sind keine äqui-

valenten Normen. Eine Fehleranalyse in der Maximum-

norm ist deshalb problematisch, weil die Maximumnorm

dem Charakter der FEM nicht entspricht.

Die Ungleichung (12) liefert eine a-priori Aussage über das

Fehlerverhalten in der Energienorm bzw. einer ihr äquiva-

lenten Norm. Liegt die exakte Lösung eines ebenen Elasti-

zitätsproblems in H"(Q)‚ läßt sich für eine Folge von regu-

lären, gleichmäßig verfeinerten FE-Netzen die Unglei-

chung

llgliä s CN-W—W IIin 3k (12)

angeben [4]. N ist die Anzahl der Freiheitsgrade des FE-

Netzes. p bezeichnet die Ordnung des höchsten vollstän-

digen Polynoms in den verwendeten Formfunktionen. Die

Konstante C ist i.a. nicht bekannt. Sie ist von der Poly-

nomordnung der Formfunktionen, vom Lösungsgebiet,

von der Glattheit der exakten Lösung und der speziellen

Netztopologie abhängig. Gleichung (12) Iäßt sich in die

Form

  

e(n) = —an+c (13)

mit

Ilgllä ligllßk

e=in n=InN c=InC

Halli Iigllä

(14)

a = min(k—1‚p)

überführen, wobei der Anstieg a in (13) als Konvergenz-

ordnung der FEM bezüglich der Energienorm bezeichnet

wird. Um mit möglichst wenig Freiheitsgraden eine geringe

Fehlernorm zu erzielen, ist man an einer hohen Konver-

genzordnung interessiert. Bei einem ungenügend glatten

Lösungsvektor g, d. h. k— 1 < p, wird die Konvergenzord-

nung a = min(k—1,p) durch eine Erhöhung des vollstän-

digen Poiynomgrades der Formfunktionen nicht verbes-

sert. Eine höhere Polynomordnung der Formfunktionen

bewirkt über die Konstante C eine Verringerung des Ge-

samtfehlerniveaus der Lösung. Beachtet man, daß in Auf-

gaben derlinearen Elastizitätstheorie k i. a. zwischen 1 und

2 liegt [4], ist mit quadratischen Ansatzfunktionen bei

gleichmäßiger Netzverfeinerung eine optimale Konver-

genzordnung zu erreichen.

im Gegensatz zur gleichmäßigen Netzverfeinerung wer-

den in adaptiven Lösungsalgorithmen die neu hinzukom-

menden Freiheitsgrade in der Umgebung kritischer Punkte

konzentriert. Dadurch hat die Glattheit der exakten Lösung

auf das Konvergenzverhalten der FE-Lösungen keinen

Einfluß, und die Konvergenzordnung wird ausschließlich

vom Grad des höchsten vollständigen Polynoms der Form-

funktion bestimmt. Für die Konvergenzordnung der Ener-

gienorm bei adaptiver Netzverfeinerung ergibt sich damit

IIQIIE s CN‘” (15)
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4. Ein Außenrißproblem

An einem Rißproblem Mode I sollen die Konvergenzord-

nungen der h-Version der FEM für die gleichmäßige und

die adaptive Netzverfeinerung untersucht werden.

Quadrat: 2x2

Rißlänge: 0,5

Streckenlast: 1

Elastizitätsmodul: 1

Querkontraktionszahl: 0,3

 

Bild 3

Rißproblem Mode l (ebener Verzerrungszustand)

Das Rißproblem (Bild 3) wird als ebener Verzerrungszu-

stand modelliert. Die analytische Lösung des Randwert-

problems beinhaltet an der Rißspitze eine Singularität.

Legt man in die RiBspitze ein Polarkoordinatensystem, Iäßt

sich für eine hinreichend kleine Umgebung das Verschie-

bungsverhalten in der Form

J.

figWQZM‘g)[1-2111649]

2

+0(r2) (16)

1

Wfirmg)[24111005491
E 27:

+ 00%)

angeben. Die Energienorm für das gesamte Lösungsge-

biet beträgt H gIIE = 1.46844 [4]. Für die Ordnung der

Sobolev-Räume, zu denen die Komponenten des

l-Lösungsvektors gehören, ergibt sich aus GI. (6) k = g — s

(s reell, s > O). A-priori erhält man aus GI. (1 2) die Konver-

genzordnung in der Energienorm für die gleichmäßige

Netzverfeinerung a = min (ä— ‚p) und aus GI. (15) für die

adaptive Netzverfeinerung a = p. Da in den Konvergenz-

kriterien Formfunktionen mindestens 1. Ordnung gefordert

sind, ist die Konvergenzordnung bei gleichmäßiger Netz-

verfeinerung unabhängig von p und beträgt a = ä.

Die numerischen Ergebnisse wurden mit Hilfe des Pro-

grammsystems COSAR ermittelt. Aufgrund derSymmetrie

wird nur ein Viertel des Lösungsgebletes berechnet

(Abb. 3). Für die Vernetzung werden Elemente der Seren-

dipity-Klasse mit quadratischen Randverschlebungsan-

Sätzen verwendet. Jede Komponente des Verschiebunge-

vektors läßt sich als Linearkombinatlon der Terme

1. x, y, x2. xy. ya, x214 xy2 (17)

darstellen. In (17) ist das vollständige Polynom 2. Ordnung

enthalten.
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Lokale Netzverfeinerungen werden mit Übergangsele-

menten realisiert. Die Ansatzfunktionen der Übergangs-

elemente wurden mit der Methode dergemischten Interpo-

lation hergeleitet [7]. Sie Iassen sich ebenfalls als Linear-

kombinationen der Terme (17) darstellen und ermöglichen

wahlweise an jedem Elementrand einen kompatiblen

Übergang zu ein oder zwei Nachbarelementen. Durch den

Anschluß zweier Nachbarelemente an einer Seite entste-

hen auch im Inneren der Übergangselemente Spannungs-

sprünge, die in den Fehlerindikator einbezogen werden.

Der Vorteil kompatibler Übergangselemente besteht darin,

daß die bei einer sonst benötigten Zwangskopplung einzel-

ner Freiheitsgrade entstehenden Spannungsoszlllationen

nicht auftreten.

Der adaptive Lösungsprozeß wird durch den Fehlerindika-

tor [8]

1:: 9,9 fr-rdQ+F‚r fJ-Jdr+2reJun
9 n l

(18)

+ 2r, fJ-Jdr
r2

gesteuert. r ist dabei das Residium der Differentialglei-

chung und g der Randspannungssprung an FE-Oberflä—

   
Startnetz
116 FGR 1. Verfeinerung 4. Verfeinerung

162 FGR 300 FGR

Bild 4

Diskretisierung bei adaptiver Netzverfeinerung

Tabelle 1: Numerische Ergebnisse

  

Netz N Ilsllä/Ilgllä

4x4 Elemente 116 4.34-10-2

6x6 Elemente 246 2.93 - 10'2

8x8 Elemente 424 2.20 - 10‘2

12x 12 Elemente 924 1.46-10‘2

16x16 Elemente 1616 1.10.10—2

  

gleichmäßige Netzverfeinerung

  

Netz N llglIä/llgllä

Startnetz 116 4.34 - 1o-2

Netzz 162 2.25.10—2

Net23 208 1.15-10-2

Netz4 254 0.60-10'2

Net25 300 0.31 ~10‘2

  

adaptive Netzverfeinerung



  

L ME

lluIlE

2,0 - 2
\i1

_3 0 \ gleichmäßige

.
'Nflzverfemerung

nyoi ‘\ \ I Px1

adaptive p-Z

_5 O Nelzverferherm 1

\ 2

-6,0- l

5.0 1;,0 51,0 6:0 in LnN

Bild 5

Konvergenzordnung bei gleichmäßiger und adaptiver

Netzverfeinerung

chen. Das Integral über die Randspannungssprünge er-

streckt sich über die Oberflächen benachbarter Elemente

I‘n, den Spannungssprung innerhalb der Übergangsele-

mente I‘, sowie den Spannungssprung an den Struktur—

oberflächen I‘. Q, ist in Aufgaben der ebenen Elastizitäts-

theorie der Flächeninhalt des Finiten Elementes und I"a die

Bogenlänge der Elementseite, über die zu integrieren ist.

Für die Steuerung des adaptiven Lösungsprozesses

wurde das Element mit dem maximalen Fehlerindikator

im, ermittelt. Verfeinert wurden alle diejenigen Elemente,

deren Fehlerindikator größer gin,“ war. Die Netzfolge

des adaptiven Verfahrens ist in Bild 4 dargestellt. In

Tabelle 1 sind die numerischen Ergebnisse bei gleichmä-

ßiger und adaptiver Netzverfeinerung gegenübergestellt.

Vergleicht man das Verhältnis zwischen der Zahl der Frei-

heitsgrade und dem relativen Fehler II g || ä/ || g || ä, wird

die deutliche Überlegenheit adaptiver Verfahren sichtbar.

Stellt man die Ergebnisse der Tabelle 1 doppeltlogarith-

misch dar, ergibt sich nach GI. (13) eine Gerade (Bild 5).

Die Konvergenzordnungen der FE-Lösungen lassen sich

aus dem Anstieg ablesen. Sie stimmen mit der a-priori er-

mittelten Konvergenzordnung gut überein.

In [4] wird die Konvergenzordnung des Außenrißproblems

bei einer Vernetzung mit iinearen Dreieckelementen unter-

sucht. Bild 5 zeigt, daß bei gleichmäßiger Netzverfeinerung

im betrachteten Beispiel die Konvergenzordnung unab-

hängig von der Ordnung der Formfunktionen ist. Das Ge-

samtfehlerniveau wird in GI. (12) durch die Konstante C be-

stimmt und ist für quadratische Formfunktionen geringer

als bei linearen Ansätzen.

5. Zusammenfassung

Die Konvergenzordnung der FEM ist bei gleichmäßiger

Netzverfeinerung von der Glatthelt der exakten Lösung

oder der Ordnung der Formfunktionen abhängig (GI. 12).

Die GIaIIheII einer Funktion wird mittels der Anzahl k ihrer

über dem Lösungsgebiet quadratintegrierbaren Ableitun-

gen bestimmt. Eine Verallgemeinerung auf beiiebige reelle

k ist möglich. aus der Kenntnis einzelner Partikulärlösun-

gen kann die Glattheit des Lösungsvektors a-priori ermit-

telt werden.

Adaptive Lösungsverfahren konzentrieren Freiheitsgrade

in die Umgebung der Singularitäten. Dadurch wird der Ein-

fluß der Singularitäten auf die Konvergenzordnung der FE-

Lösungen ausgeschaltet. Die Konvergenzordnung adapti-

ver Verfahren der h-Version ist nur von der Ordnung der

verwendeten Ansatzfunktionen abhängig.

Am Beispiel eines Außenrißproblems wurde die a-priori er-

mittelte Konvergenzordnung bei gleichmäßiger und adap-

tiver Netzverfeinerung numerisch überprüft. Ein Vergleich

mit einer in [4] dargestellten Berechnung zeigt, daß die

Konvergenzordnung bei gleichmäßiger Netzverfeinerung

unabhängig von der Ordnung der Formfunktionen ist. Mit

höhergradigen Formfunktionen läßt sich ein niedrigeres

Gesamtfehlerniveau erreichen.
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