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FEM-Analyse mechanischer Feinstellantriebe

W. Seifert

Der Artikel behandeit die Grundgleichungen linearer piezoelektrischer Kontinua sowie die entsprechende FEM-Formulierung des Pro-
blems. Als Anwendungsbeispiel gelingt die Berechnung axialsymmetrischer Dehnungs- und Spannungszusténde in piezoelektrischen

Vielschichtaktuatoren aus dinnen piezokeramischen Scheiben.

The paper presents the differential equation system and its appropriate FEM-formulation for linear piezoelectrical continua. Applying FEM,
axisymmetrical states of strains and stresses are investigated in electromechanical actuators with multi-layer structure consisting of an

ensemble of thin piezoceramic disks.

1. Einleitung

Das Interesse an mechanischen Feinstellantrieben
(Aktuatoren) ist in den letzten Jahren in Wissenschaft und
Technik standig gestiegen. Das Hauptziel besteht darin,
Stellwege von einigen nm bis Uber 1 mm mit groBer
Genauigkeit und bei méglichst geringen Anregungsspan-
nungen reproduzierbar zu realisieren. Diesen und weite-
ren Forderungen, wie geringe geometrische Abmessun-
gen bei groBer konstruktiver Variabilitat sowie leichte An-
passung an eine nachgeschalitete Elektronik, entsprechen
weitgehend Vielschichtstrukturen piezoelektrischer Aktua-
toren auf keramischer Basis. Fiir inre weitere Optimierung
sind sowohl neue konstruktive Lésungsvarianten als auch
die Suche nach optimalen Werkstoffsystemen von Bedeu-
tung [1].

Die vorliegende Arbeit versucht, aus der Sicht der Konti-
nuumstheorie einen spezifischen Beitrag zu dieser Proble-
matik zu leisten. Im Vordergrund steht dabei die Frage
nach Betrag und Verteilung der im Ergebnis der (quasi-
statischen) piezoelektrischen Erregung des Materials zu
erwartenden mechanischen FeldgroBen. FEM-Analysen
betreffen das mechanische Verhalten von PZT-Keramik-
scheiben axialer Symmetrie als Bauelemente derartiger
Aktuatoren.

2. Grundgleichungen des piezoelektri-
schen Kontinuums

Im Rahmen einer linearen Theorie piezoelektrischer Konti-
nua wird von den folgenden elastomechanischen sowie
elektrischen Grundgleichungen ausgegangen (statischer
Fall, keine Massenkrafte):
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Dabei kennzeichnen : U den Verschiebungsvektor, S den
Deformationstensor und ¢ den Spannungstensor, E das
elektrische Feld, ¢ das elektrische Potential sowie V den
Nabla-Operator. Die verwendeten konstitutiven Beziehun-

gen werden wesentlich durch die Kopplung der mechani-
schen und elektrischen FeldgroBen tber den piezoelektri-
schen Effekt gepragt. Der direkte Effekt beschreibt das
Auftreten eines zusatzlichen Beitrages zur elektrischen
Polarisation P infolge mechanischer Spannungen [2], [3]:
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Dabei kennzeichnet d den Tensor (3. Stufe) der Piezo-
moduln und y den S_u)szeptibilitétstensor. Fir die dielektri-
sche Verschiebung D folgt mit (2):
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T ist der Einheitstensor, £ der Dielektrizitatstensor und ¢,
die Dielektrizitatskonstante.

Beim reziproken piezoelektrischen Effekt ist die mechani-
ighe Dehnung der angelegten elektrischen Feldstarke
E proportional, so daB sich flr den Deformationstensor S
bei vorausgesetztem elastischen Materialverhalten die fol-
gende Bilanz ergibt:
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Dabei bezeichnet s den Tensor (4. Stufe) der Elastizitats-
moduin.

Aus (4)Jo$gt mit dem Tensor der Elastizitatskoeffizienten

¢ = s~ unter Ausnutzung der Symmetrie von ¢ (fur
seine Komponenten gili ¢y = Cjiy = Cj = Ciy) fUr den
Spapnungstensor:
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mit dem Tensor (3. Stufe) der piezoelekirischen Span-
nungskoeffizienten
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e =d:c. (5a)

Aus den Grundgleichungen (1) sowie den konstitutiven
Gleichungen (3) und (5) erhait man wiederum unter Be-
rlicksichtigung der Symmetrie der Materialtensoren (es gilt
ik = diy, ejx = ey Sowie &, = ¢;) die folgenden Feldglei-
chungen:
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Sie reprasentieren 4 gekoppelte partielle Differentialglei-
chungen zur Bestimmung des Verschuebungsvektors
u ( r') und des elektrischen Potentials <p( r ). Eine sach-
gemé&Be Formulierung des Feldproblems erfordert weiter-
hin die Berlicksichtigung von Randbedingungen fiir die
Verschiebungen sowie die 4uBeren Flachenlasten bzw. fiir
das elektrische Potential sowie die Flachenladungen auf
definierten Teilen der Oberfliche bzw. auf Zwischenfla-
chen (Elektroden) [4].

Auf Grund der komplexen Struktur der Feldgleichungen (6)
ist ihre Behandlung i.a. nur mit leistungsfahigen Nzhe-
rungsverfahren méglich. Geschlossen-analytische Lésun-
gen existieren nur fiir einfache Modellifalle. Dazu z&hlen

Dabei kennzeichnen [Ky,], [Kpe . [Kup] = [K,u] " die soge-
nannten globalen mechanischen, dielektrischen und pie-
zoelektrischen Steifigkeitsmatrizen der FEM-Diskretisie-
rung. Als zu bestimmende Freiheitsgrade treten die Kno-
tenpunkisverschiebungen {U} sowie die Knotenpotentiale
{9} aller Knotenpunkte des FEM-Netzes auf; die rechte
Seite des Gleichungssystems wird durch Knotenkrifte
{F} infolge vorgegebener mechanischer Fldchenlasten ';5’
bzw. durch Knotenladungen {Q} als Folge von Flachen-
ladungen q determiniert (7).

Die Aufldsung des Gleichungssystems erfolgt wegen der
ProblemgrdBe i.a. durch den folgenden IterationsprozeB:

die von Voigt [3] angegebenen homogenen Dehnungen im (Kool {9} = {Q} = {9} = [Ku] {U) = {F} ~[Kup] {} 1l
homogenen elektrischen Feld. {U}

Vorausgesetzt sei fir diesen Fall eine quaderférmige 1

(Keo) (9} = (Q) = [Kpul (U} ]
Probe mit volistandig kontaktierter Boden- und Deckfliche
z=0 bzw. z=h auf Potentialen ¢ = ¢, = 0 bzw. ¢ = — ¢,
Wegen
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Eo = Epz- €5, @(2) = _E'q’h: —Ep-2z (7)

entkoppeln die Feldgleichungen und das Verschiebungs-
feld u ( r') folgt allein aus der ersten Gleichung von (6) mit
verschwindendem zweiten Term.

—_
Die durch E, in jedem Volumenelement |ndu21erten kon-
stanten piezoelektrischen Zusatzdehnungen SeP ergeben
sich aus (5) durch Ausklammern von ¢ :

~
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Die Forderung nach Kraftefreiheit an der Oberfidche
(o - A= 0) liefert schlieBlich unter Berlicksichtigung der
Symmetrie der Materialtensoren homogene Verzerrungen
in der Form:
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Diese geometrieunabhangigen Dehnungen, die im Rah-
men der verwendeten linearen Theorie nicht mit mechani-
schen Spannungen verbunden sind, werden als Referenz-
zustand fir die nachfolgenden FEM-Analysen dienen.

3. FEM-Formulierung

Die Ableitung der FEM-Basisgleichungen zur Behandlung
piezoelektrischer Kontinua ist ausfihrlich in [7], [5], [6] dis-
kutiert. Ausgangspunkt ist eine dem elekiro-mechani-
schen Anfangs-Randwertproblem dquivalente Variations-
formulierung, die auf einem Netz finiter Elemente nume-
risch umgesetzt wird. In jedem Element erfoigt dabei ein
Approximationsansatz derart, daB der Verschiebungsvek-
tor sowie das elektrische Potential innerhalb des Elemen-
tes als eindeutige Funktionen der Verschiebungen bzw.
des Potentials der zum Element gehorigen Knotenpunkte
angesetzt werden. Dieses Vorgehen fUhrt schlieBlich auf
das folgende lineare Gleichungssystem:
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Bei der Berechnung der Knotenpotentiale ist zu beachten,
daB die vorgegebene Elektrodenkonfiguration Potential-
gleichheit auf solchen Knotenpunkten erfordert, die zu den
jeweiligen Elektroden gehéren. Diese Forderung wird
durch eine ,Kondensation“ der entsprechenden Freiheits-
grade im zu I6senden Gleichungssystem erreicht.

Der Vorteil des Iterationszykius (11) besteht vor allem in
seiner speicherplatzsparenden Konzeption sowie darin,
daB in ihm auf FEM-Standardprogramme zuriickgegriffen
werden kann: eingebettet sind ein hinsichtlich der Knoten-
krafte modifiziertes linear-elastisches FEM-Programm so-
wie ein FEM-Solver zur Lésung der veraligemeinerten
Poisson-Gleichung

€:V°Vg = gq. (12)

Auf den Modelicharakter derartiger Rechnungen sei nach-
drticklich hingewiesen. Aus makroskopischer Sicht zeigen
Keramiken zwar ein charakteristisches Sprédbruchver-
halten, so daB ihr globales Materialverhalten — &hnlich wie
beim Werkstoff Glas — weitgehend durch Stoffgesetze der
linearen Elastizitatstheorie charakterisiert werden kann.
Andererseits zeigen Keramiken aber ein ausgesprochen
statistisches Festigkeitsverhalten trotz genauer Einhal-
tung der technologischen Parameter beim Herstellungs-
prozeB. Dies ist zweifellos eine Folge der mikroskopischen
bzw. mesoskopischen Struktur dieser Materialier, die i.a.
amorphen Charakter tragt und aus kontinuumstheoreti-
scher Sicht eher als nichtzusammenhangend bezeichnet
werden muB.

4. FEM-Untersuchungen piezokerami-
scher Aktuatorelemente

Betrachtet werden Vielschichtaktuatoren, die technolo-
gisch als Stapel von 30 bis 50 untereinander verklebten
piezokeramischen Kreisscheiben hergestellt werden. Die
Boden- und Deckflachen jeder Scheibe sind dabei partiell
mit Elektroden kontaktiert. Verwendet werden technolo-
gisch relevante Abmessungen. Alle Rechnungen wurden
fir PZT-Keramik durchgefiihrt, die in z-Richtung gepolt ist
und eine hexagonale Anisotropie aufweist. Da die Mate-



rialtensoren bei dieser Symmetrie invariant gegen belie-
bige Drehungen um die Symmetrieachse (z-Achse) sind,
konnte ein axialsymmetrisches FEM-Programm verwen-
det werden. Die Gleichungen (3) und (5) haben dannin der
Ublichen computerorientierten Matrixschreibweise die fol-
gende Struktur:
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Fur die Materialkoeffizienten ¢, c; sowie e; wurden fol-
gende reprasentative Literaturwerte fiir PZT-Keramik ver-
wendet [5]:

€11/, = 805, e3aleo = 660,
¢y = 132 GPa, ¢33 = 115 GPa, Cc4 = 26 GPa,
2 =71 GPa, €3 = 73 GPa,
05, =—41Cm™2 @5 =141Cm™% e,,=105Cm

— dz = —118-10""m/V, d3 =273-10""2m/V.

(14)

Mit diesen Materialparametern berechnet man z.B. bei
einer angelegten Feldstarke von E,; = 2 kV/mm homo-
gene Dehnungen (9) der GroBe:

S =8, 0" = —236- 1074, S™" =5.46-107*
by

(15)

Zu beachten ist, daB positive Verzerrungen S,,"™™ nur
dann auftreten, wenn die Richtung der elektrischen Feld-
starke mit der Polarisationsrichtung der Keramik tberein-
stimmt.

4.1. Die einzelne piezokeramische Scheibe

Untersucht werden soll zundchst das mechanische Ver-
halten einer einzelnen, mechanisch unbelasteten Kera-
mikscheibe. Das verwendete axialsymmetrische Modell
geht von konzentrischen Elektroden (Radius Rg) aus, mit
denen die Scheibe vom Radius R teilweise kontaktiert ist
(vgl. Bild 1). Die Dicke d der Scheiben soll generell 0.5 mm
betragen. Als MaterialkenngréBen werden die in (14) an-
gegebenen verwendet. Der Betrag der elektrischen Feld-
stéarke sei 2 kV/mm; Feldstérkerichtung und Polarisations-
richtung der Keramik sollen {ibereinstimmen.
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Bild 1:

Geometrie der piezokeramischen Scheibe (Beispiel R = 5 mm,
Rg = 3.5mm, d =.5mm) und FEM-Vernetzung (120 axialsymme-
trische 3-Knoten-Dreieckselemente, 78 Knotenpunkte mit je 3
Freiheitsgraden: Verschiebungskomponenten u,, u, sowie elektri-
sches Potential ¢)
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Bild 2:

Verschiebungsprofile u,(r) an der Oberflache z, = .5 fiir verschie-
dene Parameter R¢

Die einfache Vernetzung der Scheibe (Bild 1) umfaBt 120
axialsymmetrische 3-Knoten-Ringelemente mit linearen
Verschiebungsansatzen in jedem Element. Durch den zu-
sétzlichen Parameter R < R wird das aus (9) resultie-
rende homogene Verschiebungsfeld u™™ (r, z) mit

urhorn(r) = S”hom_ I uzhorn(z) = Szzhom'z (16)

modifiziert; Bild 2 zeigt Oberflachenprofile u,(r, z, = .5) fur
R =5 mm. Deutlich wird, daB8 im Bereich r < R¢ als Foige
des dort homogenen elektrischen Feldes ein zu (16) bzw.
(9) vergleichbarer Zustand erhalten bleibt. Zum Einflu des
elektrischen Randfeldes auf das Dehnungsverhalten der
Scheibe wurden weitere Rechnungen mit variierten Para-
metern R, Rg durchgefihrt. Bild 3 zeigt fur kleine Scheiben-
radien R — 0 ein Ubergangsgebiet hin zum homogenen
Zustand (9), wahrend sich fir Radien R > 5 mm nahezu
Ubereinstimmende Verschiebungs- und Dehnungsfelder
fur gleiche relative Elektrodenradien rg = R¢/R ergeben.
Eine Auswertung fur die Dehnung S,,(RE) im Bereich
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Bild 3:

Dehnungen Su(RE )

im Bereich r < R in Abhangigkeit vom
Scheibenradius R
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Dehnungen S,; £’ bzw. S, in Abhangigkeit vom relati-
ven Elekirodenradius rg = Re/R

r < Rg liefert fir R > 5 mm die im Bild 4 dargestellte lineare
Abhéngigkeit von re. Sie kann durch folgende Geraden-
gleichung beschrieben werden:

$2™ = 8o {1 - M (1-re) }, oM = 252
(17)

Der Koeffizient ¢c,"= ist nur abhéngig von den Materialko-

effizienten (14). Da das elektrische Feld im Elektrodenbe-

reich r < Re homogen ist, beschreibt (17) wegen (9) letzt-

lich den effektiv im Elektrodenbereich r < Rg wirksamen
. (R

Piezomodul d33

U = dyy- {1=c,M - (1-re)}. (18)

Das in der Scheibe induzierte mechanische Spannungs-
feld ist Uiber den gesamten Scheibenquerschnitt von einer
quasizweidimensionalen Struktur gepréagt: o,, und o, sind
vernachlassigbar kiein und nur die ebenen Normalspan-
nungskomponenten o,, und o,,, dominieren. Letztere erflil-
len die Rand- bzw. Kopplungsbedingungen

op(r=R) =0 sowie o,(r=0)=0,,(r=0). (19)

Bild 5 zeigt am Beispiel rg = .7 (R = 5mm, Rg = 3.5mm)
fur den Schnitt z, = .2 die charakteristischen Merkmale der
Spannungsverteilung in der Scheibe: einen zweidimensio-
nal-hydrostatischen Zugspannungszustand im Bereich
r < Rg sowie den Zug-Druck-Wechsel der Normalspan-
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Bild 5:
Spannungsverteilung in der einzelnen freien Scheibe ent-
langz, = .2 firrg =.7

nung a,, im Bereich r = Re Auf Grund der kompakten
Struktur dieses Spannungszustandes (mit Werten fir die
normalen Spannungskomponenten o, und o, unterhalb
der fiir Keramiken {blichen Bruchspannungen) ist die
bruchmechanische Gefahrdung des Bauteils gering. Aller-
dings werden im hier zugrunde gelegten kontinuumstheo-
retischen Modell all jene Beitrage zum realen Spannungs-
feld nicht erfaBt, die auf Grund der heterogenen Mikro-
struktur der Keramik zuséatzlich auftreten und zu lokalen
Spannungsiiberhdhungen fiihren kénnen.

4.2. Die piezokeramische Scheibe als Aktuator-
element

Die Modellierung eines kompletten Aktuators mit allen De-
tails wiirde eine dreidimensionale FEM-Rechnung erfor-
dern, deren Aufwand erheblich wére. Vernachlassigt man
jedoch 3D-Effekie (z.B. die Kontaktierung der Scheiben
u.a.m.) und sieht vom EinfluB der diinnen Klebeschichten
zwischen den Scheiben ab, dann kann im Rahmen der hier
verwendeten axialsymmetrischen Modellierung nahe-
rungsweise davon ausgegangen werden, daB sich die
Scheiben als Aktuatorelemente im wesentlichen alle gleich
verhalten. Durch die starre Verbindung zwischen ihnen
wird im Stapel bei piezoelektrischer Erregungim gesamten
Bereich 0 <r < R ein Verschiebungsprofil u, ,aufge-
pragt”, das auf Linien z = z, ndherungsweise konstant ist.
Das Problem wird somit auf die Untersuchung einer einzel-
nen mechanisch ,,geklemmten” Scheibe reduziert, wobei
die Struktur des Verschiebungsfeldes teilweise vorgege-
ben wird. Im Rahmen der FEM geschieht dies durch eine
sogenannte ,Kondensation“ von Verschiebungsfreiheits-
graden. Das globale lineare Gleichungssystem wird dabei
durch Zeilen- bzw. Spaltenaddition derart modifiziert, daB
im Ergebnis der Rechnung gleiche Komponenten u, an
vorgegebenen Knotenpunkten auftreten. Ihr Beitrag hangt
far hinreichend groBe Radien R (analog zu 4.1.) wiederum
nur vom relativen Elektrodenradius re ab.

Die Auswertung diesbeziiglicher FEM-Rechnungen liefert
den im Bild 4 dargesteliten nichtlinearen Verlauf der Deh-
nung S bei ,kondensierter* Verschiebungskomponente
u, an den Deckflichen der piezokeramischen Scheibe.
Eine nichtlineare Regressionsanalyse der Kurve ergab mit



einem Korrelationskoeffizienten > .99 den folgenden ana-
lytischen Zusammenhang:

S = SKE™-re-exp (c§™),

Die Scheibe verhilt sich ais Aktuatorelement mithin so, als
wiirde nur ein ,effektiver* Piezomodul

cf™ =240  (20)

di¥ = dag-re-exp (ci™M) (21)

wirksam sein. Der Koeffizient ¢ 7= ist wie ¢F¥™ in 4.1. nur
materialabhangig.

Durch die mechanische ,Klemmung" der Scheibe als Ak-
tuatorelement kommt es im Vergleich zur freien Scheibe
(vgl. Abschnitt 4.1.) zu einer wesentlichen Umverteilung
des Spannungsfeldes zugunsten der Normalspannung
02, Bild 6 zeigt wiederum am Beispiel rg = .7 fir den
Schnitt z = .2 die Charakteristika der Spannungsvertei-
lung; wesentliche Merkmale sind jetzt ausgepragte Druck-
Zug-Bereiche im Profil der normalen Spannungskompo-
nente o, wéhrend die Normalspannungen o,, und o, in
abgeschwéchter Form das in 4.1. skizzierte Verhalten zei-
gen. Flr die Interpretation dieses Spannungsfeldes gelten
die gleichen Aussagen wie im Abschnitt 4.1. (beziglich
weiterer Details siehe auch [8]).
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Bild 6:
Spannungsverteilung in der mechanisch geklemmten
Scheibe entlang z, = .2 flr re = .7

5. Zusammenfassung

Die FEM-Analysen bestétigen, daB mit dem homogenen
Dehnungszustand (9) offensichtlich ein Zustand vorliegt,
der durch einen optimalen piezoelektrischen Dehnungs-
effekt bei geringster innerer mechanischer Belastung der
Keramikscheibe charakterisiert wird. Die Effektivitat von
dieser Geometrie abweichender Scheiben wird wesentlich
durch den relativen Elektrodenradius re = Rg/R bestimmt.

Qualitative Aussagen zum Verhalten von Aktuatoren aus
Stapeln von piezokeramischen Platten sind insofern még-
lich, als — wiederum ausgehend vom homogenen Zustand
(9) — das Dehnungsverhalten der Plattenelemente durch
vergleichbare Beziehungen (18) bzw. (21) mit anderen Ko-
effizienten ¢ ¥ beschrieben werden kann. Deutliche Ab-
weichungen sind aber im Spannungsfeld zu erwarten, da
durch die dreidimensionale Geometrie der Platten im Be-
reich der Piattenecken grdBere Spannungsspitzen auftre-
ten, die zu einer experimentell beobachteten Erh8hung der
bruchmechanischen Belastung fihren.
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