
TECHNISCHE MECHANIK12(1991)Hett4

Manuskripteingang: 10. 07. 1991

Numerische Testung iterativer Lösungen für elastische Kontakt-

aufgaben mit Reibung

Janos Egert, Johannee Altenbach

In der Arbeit werden zwei unterschiedliche lterationsstrategien für zwei verschiedene ZD-Kontaktelemente numerisch getestet. Als L6-

sungsalgorithmus werden sowohl die Iteration mitveränderlicher Steifigkeitsmatrix als auch die Iteration mitkonstanter Steifigkeitsmatrix an-

gewendet. Bei beiden lterationsmethoden werden Linien- und Schicht—Kontaktelemente benutzt. Für 20-Modelle, ebener elastischer

Stempel auf ebener elastischer Unterlage und elastischer Zylinder auf starrer ebener Unterlage (die klassische Hertzsche Aufgabe), wer-

den die numerischen Ergebnisse ausführlich dargestellt. Die eigenen Ergebnisse werden bewertet undmit numerischen Lösungen ande-

rer Autoren bzw. mit der exakten Lösung verglichen. Kriterien für eine Bewertung der getesteten Algorithmen sind die Anzahl dererforder-

lichen lterationsschritte, der Hechenzeitaufwand und die Konvergenzeigenschaften.

The paper demonstrates iterative solutions with constant and with variable stiffness matrix fortwo different types of finite contact elements. The

results are compared with published analytical and numericalsolutions. Criteria loran evaluation are the number of iteration steps, the compu-

tertime and the convergence.

0. Einleitung

In einer früheren Arbeit [1] haben wir den Aufbau zweier

verschiedener Kontaktelemente und zwei mögliche ltera-

tionsstrategien zur Lösung elastischer Kontaktaufgaben

theoretisch beschrieben.

Unter Kontaktelementen versteht man fiktive tinite Ele-

mente mit besonderen Materialeigenschaften, die die Kon-

taktbedingungen zwischen den sich berührenden Körpern

simulieren müssen. Diese speziellen finiten Elemente dür-

fen die Festigkeitsverhältnisse der Körper nicht beeinflusv

sen. sie soIIen Iediglich die mathematische Behandlung

des Problems erleichtern. Die Kontaktelemente können in

folgende zwei Gruppen eingereiht werden:

— FIächen—lLinien-Kontaktelemente,

— Schicht-Kontaktelemente.

Fiächen-lLinien-Kontaktelemente werden unter anderem

in den Arbeiten von R. E. Goodmann [2], J. G. Crose [3]

und H. Feldmann [4], Schicht-Kontaktelemente zum Bei-

spiel bei J. T. Stadter [5], J. Padovan [6] und G. N. Pande

[7] angewendet. Diese Arbeiten enthalten jedoch'keine ge-

naueren Bewertungen der verschiedenen Elementtypen

und somit auch keine Empfehlungen, in welchen Fällen der

Einsatz von Flächen-lLinien— oder von Schicht-Kontaktele—

menten zweckmäßig ist. Die vorliegende Arbeit will auf der

Grundlage numerischer Beispiele für 2D-Aufgaben mithel-

fen, diese Lücke zu schließen.

Als lterationsverfahren wurden in [1] die Iteration mit ver-

änderlicher Steifigkeitsmatrix und die lteration mit konstan-

ter Steifigkeitsmatrix vorgeschlagen. Bei beiden lterations-

methoden werden die Steifigkeiten bzw. die Materialeigen-

schaften der Kontaktelemente so modifiziert, daß die Kon-

taktbedingungen befriedigt werden. Beide lterationslösun-

gen enthalten für jedes Belastungsinkrement zwei ltera-

tionsschleifen, eine für den Nomalkontakt und eine an-

dere für den Reibkontakt. Bei der Normalkontaktschleife

werden die Größe und die Form des tatsächlichen Kontakt-

bereiches und die Verteilung der Normalkräfte, bei der

Reibkontaktschleife aber der Haft- und der Gleitbereich so-

wie die GIeitungen und die Verteilung der tangentialen

Kräfte berechnet.

Die lteration mit veränderlicher Steifigkeitsmatrix wird in

der Literatur vorwiegend benutzt, u. a. B. Fredriksson [8]

und H. Feldmann [4]. Die Grundidee der lteration mit kon-

stanter Steifigkeitsmatrix stammt von Ju. B. Gnutschij [9].

Die Erweiterung der Methode auf den inkrementellen Fall

erfolgte in [1]. Die lteration mit veränderlicher Steifigkeits-

matrix erfordert für jeden iterationsschritt eine Matrixinver-

sion, weil sich die Steifigkeiten der Kontaktelemente än-

dern. Die lteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix erfor-

dert nur dann eine Matrixinversion, wenn im angenomme-

nen Kontaktgebiet sich Bindungen lösen oder Neukopp-

Iungen auftreten. Die Änderung der Steifigkeiten erscheint

sonst nur auf der rechten Seite des zu lösenden Glei-

chungssysteme. Bei numerischen Berechnungen wird da-

her — wegen der geringeren Zahl der Matrixinversionen —

erwartet. daß die Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix

zu einem geringeren Rechenzeitaufwand führt.

Die in [1] dargestellten Kontaktelemente und Lösungsalgo-

rithmen wurden in das an der Universität Miskolc entwik-

kette universelle FEM-Programmsystem FEM—3D [10],

[11] eingebaut. Die effektive Anwendung dieser lterations-

methoden setzte die Benutzung der Substrukturtechnik

voraus. Dabei wurden nur jene Knotenpunkte zu externen

Knoten gewählt, die in dem möglichen Kontaktgebiet lie-

gen.

In dieser Arbeit werden numerische Ergebnisse für die

2D-Beispiele ebener elastischer Stempel auf ebener ela-

stischer Unterlage und unendlich langer ebener Zylinder

auf starrer ebener Unterlage dargestellt. Bei den numeri-

schen Ergebnissen wird die Genauigkeit der Näherung

durch den Vergleich mit numerischen Lösungen anderer

Autoren bzw. mit bekannter exakter Lösung überprüft. Die

Abhängigkeit dar Konvergenzeigenschaften von den An—

fangswerten der Steifigkeiten der Kontaktelemente wird

durch die Anzahl der notwendigen lterationsschritte und

die erforderliche Rechenzeit analysiert.
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1. Ela’stischer Stempel — elastische

Unterlage

Ein elastischer ebener Stempel sei durch eine konstante

normale Flächenlast p0 nach Bild 1 gegen eine elastische

Unterlage gedrückt. Der Stempel und die Unterlage haben

gleiche Materialeigenschaften. Zwischen dem Stempel

und der Unterlage wurde ein Anfangsspiel von 0,001 mm

vorausgeSetzt. Die Annahme dieses gleichmäßigen An-

fangsspieles ist völlig willkürlich, sie beeinflußt nicht die

Lösung. Man braucht sie nur deshalb, weil Schicht-Kon-

taktelemente nur unter der Voraussetzung der Existenz

eines Anfangsspieles eingesetzt werden können.
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Bild 3

Für die Normalbelastung po wird hier sowohl der reibungs-

lose (y = 0) als auch der reibungsbehaftete (‚u = 0.2) Fall

berechnet. Darüber hinaus wird noch der Fall, bei dem die

Materialeigenschaften der sich berührenden Körper nicht

gleich sind, überprüft.

Die Referenzlösung wurde aus der Dissertationvon B. Fre-

driksson [8] entnommen. Die Ergebnisse von B. Fredriks-
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FEM-Vernetzung lür den Stempel und die Unterlage
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Kontaktdruckverteilung im Berührungsbereich des Stempels
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Vergleich der Kontaktdruckverteilung tür den reibungslosen und

den reibungsbehalteten Fall

son können als zuverlässig betrachtet werden, weil er die

Aufgabe sowohl durch Berechnung als auch durch Mes-

sungen gelöst hat.

Da der Stempel und die Unterlage eine kleine Dicke t ha-

ben, wird die Aufgabe als Scheibenproblem modelliert. Bei

dem FEM-Netz kann man die Symmetrie des Problems

ausnutzen (Bild 2). Die FEM-Analyse wird mit zwei Sub-

strukturen und einer Hyperstruktur durchgeführt. Die bei-

den Substrukturen bilden die ZD-Festkörperelemente des

Stempels und der Unterlage, und die Hyperstruktur be-

steht aus den fiktiven Kontaktelementen. Für die Hyper-

struktur werden 13 Linien- oder Schicht-Kontaktelemente

angenommen.

In den Bildern 3a - b wird die bezogene Kontaktdruckverv

teilung p„/p„ für die Fälle u = 0 (Bild 3a) und y = 0,2

(Bild 3b) veranschaulicht. Man kann feststellen, daß die

eigenen numerischen Ergebnisse gut mit der Referenz-

lösung übereinstimmen.

In den Bildern 4a— b wird die bezogene Hauptschubspan-

nung 2r1/pg = (01-02)/po entlang eines waagerechten

Schnittes, der im Stempel 1,5 mm von der Kontaktzone

entfernt liegt, sowohl für den reibungslosen (Bild 4a) als

auch für den reibungsbehafteten (Bild 4b) Fall dargestellt.

Im Fall mit Reibung (/4 = 0,2) stehen uns nicht nur numeri-

sche Ergebnisse, sondern auch Meßergebnisse als Refe-

renzlösung zur Verfügung.

Auf Bild 4a ist zu ersehen, daß die eigenen numerischen

Ergebnisse mit der Referenzlösung sehr gut übereinstim-

men. Im reibungsbehafteten Fall (Bild 4b) streuen die Er-

gebnisse etwas. die Abweichung ist aber noch zulässig.
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Die Bilder 3 und 4 bestätigen, daß beide lterationsmetho-

den und beide Kontaktelemente eine gute Näherungs-

sung liefern. In der Genauigkeitgibt es wederbei den ltera—

tionsverfahren noch bei den Kontaktelementen wesentli-

che Unterschiede.

In den Bildern 5, 6 wird der Einfluß der Reibung veran-

schaulicht. Der reibungslose und der reibungsbehaftete

Fall werden für den bezogenen Kontaktdruckp„/po und die

bezogene Gleitung v/vm,x verglichen. Aus Bild 5 ist zu er—

kennen, daß die Reibung mit einem Reibwert vonp = 0,2

im Vergleich zu dem reibungslosen Fall den Kontaktdruck

kaum beeinflußt. Für die Gleitung v zwischen den sich be-

rührenden Körpern (Bild 6) und für die Hauptschubspan-

nung 1:1 (Bild 4a—b) gibt es aber wesentliche Unter-

schiede.

Der Einfluß der Materialeigenschaften des Stempels und

der Unterlage auf den bezogenen Kontaktdruck wird im

Bild 7a für den Fale = 0und im Bild 7b fürden Fally = 0,2

dargestellt. Für diese Untersuchungen wurde die lteration

mit veränderlicher Steifigkeitsmatrix unter der Benutzung

von Linien-Kontaktelementen angewendet. Insgesamt

wurden drei Versionen berechnet:

a) elastischer Stempel — starre Unterlage,

b) elastischer Stempel — elastische Unterlage,

c) starrer Stempel — elastische Unterlage.

Auf den Bildern 7a— b ist zu erkennen, daß die Material-

eigenschaften der sich berührenden Körper auf die Kon-

taktdmckverteilung einen großen Eintluß haben. Die Rei-

bung beeinflußt im Fall des Problems elastischer Stempel
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Vergleich der Gieitungen zwischen dem Stempel und der Unter-

lage für den reibungslosen und den reibungsbehatteten Fall

— starre Unterlage den Charakter der Kontaktverteilung

signifikant. In den anderen beiden Fällen spielt die Rei-

bung keine bedeutende Rolle.

Die Leistungsfähigkeit einer lterationsmethode wird immer

durch die Anzahl der notwendigen lterationsschritte oder
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Schrittanzahl— und Rechenzeitaufwand für den Reibkontakt beim Stempel-Unterlage-Problem
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den Zeitaufwand der Iteration charakterisiert. Bei den hier

angewandten lterationsmethoden gibt es keinen linearen

Zusammenhang zwischen der Schrittanzahl und dem Zeit-

aufwand, weil derZeitaufwand eines Iterationsschrittes im-

mer auch davon abhängig ist, wieviele Kontaktelemente

während des Schrittes modifiziert werden müssen. Die

Schrittanzahl und der Rechenzeitaufwand hängen immer

von der Wahl der Größe des potentiellen Kontaktgebietes

und der Anzahl der Kontaktelemente ab. Die hier mitgeteil-

ten Ergebnisse beziehen sich auf die in den Bildern gege-

bene Anzahl der Kontaktelemente.

In den Bildern 8 und 9 werden die Schrittanzahl n und der

Zeitaufwand t als Funktion des dekadischen Logarithmus

der Anfangssteifigkeitswerte k„„ k„ (E., G.) sowohl für die

Normalkontakt— als auch für die Tangentialkontakt-ltera-

tion dargestellt. In den in [1] angegebenen Rekursionsfor-

meln wurde immer der Exponenta = 1 angewendet.

Bei der Nonnalkontakt-Iteration (Bild 8) kann man erken-

nen, daß der Aufwand der Iteration mit veränderlicher Stei-

figkeitsmatrix von der Wahl des Anfangswertes k„_ nur in

geringem Maße abhängt. Die Iteration mit konstanter Stei-

figkeitsmatrix ist viel stärker anfangswertabhängig. Bei der

Anwendung von Linien-Kontaktelementen gibt es für

kleine Anfangswerte keine Konvergenz (n‚t—> co).

Bei der Tangentialkontakt-Iteration (Bild 9) wurde der An-

fangswertbereich k„ = 103— 106 untersucht. Die Iteration

für den Tangentialkontakt muß man mit einem relativ gro-

ßem Wert beginnen. Deshalb ist es nach unseren Erfah-

rungen nicht zweckmäßig, die Iteration mit einem kleineren

Wert als k„ = 103 zu beginnen. Aus den Bildern 9a- b ist

zu ersehen, daß die Konvergenzeigenschaften in diesem

Fall auch bei der Iteration mit veränderlicher Steifigkeits-

matrix weitgehend anfangswertabhängig sind. Bei der Ite-

ration mit konstanter Steifigkeitsmatrix existiert unter der

Benutzung von Schicht-Kontaktelementen keine Lösung.

Unter der Benutzung von Linien-Kontaktelementen wurde

nur für den Anfangswert k‚_ = 103 eine Lösung erhalten.

2. Elastischer Zylinder - starre ebene

Unterlage

Ein unendlich langer elastischer Zylinder sei nach Bild 10

durch eine konstante Linienlast q gegen eine starre Ebene

gedrückt. Diese Aufgabe kann als ebene Verzerrung be"

trachtet werden. Sowohl der reibungslose (y = 0 als auch

der reibungsbehaftete (y = 0,2) Fall wird hier mit den un-

terschiedlichen Lösungsmethoden berechnet und mit der

exakten Lösung von H. Hertz verglichen.

Die exakte Lösung bezieht sich aufden reibungslosen Fall.

Neben dem Vergleich werden der Einfluß der Reibung und

die Konvergenzeigenschaften der Methoden in Abhängig-

keit von den Anfangswerten der Steifigkeiten k„_‚ k“

(E.‚ G.) untersucht.

Wegen der Symmetrieeigenschaften der Aufgabe wird nur

die Hälfte des Zylinders diskretisiert. Da derobere Teil des

Halbzylinders die mechanischen Verhältnisse der Kontakt-

zone nicht beeinflußt, kann man auchdas obere Viertel des

Zylinders weglassen (Bild 1 1).
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Bild 10

Unendlich langer elastischer Zylinder auf starrer ebener Unterlage
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FEM-Vernetzung fürden Zylinder und die potentielle Kontaktzone

Bei der FEM-Berechnung werden eine Substruktur und

eine Hyperstmktur angewendet. Die Substruktur wird aus

2D-Festkörperelementen aufgebaut, und die Hyperstruk-

tur besteht aus den auf dem potentiellen Kontaktgebiet an-

genommenen fiktiven Kontaktelementen. In der Hyper-

struktur werden 10 Linien- oder Schicht-Kontaktelemente

benutzt.

In den Bildern 12a — b wird die bezogene Kontaktdruckver-

teilung p„/po für die Fälle [t = O (Bild 12a) und ‚4 = 0,2

(Bild 12b) dargestellt. po ist der maximale Kontaktdruck

und b die Hälfte des Kontaktgebietes nach der exakten

reibungsfreien Lösung.

Im Falle ‚u = 0 stimmen die mit den unterschiedlichen Itera-

tionsmethoden und Kontaktelementen berechneten Er-

gebnisse miteinander und mit der exakten Lösung sehrgut

überein. Die kleinere Abweichung der eigenen numeri-

schen Ergebnisse am Rand des Kontaktbereiches kann

mit einer weiteren Verfeinerung des FEM-Netzes beseitigt

werden. Im Bild 12 ist zu sehen, daß beide Iterationen und

die Kontaktelemente-Lösungen gleiche Qualität Iiefem.

Auch im Fall y = 0,2 stimmen die numerischen Ergebnisse

mit der reibungslosen exakten Lösung gut überein. Die

Reibung hat also hier in bezug auf die Kontaktdruckvertei-

lung keine wesentliche Bedeutung.
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Bild 13

Vergleich der Gleitungen zwischen dem Zylinder und der Unter-

Iage

Im Bild 13 wird die bezogene Gleitung v/vmx für den

reibungslosen und reibungsbehafteten Fall verglichen. Für

die Gleitung v besteht zwischen diesen Fällen, wie es im

Bild zu sehen ist, ein wesentlicher Unterschied.

Bei dieser Aufgabe werden die zur Konvergenz notwen-

dige Schrittanzahl und der Zeitaufwand in den Bildem

14— 15 dargestellt. Bei beiden Iterationen wurden Expo-

nenten a = "t in den Rekursionsformeln benutzt.

Aufgrund des Bildes 14 ist festzustellen, daß die Iteration

mit veränderlicher Steifigkeitsmatrix bei einer Normalkon-

takt-Iteration wesentlich stabilere Konvergenzeigenschaf-

tenzeigt, alsdie Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix.

Bei der Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix erhält

man für viele Anfangswerte kn. keine Konvergenz.

Bei derTangentialkontakt-lteration (Bild 15) wurde wieder

der Anfangswertbereich k‚. = 103— 10° untersucht. Für

den ganzen Bereich besteht Konvergenz nur bei der Itera-

tion mit veränderlicher Steifigkeitsmatrix unter der Benut—

zung von Linien-Kontaktelementen. Bei den anderen Be-

rechnungsversionen gibt es Anfangswerte k„, mit denen

die Konvergenz der Methode nicht gesichert ist.

3. Zusammenfassung der numerischen

Erfahrungen

Aufgrund der Berechnungen können die folgenden Erfah- .‚

rungen festgehalten werden:

— Die hier getesteten iterationsmethoden und Kontaktele-

mente liefern gute Nähemngslösungen sowohl für rei—

bungslose als auch für reibungsbehaftete Kontaktautga-

ben.

-— In der Berechnungsgenauigkeit gibt es für die unter-

schiedlichen Lösungsalgorithmen und Kontaktelemente

keinen merkbaren Unterschied. In bezug auf die Be-

rechnungsgenauigkeit kann man also beide Iterations-

methoden und Kontaktelemente gleicherweise zur An-

wendung empfehlen.

—- Wenn man die Exponenten a in den Rekursionsformeln

für die Änderung der Steifigkeiten der Kontaktelemente

im Bereich von 0,2 bis 5 entsprechend wählt, ist es stets
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möglich, sowohl bei der Iteration mit veränderlicher Stei-

figkeitsmatrix als auch bei der Iteration mit konstanter

Steifigkeitsmatrix Konvergenz zu erreichen. Die ent-

sprechende Wahl ist aber weitgehend von der Geo-

metrie und der Betastung der untersuchten Konstruktion

und von den Anfangswerten der Steifigkeiten abhängig.

Die effektivste Wahl kann man meistens mittels einiger

Proberechnungen vornehmen.

— Mit der Annahme a = 1 ist es bei beiden Iterationsme—

thoden nicht immer möglich, Konvergenz zu erreichen.

Die zur Konvergenz nötigen Iterationsschrittanzahi

hängt in großem Maße von dem Anfangswert der Kon-

taktsteifigkeiten ab.

w Beide lterationsmethoden und beide Kontaktelemente

zeigen bessere Konvergenzeigenschaften für den Nor-

malkontakt als für den Reibkontakt.

— Eine Iteration mit veränderlicher Steifigkeitsmatrix ist

zuverlässiger. Bei einer Iteration mit konstanter Steifig-

keitsmatrix erhält man häufiger ein nichtkonvergentes

Lösungsverhalten.

— Im Rechenzeitaufwand kann man zwischen den Iteratio-

nen keinen eindeutigen Unterschied erkennen. Im allge-

meinen ist es nicht möglich, bei einer Iteration mit kon-

stanter Steifigkeitsmatrix Rechenzeiterspamis zu errei-

chen.

—— Die Wahl der Kontaktelemente beeinflußt die Konver-

genzeigenschaften nur in geringem Maße. Aufgrund

dieser Beispiele scheinen Linien-Kontaktelemente

etwas günstiger als Schicht-Kontaktelemente.

- In bezug auf die Konvergenzeigenschaften ist eine Ite-

ration mit veränderlicher Steifigkeitsmatrix unter Benut-

zung von Linien-Kontaktelementen die günstigste Lö-

sungsmethode.

— Die Materialeigenschaften der sich berührenden Körper

können die Festigkeitsverhäitnisse der Kontaktzone be-

deutend beeinflussen.
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