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Fehlerabschéatzung fiir FEM-Vernetzungen
bei ebenen stationdren Warmeleitproblemen

Heinzjoachim Franeck

Bei der Berechnung von ebenen stationéren Warmeleitproblemen mit Hilfe der FEM erfiillt der aus den Elementknotenvektoren und den An-
satzfunktionen ermittelte Vektor der Wérmestromdichten weder die Warmebilanzgleichungen im Inneren der Elemente noch die natiirlichen
Randbedingungen. Die Differenzen zwischen den FEM-Funktionen und den vorgeschriebenen Ergiebigkeiten der Warmequellen bzw.
den Warmestromdichten stellen sogenannte Fehlerfunktionen dar, die nur dann verschwinden, wenn der FEM-N&herungsansatz mit der
exakten Losung Ubereinstimmt. Aus diesen Fehlerfunktionen erhélt man Verfeinerungsindikatoren, die zur Verbesserung des FEM-Netzes
verwendet werden kénnen.

In the analysis of problems of plane stationary heat conduction by means of FEM, the vector of the heat flow densities derived from the ele-
ment nodal vectors and the shape functions fulfils neither the heat balance equations inside the elements nor the natural boundary condi-
tions. The differences between de FEM functions and the prescribed strength of the heat sources or heat flow densities, respectively, repre-
sent socalled error functions which disappear only if the FEM approximation does agree with the exact solution, Therefore, from these error

functions refinement indicators for the improvement of FEM meshes can be derived.

1. Einleitung

Die Anwendung der Methode der finiten Elemente bei der
Bearbeitung von Randwertproblemen fithrt zu Ergebnis-
sen, die in den meisten Fallen nur eine N&herung der exak-
ten Lésung darstellen. Um die mit dieser Methode verbun-
denen Fehler mdglichst klein zu halten, gibt es einerseits
gesicherte Vorschriften (CP-Stetigkeit, Konvergenzverhal-
ten, Elementtyp), andererseits aber auch gewisse Frei-
raume, die sich zu einem groBen Teil auf eine giinstige
Vernetzungsstrategie beziehen. Eine gute Vernetzung
muB sowohl der Geometrie des zu untersuchenden Konti-
nuums angepaBt sein als auch Ort, GréBe und Richtung
einer vorgeschriebenen Beanspruchung beriicksichtigen.
Bei ungiinstigen FEM-Netzen kénnen vermeidbare ékono-
mische Verluste entstehen, und so ist es wiinschenswert,
bereits nach dem ersten Rechenlauf (a-posteriori) zu wis-
sen,

- wo eine gewahite Vernetzung nicht fein genug ist und
wie sich die Fehler auf das gesamte Gebiet verteilen (re-
lativer Fehler),

— wie groB die entstandenen Fehler beziiglich der (mei-
stens natlrlich unbekannten) exakten Lésung sind (ab-
soluter Fehler).

Aus diesen Erkenntnissen lassen sich dann sofort Riick-
schiisse auf die notwendigen Netzverfeinerungen ziehen
und gegebenenfalls eine automatische Netzanpassung
durchfuhren ([1] bis [3]).

Die Kriterien, nach denen die auftretenden Fehler speziell
fur ein- bzw. zweidimensionale Tragwerke bestimmt wer-
den, kénnen verschiedener Art sein ([4] bis [7]). Es zeigt
sich jedoch, daB sich die Gebiete mit den groBten Fehlem
nicht wesentlich voneinander unterscheiden, so daB man
die Methode wahlen darf, die sich in ein vorhandenes
FEM-Programm am glinstigsten einbauen |48t.

Die im folgenden dargestellte Fehlerberechnung beruht fiir
die stationére Warmeleitung auf der Uberpriifung der War-
mebilanzgleichung im Inneren eines Elements und der Bi-
lanz der Warmestromdichten zwischen zwei benachbarten

Elementen. Sie ist speziell fiir scheibenférmige Tragwerke
durchgefiihrt worden und bezieht sich in den Annahmen
und Bezeichnungen auf das Anwenderhandbuch E87E
([8]). Weitere Einzelheiten sind in [9] enthalten.

2. Grundlagen der Fehlerbestimmung

Die Methode der finiten Elemente ist ein numerisches Ver-
fahren zur ndherungsweisen Lésung von Randwertaufga-
ben. Im vorliegenden Falle wird sie zur Analyse der statio-
néren Warmeleitung in Scheibentragwerken benutzt, wo-
bei in dem FEM-Programm E87E der Bergakademie Frei-
berg das zu untersuchende Gebiet in Dreieckelemente mit
3 Knoten (den Eckpunkten) ®ingeteilt wird (Bild 1). Als An-
satzfunktionen fir die Temperaturverteilung finden redu-
zierte Hermitesche Polynome 3. Grades Verwendung.

Die aus diesen Ansatzfunktionen folgende Warmestrom-
dichte erflillt i.a. nicht exakt die Warmebilanzgleichung im
Inneren jedes Elements, und sie erfiillt auch nicht exakt die
vorgeschriebenen natirlichen Randbedingungen langs
der Elementrénder, aber sie ist die exakte Lésung fur Er-
giebigkeiten der Warmequelle bzw. fir Randwérmestrom-

Bild 1
Finites 3-Knoten-Dreieckelement
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dichten, die man aus der Warmebilanzgleichung im Inne-

ren jedes Elements bzw. aus der Differenz der zugehéri-

gen Warmestromdichten entlang der Verbindungslinien je-
weils zweier Elemente erhalt. Die Differenz zwischen die-
sen ,FEM-Funktionen* und den gegebenen GroBen stellt
eine Fehlerfunktion dar, die nur dann verschwindet, wenn
der Naherungsansatz fir die Temperaturverteilung mit der
exakten Losung des Randwertproblems Ubereinstimmt.
Bildet man gewisse Normen dieser Fehlerfunktionen und
setzt diese Zahlen ins Verhaltnis zum Gesamtfehler, so
kann angenommen werden, daB die Netzeinteilung in den
Gebieten mit den gréBten relativen Fehlern verbessert
werden muB. Bezieht man dagegen die (gemittelte) War-
mestromdichte infolge der Differenz aus der ,,FEM-Funk-
tion“ und der exakten Beanspruchung (gemittelte Warme-
stromdichte infolge der Fehlerfunktion) im Element bzw.
am Elementrand auf eine maximale vorhandene Bezugs-
wéarmestromdichte (bzw. eine analoge reprasentative
Warmestromdichte) im gesamten Kontinuum, so kann aus
diesem absoluten Fehler eine allgemeine Aussage Uber
die Gute der FEM-Naherung getroffen werden.

3. Stationdre Warmeleitung in ebenen
Tragwerken

In diesem Abschnitt sollen zunachst einige fir die weitere
Untersuchung notwendige Beziehungen der stationiren
Warmeleitung angegeben werden.

Die Temperaturverteilung ¥(x,y) im Inneren des Ele-
ments e wird durch die Ansatzfunktion (N&herungsansatz)

39xy) = TOxy) = To = f(xy)"z" (1)

approximiert. Dabei sind

~ der Knotenvektor

zi = [%%ayl” (i 2 1,23), 2
— der Elementknotenvektor

z€ = [2; 252 3)

- und der Vektor der Formfunktionen
fo(xy) = (&, & &) = [f]; 15 15)7 ' (4)

mit den Teilvektoren (Hermitesche Polynome in Dreieck-
koordinaten &, &5, &3)

f1(81, &2, &3) = [F1(E1, E2, &a); F2(Er, &2, Ea)Sa(Ey, E2, E3)Y,
f2(&1, &2, E3) = [fal&1, &2, &3); T5(E1, &2, Ea)fe(Er, &2, E3)Y,
fa(&1, &2, Ea) = [F7(E1, &2, Ea); Fa(&1, Eay Ea)fo(Ey, &2, Ea)].

(5)

Die Funktion 9(x, y) stellt die Differenz zwischen der abso-

luten Temperaturverteilung T{(x,y) und einer Bezugstem-
peratur T, dar.

Zwischen der Temperaturverteilung ¥(x, y) und dem Vek-
tor der Temperaturgradienten

v(xy) = [y%y); vy(xy)1" (6)
bestehi mit dem Differentialoperator-Vektor
d = [3/ox; 8/3y]” 1))
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der Zusammenhang
v(xy) = dT(xy) = dd(xy) (8)
bzw. fur den Ndherungsansatz (1)
)_’{o)(En 2, 83) = gf”'(&, &2, &) TEM

= We(£1, &2, &5) " H"20. ©)
Die Matrix Ws(&;, &2, £3) enthalt den Vektor der Variablen
We(E1, E2, &) = [E5, &5, £5; E1,82) a8 EalEq], (10)

wahrend die Geometriematrix H® aus den Abmessungen
des Elements e gebildet wird.

Der Vektor der Warmestromdichten

qx.y) = [qu(xy); §,(xy)1" (11)
ist mit dem Vektor der Temperaturgradienten nach Gl. (6)
Uber die Beziehung

axy) = —Ay(xy) (12)
verkniipft. Dabei ist A die Matrix der Warmeleitkoeffizien-
ten, die fur isotropes Material die Form
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} = AE; (13)

annimmt. Elementweise unterschiedliche GroBen des
Warmeleitkoeffizienten A sind méglich. Mit der Ansatzfunk-
tion nach GI. (1) gewinnt man so

Q(e)(én £2,83) = — /_1(°)V_V6(§1. &2 &3) Tﬂ(e)réw- (14)

4. FEM-Randwéarmestromdichte und
FEM-Ergiebigkeit der Warmequelle

An einem um den Winkel ¢ gedrehten Randstiick (Bild 2)
bestimmt man aus dem Vektor der Warmestromdichten
nach Gl. (14) eine Randwérmestromdichte

Gen(Er 2, Ea)

[cosg;sing]q (&, &, E35)
ta’ q(&y, &2, &3).

Speziell an dem Elementrand &, = 0 ergibt sich fiir isotro-
pes Material als FEM-Randwéarmestromdichte am Ele-
mentrand &; = 0

(15)

vl

Gx 9"5&, 7 '

Bild 2
Randwéarmestromdichte am gedrehten Randstiick



ath = S0 8 faal Q19 20 (16)

und an den Elementréndern &, = 0 bzw. &; = 0 nach zykli-
scher Vertauschung

4 = ‘,—;’1[53, 2 5,11 Qf 2 (17)
bzw.

s _ M) o Lo o) (e)

a8 = F‘[&,fz, 51:52]95 z. (18)

Die Geometrie-Matrizen Q{*(i 2 1, 2, 3) enthalten die geo-
metrischen Abmessungen des Elements e.

Mit dem Differentialoperator-Vektor (7) lautet die Warme-
bilanzgleichung in einem Gebiet

d’q(xy) +2 % [F(x,y) —o(x,y)]—W(x,y) = 0. (19)
Dabei sind

a,. der Warmeilbergangskoeffizient an Flachen
z = konst.,

h: die Scheibendicke,
To =1+ -7-'0: die Umgebungstemperatur,
W: die Ergiebigkeit der Warmequelle in einem Gebiet.

Diese Warmebilanzgleichung ist i.a. fir die exakte Ergie-
bigkeit der Warmequelle W(x, y) und den Vektor der Wir-
mestromdichten g/ (x,y) infolge der Ansatzfunktion (1)
nicht erfiillt, aber es i4Bt sich fir jedes Element e eine
FEM-Ergiebigkeit der Wirmequelle im Element e ermit-
teln, die dieser Forderung geniigt. Man gewinnt sie mit
‘dem Vektor der Warmestromdichten Gl. (14) aus Gl. (19)
zu

WLENE), £ E5) = - d" AP We(&,, &, &) TH® Tz +
(e)

:Zi) [FO(&1, &2, E3) 2 — Bo(E1, &2, E3)] (20)

+ 2

und nach Ausfiihrung der notwendigen Differentiationen
fur isotropes Material

WEI(E, 6 E5) = — AOwy(E), &5, E)TPO 2@ +
al?

+ 2 h_(QT [f(e)(§1:€21§3)ré(8)_1’0(‘57:52153}]' (21)

Dabei sind wiederum P® eine Geometrie-Matrix und

Wa(Er, &2 &s) = [E1i s &) (22)

5. Fehlerergiebigkeiten der Warme-
quelle und Fehlerwdarmestrom-
dichten

Wie bereits in Abschnitt 2. erwahnt, ist die aus der FEM-
Analyse folgende Ansatzfunktion 3®(&,, &,,&;) gegen-
Uber der exakten Temperaturverteilung #(&;, &,, €3) nur
eine Naherungsldsung, die zwar die wesentlichen Rand-
bedingungen exakt erfillt, aber zu einer Warmestrom-
dichte fuhrt, die ebenfalls nur eine N&herung gegeniber
der exakten darstellt. Es liegt nun nahe, eine Fehlertempe-
raturverteilung

0123)(511 521 53) = 0(9)(§11 52! 53) i 0(&1! 521 63) (23)

einzuflihren, die nur dann verschwindet, wenn die Nahe-
rungslésung mit der exakten Lésung libereinstimmt. Das

wird nur in ganz wenigen Spezialféllen eintreten. Im alige-
meinen findet man lber den Vektor des Fehlertemperatur-
gradienten [Gl. (9)]

vENEL B2 Bs) = YO(E1, 82 E3) — y(E1, E2 &) (24)

We(&1, &2, &3) Tﬂ(m{w = v(£1,82,&3)

einen Vektor der Fehlerwérmestromdichten [GI. (14)]

Gt (&1,E2 &) . qGNEL Er Ea) — Q(E1 En Ea) (25)
= —AOWo(E1, 2, E0) HOZO-§ (81,85, E5),

dem aus der Warmebilanzgleichung am finiten Element
[Gl. (19)] eine Fehlerergiebigkeit der Warmequelle im Ele-
ment e [Gl. (21)]

WE(E, B2 Ea) = WL E, Ea E3) — W(Ey, Ea, &3)
= — A®ws(E1, £, &) P2 +
(e)

%o 140 T, le) _
+ 2 h(") [t (51162’ 53) g

- 190(61! 521 §3)1 - w('s‘h EZ: 53)

zugeordnet werden kann.

(26)

Neben der Fehlerergiebigkeit der Warmequelle sind auch
zwischen den Elementen bzw. an freien Elementrandern
Fehlerwdrmestromdichten vorhanden, die ihre Ursache in
der nicht libereinstimmenden Bilanz der Warmestromdich-
ten an den Randern zweier zusammenstoBender Ele-
mente bzw. in der Nichtlbereinstimmung der FEM-Rand-
warmestromdichten mit vorgeschriebenen Warmestrom-
dichten haben.

Betrachtet man den Elementrand &; = 0 des Elements e
bzw. den Elementrand &; = 0 des Elements e’ (Bild 3), so
gelten die geometrischen Beziehungen

by = —x2+x3 = —by = Xa— X,
C1=Y2=y3= —C1 = —Ya+Y,

Satéa =1, &3 =1-& & = &

E2+8 =1, & =1-8=1-§& =&, (27)
1Y = 1%,

1l

Biid 3
Innerer Elementrand
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Da weiterhin z, = z3 und z3 = z; sind, definiert man zu-
nachst eine FEM-Differenzrandwérmestromdichte am
Elementrand &, =

qbg) = qla) +qks?, (28)
die mit Gl. (16) fur gleiche Warmeleitkoeffizienten in den
zusammenstoBenden Elementen die Form

(o

ass) = 7‘{—, £2£0(hf72 + h{eT2¢) (29)
annimmt. [Die Vektoren h{® (i & 1, 2, 3) sind Teilvektoren
der GroBen QY (i 2 1, 2, 3) inden Gin. (16) — (18).] Es ist
ersichtlich, daB diese FEM-Differenzrandwarmestrom-
dichte eine symmetrische quadratische Parabel ist, die je-
weils in der Mitte der Elementrinder ihr Maximum besitzt
und an den Eckpunkten Null ist. Damit wird es fiir diesen
Ansatz nie moglich sein, an einem im Inneren des vernetz-
ten Kontinuums liegenden Knoten eine von Null verschie-
dene vorgegebene Warmestromdichte durch die Diffe-
renzbildung der Randwarmestromdichten an diesem Kno-
ten zu erhalten. An einem &uBeren Rand gibt es keine Dif-
ferenzbildung, so daB dort auch an einem Knoten eine
&uBere Warmestromdichte vorhanden sein kann.

Die gesuchte Fehlerwdrmestromdichte am Elementrand
&, = 0 ermittelt man nun zu

QFR(E =082 Ex) = GhR(E1=0,&p &5) -

~q(E1=0, &5 &) =0}
= I‘; Ends(h1TZ + {ITZ®) — (&, = 0, &, ),
bzw. fir die Elementrander £, = 0 und &; = 0 des Ele-
ments e

qéa)(ED 52 = 0, ES) = ‘.761’7)(611 62 = O, 53) -

- 4k, E2=0, &) @31

(e)
= % Ea1 (072 + hEVTZ) - (2, £, =0,85)

und
éﬁ#(&h &2 §3=0) = (.76’.7)(51; 52, 53 - 0) -

~q(&1,E2,83=0) (32)

).

5” EnEa(h§72® + h§2)720)) - §(&y, &5, 8= 0).

6. Relative Fehler und Verfeinerungs-
indikatoren

Nachdem die Fehlerergiebigkeiten der Warmequelle in je-
dem Element und die Fehlerwarmestromdichten an jedem
Elementrand bekannt sind, muB ein Kriterium gefunden
werden, wie mit Hilfe dieser Fehlerfunktionen ein Verfeine-
rungsindikator bestimmt werden kann. Dieser Verfeine-
rungsindikator soll angeben, in welchen Gebieten des un-
tersuchten Kontinuums eine Netzverfeinerung erforderlich
ist. Es leuchtet ein, daB ein Fehler dort am gréBten sein
wird, wo eine groBe Fehlerfunktion vorhanden ist. Berech-
net man also eine Norm (absolute GroBe) der Fehlerfunk-
tionen in jedem Element und an jedem Elementrand, dann
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stellt die Summe der Quadrate aller dieser Normen den
Gesamtfehler im vorliegenden Gebiet dar.

Das Verhéltnis des auf den Elementbereich bezogenen
Quadrates der Norm jedes Elements (Elementdurch-
schnittsfehler) zum auf den Gesamtbereich bezogenen
Gesamtfehler (Gesamtdurchschnittsfehler) liefert dann
ein MaB zur Verteilung des Gesamtfehlers. Allerdings gibt
diese Vorgehensweise nur die relativen Fehler an und be-
sagt nichts iber die absoluten Fehler in der FEM-Analyse.
Dazu miissen andere Kriterien eingesetzt werden.

Als eine brauchbare Naherung fir derartige Fehlerunter-
suchungen hat sich die sogenannte L,-Norm erwiesen.
Man erhalt sie fur eine Funktion f(x,y) in einem vorge-
schriebenen Gebiet Q aus

lello = [J Peeyae]™. (33)

Unter der Voraussetzung elementweise konstanter Ele-
mentdicke h® lauten die L ,-Normen der Fehlerergiebig-
keit der W&rmequelle im Element e nach Gl. (20) und
Gl. (26)

lles1lo

[h"’ I WEI2(Ey, &5, E5)dA]™2

{h“’) f[l“’)w Tpleizlel_ o L (fOTz0-9,) +
Ale)

+ W]3dA} 2, (34)

Bei der Fehierwdrmestromdichte geht man in analoger
Weise vor. Die den Spriingen der Warmestromdichten zwi-
schen zwei zusammenstoBenden Elementen entspre-
chenden Wérmestromdichten sind in den Gin. (30) — (32)
bereitgestellt. lhre L,-Normen der Fehlerw&drmestrom-
dichte am Elementrand k betragen

[h, fq£#2(§1=o, £z, £5)ds]"?
{h, f[

- q(& = 0)]2ds}”2. (35)

[Anmerkung: In Gl. (35) wird angenommen, daB der Rand
k zwischen den Elementen e und e’ der
Rand &; = 0 des Elementes e ist. Dieser
Rand besitzt die (konstante) Elementdicke
h; und den (evtl. zwischen den Elementene
und e’ gemittelten) Warmeleitkoeffizien-
teni,.]

”efﬂ”o

= £ 85(hf*72 + (2 -

Mit den Quadraten der L,-Normenin den Gin. (34) und (35)
definiert man einen Gesamtfehler der Fehlerergiebigkei-
ten der Wérmequelle

= { [led]|2 (e: alle Elemente) (36)
und einen Gesamtfehler der Fehlerwdrmestromdichten
(n: alle Elementrander). (37)
Die relativen Gesamtdurchschnitisfehler sind dann

fu 2 el 13
e
S he S heae '
e e

(38)



fy %’ llegnll3
Shidy  Zhl,
n n

(39)

SchlieBlich findet man die relativen Elementdurchschnitts-
fehler der Fehlerergiebigkeiten der Wéarmequelle im Ele-
mente zu

(e) ]2 (e) A (e)
Il e ”oe h®A

hOAWZ (6l |2
e

(e)

wr

(e: alle Elemente)  (40)

und die relativen Randdurchschnittsfehler der Fehlerwér-
mestromdichten am Elementrand k zu

!|ebk||ﬁ§hn,n
hk’k? llegnll?

(k,n: alle Element-

rénder). 1)

fc'yrk

Diese relativen Elementdurchschnittsfehler und Rand-
durchschnittsfehier kdnnen auch als die gesuchten Verfei-
nerungsindikatoren angesehen werden. Fir alle Vernet-
zungsbereiche, deren Verfeinerungsindikatoren z.B.
Werte £\ > 1.0 bzw. f4, > 1.0 liefern, ist eine Netzver-
feinerung zu empfehlen. Bereiche mit Verfeinerungsindi-
katoren < 1.0 bediirfen dann zun4chst keiner Korrektur.

7. Absoliute Fehler

Um den absoluten Fehler einer FEM-Berechnung ange-
ben zu kdnnen, miBte man die exakte L&sung des be-
trachteten Problems kennen. Da dies im allgemeinen nicht
der Fall sein wird, muB man die Erflillung gewisser natiirli-
cher Randbedingungen zu Hilfe nehmen. In dem vorlie-
genden FEM-Programm EB87E der Bergakademie Frei-
berg werden die wesentlichen Randbedingungen durch
die Vorgabe von Knotenvektorkomponenten (T, Ty, T,
an vorgeschriebenen Punkten) exakt erfillt. Demzufolge
stehen zur Fehlerabschétzung erstens noch vorgeschrie-
bene Warmestromdichten an Elementrandern bzw. vorge-
schriebene Warmeubergange an Elementrandem zur Ver-
figung, wobei die aus der FEM-Analyse folgenden Funk-
tionsveriaufe mit gegebenen Werten verglichen werden
kénnen. Das ist aber nicht immer méglich, da bei vielen
Problemen keine Warmestromdichten bzw. keine Warme-
Ubergéange festgelegt sind oder deren GréBe im Vergleich
zum EinfluB anderer TemperaturgroBen (Ergiebigkeit der
Warmequelie in Fi&chen bzw. Punkten) vernachlassigbar
ist. Auch ist zweitens das Verhaltnis zwischen berechneter
FEM-Ergiebigkeit der Warmequelle und vorgeschriebener
Ergiebigkeit der Warmequelle nur als Fehlerkriterium her-
anzuziehen, wenn es sine solche Beanspruchungsart gibt.
Man wird daher nach anderen Méglichkeiten suchen miis-
sen, um eine brauchbare Abschéitzung des aboluten Feh-
lers zu erhalten.

In dem Datenausdruck des FEM-Programms E87E er-
scheint in jedem Knoten j des Kontinuums die Temperatur
T und ihre partiellen Ableitungen T, und T, Daraus IaBt
sich leicht nach Gl. (12) der Vektor der Warmestromdich-
ten im Knoten j

4 = [Qy qyl” = =A[Tu Ti)" = —A[0y Syl (42)

bestimmen. Die maximale bei einem Problem auftretende
Wirmestromdichte Qmex 0der — um den EinfluB einzelner
sehr hoher Werte in einzelnen Knoten auszuschlieBen —
der Durchschnittswert der héchsten in dem Kontinuum be-
rechneten Warmestromdichten (deren Anzahl festgelegt
werden muB) wird als Bezugswérmestromdichte * be-
stimmt. Zu dieser Bezugswérmestromdichte werden in das
Verhéltnis gesetzt

1. die gemittelte Fehlerw&rmestromdichte in jedem Ele-
ment,

2. die gemittelte Fehlerwarmestromdichte an jedem inne-
ren Elementrand,

3. die gemittelte Fehlerw&rmestromdichte an jedem duBe-
ren Elementrand.

Die Berechnung einer Fehlerwarmestromdichte in jedem
Element e [Gl. (25)] ist nicht m&glich, da zwar die Warme-
stromdichte aus der FEM-Ergiebigkeit der Warmequelle
bekannt ist [Gl. (14)], die exakte Warmestromdichte aber
nicht. Deshalb wird aus der Fehlerergiebigkeit der Warme-
quelle im Element e nach Gl. (26) ein resultierender Wér-
mestrom bestimmt und dieser dann auf eine reprédsen-
tative Fldche jedes Elements bezogen. Dieser Wert stelit
die gemittelte Warmestromdichte infolge der Fehlerergie-
bigkeit der Warmequelle im Element e dar.

Den resultierenden Wérmestrom der Fehlerergiebigkeit
der Warmequelle im Element e findet man zu

h(e) = plo WLdA
Qu A(O)J. ﬁ

6_2) (10 hOLO (T 4 &AM (OT) 7o) _

()f (W + 2a(?9,)dA, (43)
A9

wobei sich die Vektoren r {3 und r (¢ durch Integration ent-
sprechender Teile von GI. (20) uber die ElementflZche er-
geben.

Fiir die Wahl der reprasentativen Flachen A bestehen
verschiedene Mdglichkeiten [7]. Es wird vorgeschiagen,
diese Flache aus der Elementdicke h’ und dem Durch-
messer d’ des dem Dreieck eingeschriebenen Inkreises
zu bilden (Bild 4).

Bild 4
Représantative Fliche
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Mit

P h{,,\/ (=11 + 1o+ 1)(I1=I2+15)(1s+ 1= 15)
li+12+ 15

(44)

nehmen die gesuchten gemittelten Warmestromdichten
infolge der Fehlerergiebigkeit der Warmequelle im Ele-
ment e dann den Wert

(e: alle Eiemente) (45)

an.

Im Vergleich mit der Bezugswarmestromdichte g* erge-
ben sich die prozentualen absoluten Elementdurch-
schnittsfehler der Fehlerergiebigkeit der Warmequeile im
Element e
< (g
1o = ‘_7"’) 100 %
qt
Die gemittelte Warmestromdichte an jedem inneren Ele-
mentrand wird ebenfalls aus einem resultierenden Warme-
strom und der Seitenflache des Dreiecks gebildet. Der re-
sultierende Wérmestrom der Fehlerwérmestromdichte
am Elementrand k zwischen den Elementen e und e’ folgt
nach Gl. (30) fur den Fall, daB der Elementrand k mit einem
Elementrand & = 0 (i 2 1, 2, 3) des Elements e zusam-
menfallt, zu

Qo = hi, J 4kl (&= 0)ds

(e: alle Elemente). (46)

(47)

= hl= 2 (hfom20 4 @20 — [ (5= 0as)
6Ik Ik

[In GI. (47) ist wiederum die Anmerkung hinter GI. (35) zu
beachten. Die Vektoren h{® (i = 2 1, 2, 3) entstehen durch
Integration entsprechender Funktionen in den Gin. (30) bis
(32) Gber die Randiange.]

Mit der Flache des Elementrandes

A = hylg (k: alle Elementrander) (48)

findet man die gesuchten gemittelten Warmestromdichten
infolge der Fehlerwédrmestromdichte am Elementrand k in
der Form

: Qe _ Qu
qark = == 20

(k: alle Elementrander). (49)
Ag Byl

Die prozentualen absoluten Randdurchschnittsfehler der
Fehlerwdrmestromdichte am Elementrand k besitzen die
GroBe

foa = q._q:( 100 % (k: alle Elementrander).(50)

q

SchlieBlich wird die gemittelte Warmestromdichte an
einem auBeren Rand aus einem resultierenden Warme-
strom und der Seitenflache des Dreieckelements gebildet.
Der resultierende Wéarmestrom der Fehlerwdrmestrom-
dichte am Elementrand k nimmt mit GI. (16) bis GI. (18),
Gl. (30) bis Gl. (32) und der Voraussetzung, daB der Ele-
mentrand k mit einem Elementrand £,=0(i 2 1, 2, 3) iden-
tisch ist, die Form
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S (o) p
qu = hklkf QH(EI O)ds (51)
A ;
= hl- =~ ra’z® - [ 4(&=0)ds].

6’k ’k
an. [Die Vektoren ryc entsprechen am &uBeren Ele-
mentrand k den Vektoren h{® (i £ 1,2, 3) inGl. (47), die fur
innere Elementrander guiltig sind.}

Die gemittelten W&rmestromdichten infolge der Fehler-
wérmestromdichte am Elementrand k und die prozentua-
len absoluten Randdurchschnittsfehler der Fehlerwérme-
stromdichte am Elementrand k erhdlt man aus den
Gin. (49) und (50).

8. Zusammenfassung

In dem Beitrag wird gezeigt, wie bei der L&sung von Pro-
blemen der ebenen stationaren Warmeleitung mit Hilfe der
Methode der finiten Elemente Veretzungsfehler bereits
nach dem ersten Rechenlauf erkannt werden kénnen.
Dazu stehen fiir jedes Element Fehlerwarmequellen bzw.
fur jeden Elementrand Fehlerwarmestromdichten zur Ver-
figung, die sich aus der Differenz zwischen den zum L&-
sungsvektor z des Problems gehodrenden ,exakten* FEM-
Funktionen und den vorgeschriebenen Beanspruchungen
ergeben. Uber die L ,-Norm dieser Fehlerfunktionen folgen
relative Fehler. Mittels einer Bezugswirmestromdichte be-
stimmt man absolute Fehler in jedem Element und an je-
dem Elementrand.
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