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Zur elastisch-plastischen Zylinderschale unter lnnendruck

Udo Gamer

Es wird ein Verfahren angegeben, welches beigeringem numerischen Aufwand dieBerechnung von Spannungen und Verschiebungen im

elasfisch-plestischen Hohlzylinder mitbeliebig nichtlinearer isotope! Verfestigung ermöglicht. Zwischen dem plastischen unddem elasti-

schen Betrieb gibtes keinen formalen Unterschied.

A procedure for the determination of the distribution ofstress and displacement in a cylindrical shell with arbitrarily nonlinearisotropic har-

dening is given. Minor numerical calculations need be made only. No formal distinction between plastic and elastic region appears.

1. Einleitung

Das Problem des elastisch-Idealplastischen Hohlzylinders

unter Innendruck für den ebenen Verzerrungszustand und

die verallgemeinerten ebenen Verzerrungszustände der

offenen und geschlossenen Rohrenden wurde mit Hilfe der

Trescaschen Fließbedingung und derzugeordneten Fließ-

regel streng gelöst durch Koiter [1]. Einige Zeit später ver-

allgemeinerte Biand [2] die Fragestellung auf sich verfesti-

gendes Material und ergänzte die Belastung durch den

Außendruck und eine Temperaturdifferenz zwischen In-

nen» und Außenrand. Seine vorbildliche und umfassende

Behandlung wird nur wenig beeinträchtigt durch die heut—

zutage als unrichtig angeSehene zu der von Misesschen

Fließbedingung passende Ermittlung der plastischen Ver-

gleichsdehnung. Für die Erfassung nichtlinearer isotroper

Verfestigung schlägt Biand eine inverse Methode vor, bei

deren numerischer Auswertung man die plastische Ver-

gleichsdehnung am Innenrand des Hohlzylinders annimmt

und daraus zunächst den elastisch-plastischen Grenzra-

dius und schließlich den Innendruck berechnet. Erforder—

lich ist dabei die numerische Differentiation der gemesse-

nen Verfestigungskurve sowie eine numerische Integra-

tion.

Da die plastische Dehnung für den Ingenieur weniger an-

schaulich ist, wurde vorn Autor ein anderer ebenfalls inver-

ser Weg angegeben, welcher seinen Ausgangspunkt bei

dem Verhältnis von elastisch-plastischem Grenzradius

und Außenradius nimmt [3]. Dieses ist eine leicht faßliche

Größe, welcher man einen nicht zu überschreitenden

Höchstwert vorschreiben kann. Daraus ergibt sich dann

der zulässige Innendruck. Der numerische Aufwand be-

läuft sich auf die Inversion einer Funktion sowie eine sich

anschließende Integration. Die Inversion erweist sich als

unnötig, wenn man sich nur für die Spannungen an diskre-

ten Stellen, z. B. für die Umfangsspannung am Innenrand

interessiert [4]. Die unbestimmte Integration ist nur einmal

erforderlich; ihr Ergebnis Iäßt sich auf Kesselwände unter-

schiedlichen Plastizierungsgrades oder Radienverhältnis-

ses anwenden.

In der vorliegenden Behandlung des Hohlzylinderswerden

nach der Vorgangsweise von Megahed [5], [6] die Span-

nungen durch die plastische Dehnung ausgedrückt. Diese

haben in der gesamten Schale einheitliche Formen; die

Unterscheidung zwischen elastischem und plastischem

Bereich entfällt. Die gefundenen Ergebnisse gelten für die

elastische, die teilplastizierte und die vollplastizierte Zylin-

derschale gleichermaßen.

Die Darlegung beschränkt sich auf den in der Praxis wich-

tigsten Fall des zylindrischen Behälters; sie trifft aber teil-

weise auch auf andere Endbedingungen zu oder läßt sich

leicht für solche abwandeln.

2. Die Grundgleichungen des ebenen

Verzerrungszustandes

Für kleine Dehnungen, 2,, << 1, veraligemeinerten

ebenen Verzerrungszustand, e, konstant, Unabhängigkeit

von der Umfangsrichtung, 6/an = 0, plastische Inkom-

pressibilität, deli, = O, und Fehlen von plastischer Deh-

nung in axialer Richtung, de‘,’ = 0, lauten die allgemeinen

Ausdrücke für Spannungen, Verschiebung und plastische

Dehnungen in üblicher Notation
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a = C— —— + —dr, (2.1)

I r2 1—112 r

D E e’,’

o = C+ — + — dr+sP ‚ (2.2)

W r2 1—v2 r r )

a, = v(o,+o¢) +Eez, (2.3)

Eu = (1 + v)(1 - 2v)o,r + 2(1 — v2) ? — v Eezr, (2.4)

Ee’,’ = —Esg = (1 —v2)(a„‚—o‚— 3—2”). (2.5)

Bei elastischem Verhalten addieren sich die drei Summan-

den in den plastischen Dehnungen zu Null. Da eine axiale

plastische Dehnung nur in besonders dickwandigen Kes—

seln auftreten kann [1], ist die oben getroffene Vorausset-

zung keine schweniviegende Einschränkung der Allge-

meinheit. '

3. Der Zylinderbehälter

Zu ermitteln sind die Integrationskonstanten C und D, die

Axialdehnung s, und vor allem die Abhängigkeit der plasti-

schen Dehnungen vom Radius. Der Innendruck verur-

sacht eine positive Umfangsspannung und eine nichtposi-

tive Radialspannung. Nach der Trescaschen Fließbedin-

gung gilt

av = 09, - 0,. (3.1)
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Bei isotroper Verfestigung ist die nur im plastischen Be-

reich, r < z, definierte Fließspannung 0y eine monoton

wachsende Funktion der plastischen Vergleichsdahnung,

0v = ÖY (€50) (3-2)

mit on = 6y(0). Aus der Äquivalenz des plastischen Ar-

beilsinkrements ergibt sich

550 = 8€, = — 5‘}. (3.3)

Das Verschwinden der plastischen Dehnungen (2.5) an

der elastisch-plastischen Grenze, r = z, führt zu

D = ä „012, (3.4)

Damit folgt aus (2.5)

Ego = (1 —v2)(l + a,—a„)‚ (3.5)
92

WO 5505 = 5650/00, 5,]: = 0„/ao Und Q: = f/Z bedeutet.

Durch (3.1 )‚ (3.2) und (3.5) ist die Abhängigkeit der plasti-

schen Dehnungen vom Radius festgelegt; die Wahl von z

als Bezugsradius macht diese Funktion unabhängig vom

Radienverhältnis der Schale und von ihrem Plastizierungs-

grad.

Die Bedingung der Spannungsfreiheit am Außenrand,

r = b, liefert

z2 E

C=lao—+ bsfldr.

2 b2 1—1!2 I r

 

(3.6)

list eine untere lntegrationsgrenze. Somit erhält man die

Spannungen

6' = “12; (ä —%2) +11—v2 I: 55%dg' (3'7)

(i2 +—l;—2)+11y2(feßäig—dS—Eso)

(3.8)

  

M
I
A

mit ß: = b/z. Die Auswertung dieser Formeln beginnt mit

der Festlegung des Plastizierungsgrades durch die Wahl

von ‚B. Das unbestimmte Integral f (EEO/9M9 mit der obe-

ren Grenze 1 muß nur einmal berechnet werden; das Er-

gebnis der Integration läßt sich auf Zylinderschaien von

verschiedenem Radienverhältnis und Plastizierungsgrad

anwenden. Am Innenrand, r = a, ist die Radialspannung

gleich dem negativen Druckp. Diese Bedingung ergibtden

Zusammenhang zwischen dem Innendruck und dem ela-

stisch-plastischen Grenzradius,

- 1 1 1 1 ß Eso

p—2 (a2 ,32) 1—13 fa EdE' (3'9)

wo p: = p/oo und a: = a/z bedeutet. In die bisherige

Rechnung ist die Bedingung für die Endquerschnitte des

Rohrs nicht eingegangen; e, ist noch offen. Die vorstehen-

den Ergebnisse gelten gleichermaßen für die elastische

Schale,

z s a, die teilplastizierte Schale, a < z < b, wie auch

für die vollplastizierte Schale, z 2 b. Im ersteren und im

letzteren Falle istz eine Rechengroße.

206

 

Wenn die Funktion E50 = 220(9) sich nicht geschlossen

darstellen Iäßt, kann man auf

|

e = [ Ema +‘vy(ém) ] ' (3.10)
1—v

 

zurückgreifen und über Ego integrieren [4]. Partielle Inte-

gration ergibt

ß " _ 5m

f ‘E—gde = 550(fl)|09f3—€Eo|099+f logodn-
9 Eso“)

(3.1 1)

Bei Teilplastizierung reduziert sich diese Beziehung auf

1 EEO _ EEO

I ——-§ d5 = —eEo 1099+]~ Ioggdn. (3.12)

0 0

Zweckmäßig ist diese Vorgangsweise dann, wenn die

Spannungen nicht in dergesamten Zylinderwand, sondern

nur z. B. am Innenrand berechnet werden sollen.

Für den Behälter mit geschlossenen Enden gilt die Bedin-

gung

b

2nf ozrdr = 7:32p. (3.13)

l

Durch Einsetzen von az nach (2.3) mit (3.7) und (3.8) findet

man

a2

b2-a2

 

z = (1 —2v) p. (3.14)

Dieses auf den ersten Blick etwas überraschende Ergeb-

nis, in welches das Auftreten von plastischer Deformation

und damit das Verfestigungsvemalten überhaupt nicht ein-

geht, Iäßt sich leicht verifizieren, wobei nur die elastische

Axialdehnung gemäß (2.3) und die Gleichgewichtsbedin-

Qung

92 + ____o’_07’ = o
3.15

dr r ( )

zur Anwendung kommt. Elimination von 0„ führt auf

b O

ZEszf rc1r+2vJ~ d020,) = azp, (3.16)

a —azp

und daraus folgt das obige Ergebnis. Nunmehr sind alle

Unbekannten ermittelt.

4. Beispiel: Idealplastisches Verhalten

Im folgenden werden die allgemeinen Ergebnisse ange—

wandt auf den teilplastizierten idealplastischen Zylinder-

kessel. Die Spezialisierung von (3.5) ergibt

_ 1 '
am = (1—1:?)(——2 —1)-U(1—-g), (4.1)

Q

WO

O, x s 0

U(x) =

1, x > 0

die Einheitssprungfunktion bezeichnet. Damit erhält man

f: 5‘ng = (1 —v2)[% (II-2 —1)+Ioge]-U(1—e),

(4.2)



und die Spannungen

—-;- i.-é)+l%(é-1)+I°gel'U(1-ei
(4-3)

_ 1 1 1 1 1
= — — +— - — — — — . _

0?) 2(92 ‚32) [2(92 1) '0991 U“ 9).

(4.4)

Im plastischen Bereich, a s g < 1, lauten diese [8]:

1 1

' = -- ——-— 4.a, 2 1 fie )+ logg, ( 5)

_ 1 1

0.„ — E (1+?2 )+ logg. (4.6)

Sie werden verursacht durch den Druck

5=1 —1-— -l)-[-1- (~272—1)+loga]'U(1—a)

2 a2 [32 2

oder (4.7)

— _ l _l _
p — 2 (1 I32) loga (4.8)

für a s 1. Die aufgeführten allgemeinen Ergebnissa gel-

ten auch für die elastische Schale, z s a, und die vollpla—

stizierte Schale, z = b. Bei idealplastischem Verhalten

gibt es keinen GIeichgewichtszustand, welchem z > b

entspricht.

5. Beispiel: Nichtlineare Verfestigung

vom Ludwik-Typ

Ein praktisch wichtiger Spezialfall des Ludwikschen Verfe-

stigungsgesetzes, welcher eine analytische Lösung des

Zylinderproblems zul'a'ßt [9], ist

a, = 1+H 5750, (5.1)

wo H den Verfestigungsparameter bedeutet. Obwohl die

plastische Vergleichsdehnung nach Einsetzen von (5.1) in

(3.5) sich in geschlossener Form als Funktion des Radius

angeben Iäßt, soll hier die Integration über den Radius

durch eine solche über die plastische Vergleichsdehnung

ersetzt werden, wie oben besprochen.

Mit dem gewählten Verfestigungsgesetz liefert (3.10)

m
l
‘

g = ( ii +H 5‘50 +1). (5.2)

1—112

Nach längerer Rechnung kommt

flogngEQ = ä (logN+1)e—% NHVZ

+ ä (—€ + ä ~2H2—~)|og(s+NHi/E+N)

g V?+‘:NH+P\/Tv +

(2+äNH—Pi/Tv

mit s:=EEQ, N:=1—v2 und P2:= -1+(1-v2)H2/4.

3

+ ä NEHPIo K (5.3)

Dem teilplastizierten Behälter entspricht die untere Inte-

grationsgrenze EEO = O. Nach Inversion der Funktion (5.2)

erhält man die bereits früher abgeleiteten Spannungen als

Funktion des Radius [9]. Es sind die drei Fälle P2 < 0,

P2 = 0 und P2 > O zu unterscheiden. Fürden ersteren lie-

gen numerische Ergebnisse vor.
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