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Schubspannungs-lnterpretationen der Festigkeitshypothese

von Huber / v. Mises / Hencky und ihr Zusammenhang

Hans-Peter Lüpfert

Die physikalischen Begründung der Festigkeitshypothese von Huberl v. Mises / Hencky iäßt mehrere verschiedene Möglichkeiten zu:

Einerseits die je Volumeneinheit gespeicherte Gestaltänderungsenergie, andererseits aber auch das arithmetische Mittel des Ouadrates

derSchubspannung, die in bestimmten Schnittflächen wirkt.

Die Gesetzmäßigkeit, die den verschiedenen Schubspannungs—Interpretaticnen übereinstimmend zugrunde liegt, wurde formuliert. Es ist

dies eine spezielle Symmetriebedingung, durch die zu jeder vorgegebenen Schnittrichtung weitere definiert werden. Diese haben die

Eigenschaft, daß das arithmetische Mittel der Quadrate der in diesen Schnittebenen wirkenden Schubspannungen stets auch als Krite-

riumsgröße der genannten Festigkeitshypothese aufgefaßt werden kann. Somit ist die Favorisierung bestimmter Schubspannungs-lnter—

pretationen, z. B. der Oktaederschubspannungs-lnterpretation, nicht gerechtfertigt.

The physical foundation ofthe strength hypothesis by Huber / v. Mises l Hencky allows for several approaches: on the one hand, the stored

deformation energyper volume unit, on the other hand, the arithmetic mean of the shearstress acting on certain section planes.

The principle on which the different shearstress interpretations are based was formulated. lt is a special symmetry condition by which ad-

ditional section planes are defined for each given one. The section planeshave the characteristic that the arithmetic mean ofthe squares of

the shear stresses effective in these section planes can always be interpreted as criterion of the abovestrength hypothesis. Therefore, for

instance the octahedral shear stress interpretation, is not iustified.

1. Einleitung

Festigkeitshypothesen wurden formuliert, um ein Maß für

die Werkstoffanstrengung unter ein- und mehrachsiger

Beanspruchung definieren zu können. Insbesondere er-

möglichen sie im Rahmen ihrer empirisch gefundenen

Fehlergrenzen die Prognose von Überbeanspruchungen

durch kombinierte Belastungen, wenn lediglich Festig-

keitswerte für einfache Standard-Lastfälle bekannt sind.

Im Falle quasistatischer Beanspruchung hat sich für duk-

tile (d. h. erst nach deutlicher plastischer Verformung bre-

chende) Werkstoffe insbesondere die Festlgkeitshypo-

these von Huber/v. Mises/ Hencky bewährt. Sie wurde zu-

nächst mit dem Bruchkriterium „im Werkstoff je Volumen-

einheit gespeicherte Gestaltänderungsenergie“ physika-

lisch begründet, jedoch führen auch mehrere andere Inter-

pretationen, die übereinstimmend die Größe der Schub-

Spannung bestimmter Schnittflächen beinhalten, zum glei-

chen Ergebnis. -

Nachfolgend soll gezeigt werden, daß die Schubspan-

nungs-lnterpretationen der genannten Festigkeitshypo-

these eine einheitliche Grundlage aufweisen und durch

eine beliebig große Anzahl weiterer ähnlicher Kriterien er-

gänzt werden können.

2. Bekannte Interpretationen der Festig-

keitshypothese von Huber / v. Mises/

Hencky

Wird linear elastisches Werkstoffverhalten vorausgesetzt,

bestimmt sich die je Volumeneinheit gespeicherte Gestalt-

änderungsenergie bei Kenntnis der Normalspannungen

0x, 0y, 0„ der Schubspannungen rxy, ryz, In sowie des

Schubmoduls G aus der Beziehung

(o,- 0,)? + (a,- of + (az-ox)2 + 6 (25+ 12„ + 121x).

w*=

9 126

(1)

Bis auf den Faktor 2 G ist sie zugleich identisch mit der

zweiten lnvariante des Spannungsdeviators.

Bei einachsiger Beanspruchung, wenn alle Spannungen

außer o. verschwinden, nimmt W5 die Form

t

Wg - 6 G <2)

an. Bezeichnet man die bei einachsiger Beanspruchung

gerade noch zulässige Spannung als Grenzspannung ac,

(z. B. ein Teil der Fließgrenze 0;), ergibt sich durch Ver-

gleich der Beziehungen (1) und (2) die Festigkeitsbedin-

gung von Huber / v. Mises / Hencky [1] [2] [3]:

 

\/o,5[(ox— 0,)2 + (o,- of + (0,— 0921+ 3(z2„+ 8„ + 12.,.)

< Us.

Werden die Spannungen auf ihre sogenannten Hauptach-

sen transformiert, verschwinden die Schubspannungen.

Der Spannungszustand wird in diesem Fall vollständig von

den Hauptnormalspannungen a1, 02, 03 repräsentiert;

Dann gilt für die spezifische Gestaltänderungsenergie statt

(1) die Beziehung

(01" Oziz + (02 — 03)2 + (03 — 002
*= 4

Wg 126 H

 

und die Festigkeitsbedingung nimmt die Form

to‚s [(01 - am + (02 ~ 03% + (as — oi)?! < 0G (5)

 

an.

Andere Interpretationen der Festigkeitshypothese fußen

auf der Größe der im Werkstoff in bestimmten Schnittflä-

chen auftretenden Schubspannungen. Charakterisiert

man die Neigung einer bestimmten Schnittebene durch

deren Normalenvektor n, (Einheitsvektor vom Betrag 1)

bzw. dessen Hauptachsenkomponenten n81, n52, n53, gilt

fiir das Quadrat der in dieser Ebene wirkenden Schub-

spannung
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Bild 1

Kräfte am Tetraeder

 

T: = (01na1)2 + (02"a2)2 + (Gansa)2

‘ (01031+ 02'722 + Oangafi (6)

Diese Beziehung folgt aus dem Kräftegleichgewicht an

einem Tetraeder, welches von der Raumecke des Haupt—

achsensystems o1, 02, 03 und der Schnittebene mit dem

Normalenvektor ns gebildet wird (Bild 1). An diesem wirken

parallel zu den Hauptachsen die Kraftvektoren

F1 0 0

Fi= o ;F2= F2 :Fa= o (7)

O O F3

      

An der geneigten Tetraederfläche As greift der Kraftvektor

F, an. dessen Größe und Richtung aus der Gleichge-

wichtsbedingung

F1 01 "s1

F: = F2 = 01n82 As (8)

F3 01 "s1

    

folgen. Der Betrag der auf der Fläche As senkrecht stehen-

den Kraftkomponente ergibt sich aus dem Skalarprodukt

F. ' n.. Sie verursacht in dieser Fläche die Normalspan-

nung

_ Fs'ns

G's—

As

 

2
= 0sn31+ 02n§2 + Osnsa - (9)

Das Quadrat der gesuchten Schubspannung r, ergibt sich

somit aus

2

r§= ( '2") —o§. <10)

 

Nach Einsetzen der Beziehungen (8) und (9) folgt daraus

der oben angegebene Zusammenhang (6).

Nachfolgend soll die Beziehung (6) zunächst genutzt wer-

den, die Schubspannung in den sogenannten Oktaeder-

ebenen, d. h. den Flächen des Oktaeders (Bild 2) mit den

Flächennormalen

Blld 2

Oktaeder
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zu bestimmen. Setzt man die Komponenten der Flächen-

normalen für n„‚ n‚2, n33 in Beziehung (6) ein, ergibt sich

für jede Oktaederebene das Quadrat der Schubspannung

zu

2(o$+0§+a§—0102—0203—0301)

9

“((71—02)2 + (02—092 + (03—01)2
9 .

‚g:

 

(12)

 

Bis auf den Faktor 46/3 stimmt dieser Ausdruck mit der

spezifischen Gestaltänderungsenergie (4) überein. Be-

trachtet man aiso die Größe der Schubspannung in den

Oktaederebenen als Maß für die Werkstoffanstrengung,

erhält man somit ebenso wie auf der Grundlage des Krite-

riums „spezifische Gestaltanderungsenergie“ die Festig-

keitsbedingung (5). Auf diesen Zusammenhang verwies

als erster Nadai [4].

Sucht man dagegen das Kriterium der Werkstoffanstren-

gung statt in der Beanspmchung nur einer Schnittrichtung

im Beanspruchungsmittelwert mehrerer Richtungen, ge-

langt man zwanglos über die Hauptschubspannungen

a __ _ _
(2 03); 12:: (as 01);13=i(01 02);

2 2 2

(13)

bzw. das arithmetische Mittel deren Quadrate zu dem Aus-

dmck

T1=i

rf+rä+rä (01-02)2 + (02-03)2 + (03-01)2

3 12 (14)

der gleichfalls der spezifischen Gestaltänderungsenergie

proportional ist, also auch auf die Festigkeitsbedingung (5)

führt.

Im weiteren erweist sich die geometrische Deutung dieses

Ergebnisses als hilfreich: Die Hauptschubspannungen wir-

ken in Ebenen, die einerseits die Hauptachse mit dem glei-

chen Index, andererseits die Vlfinkelhalbierende der bei-

den übrigen Hauptachsen bzw. deren Normalen beinhale

ten. Die Ebenen, deren Richtungen durch die Normalvek-

toren

1 1
O i— i:

VT v2

1 1
i._ o . i...

ni= VT :n5= ‚n5= F2— (15)

1 1
:t— i— 0

F2— ('2—

charakterisiert werden, liegen parallel zu den Flächen des

Dodekaeders (Bild 3). Die Hauptachsen veriaufen durch

diejenigen Ecken des Dodekaeders, in denen vier Flächen

zusammenstoßen. Bei der Mittelwertbildung sind hinge-

gen jeweils drei Flächen zu berücksichtigen, die entweder

in den übrigen Ecken aneinanderstoßen oder die in derAb-

wicklung eine fortlaufende Kette (keinen Winkel) bilden.

Novozhilo [5] fand, daß das Quadrat der in der Oberfläche



  Bild 3

Ä Dodekaeder

 

eines kugelförmigen Stoffelementes wirkenden Schub-

spannung rs im Mittel der spezifischen Gestaltänderungs-

energie proportional ist:

1 .

(r§)m=— rfidAK~w9 . (16)

AK
(AK)

Der Nachweis gelingt nach Paul [6] besonders leicht, wenn

die Komponenten des momentanen Normalenvektors n31,

n52, n33 durch die Koordinaten x, y, z des entsprechenden

Radiusvektors ersetzt sowie Kugelkoordinaten (Bild 4) ein-

geführt werden:

ns1= x = sinacosq)

n52 = y = sinasinq;

n53 = z = cosa.

Mit den Beziehungen (16) und (6) erhält man

1 Znn

(rä). = T [j Meinst)? + (new + (cansaf

n oo

-(01ng1+02n§2+03n§3)2]Sinadad¢. (18)

Berücksichtigt man die Symmetriebedingungen

2nn 231 an

szsinadadtp =Hyzsinadad¢p =2szsinadadq)

oo oo oo

21x Znn Znn

”x‘sinadadcp =Hy4 sinadadzp =Hz‘sinadad<‚v

oo oo oo

Zun Znn

H x2yzsinadad<p = yzzzsinadadtp

oo oo

=2fizzxzsinadad¢p

00

sowie die Definitionsgleichung der Oberfläche der Ein-

heitskugel

x2+y2+22=1‚ (2o)

aus der mit Beziehung (19)

Znn an

H xzsinadadtp = 2” yzsinadadq)

00 00

211

_ l= 0L! z’adadrp — 3 (21)

   

 

sinoc cosy

Bild 4

Eulersche Winkel am Einheitskugel-Achtel

folgt, sind zur Lösung von Beziehung (18) lediglich noch

zwei einfach auszuführende Doppelintegrationen erforder-

Iich:

2nn 21a

l! 24sinadadq> = 2—”- cos4asinadadq
) = 1

„o 5 (22)

2nn

H xzyzsinadadrp

oo

1 Znn 1

=__ . 5 2 A 2 _.
H sm acos cpsm qadadq: - —-—.

4n 0° 15

Eingesetzt in Beziehung (18) erhält man

2(0%+05+0ä—0102—0203—0301

15

 

(15),. =

(23)

___ (01-02)2 + (02—03)2 + (Ga—0'1)2

15

 

womit die oben behauptete Proportionalität zur spezifi-

schen Gestaltänderungsenergie (Beziehung (4)) bewie-

sen ist.

Das arithmetische Mittel des Quadrates der Schubspan-

nung, die in der Oberfläche eines kugelförmigen Werk-

stoffelementes wirkt, stellt somit eine weitere mögliche In-

terpretation der Festigkeitsbedingung (5) dar. Diese Ver-

sion erlangte insbesondere dadurch praktische Bedeu-

tung, als sie von mehreren Forschern [7], [8], [9] als Grund-

lage für Vorschläge zur Bewertung von zyklischen Schwin:

gungsbeanspmchungen mit überlagerten statischen Be-

anspruchungsanteilen genutzt wurde. Diese unterstellen

neben derSchubspannung auch der in der Oberfläche des

kugelförmigen Werkstoffelementes wirkenden Normal-

spannung einen wesentlichen Einfluß auf die Festigkeit.

3. Verallgemeinertes Schubspannungs-

kriterium

Die oben dargestellten unterschiedlichen Schubspan-

nungsinterpretationen der Festigkeitsbedingung von Hu-

ber / v. Mises / Hencky lassenvermuten, daß ein überge-

ordneter Zusammenhang existiert.

Ausgehend von der speziellen quadratischen Form des

Ausdruckes (6), der das Quadrat der Schubspannung

einer beliebig geneigten Schnittebene ausweist, ergab
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sich der Gedanke, das arithmetische Mittel der Schub-

spannungsquadrate von sechs Ebenen, deren Normalen

(bzw. deren Invertierten)

      

im in] ing

"A: inz i "a: ins ; no: ins i

ins ing im

(24)

ing in; ina

nD=(in1 j HE: in. ; n;= ing

ins ing in1

     

durch Spiegelung an den Hauptschubspannungsebenen

(Beziehung 15) untereinander in Beziehung stehen, zu un-

tersuchen. Unter Nutzung von Beziehung (6) ergibt sich

nach kurzer Zwischenrechnung

(Ti)... = “(01“02)2+(02“03)2+(03—01)2]

mit (25)

_ n¥n§+n§n§+n§n$

_ 3(n?+n§+n§)2

Der Vergleich dieser Beziehung mit derjenigen der spezifi-

schen Gestaltänderungsenergie (4) zeigt tatsächlich die

vermutete Proportionalität beider Ausdrücke. Somit kann

das arithmetische Mittel der Schubspannungsquadrate

von sechs Schnittebenen, die den beschriebenen Symme—

triebedingungen genügen müssen, im übrigen aber frei ge-

wählt werden können, ebenfalls als Kriterium der Festig-

keitsbedingung von Huber / v. Mises / Hencky betrachtet

werden. Diese neue Version weist die hervorragende

Eigenschaft auf, daß sie die zuvordiskutierten Schubspan-

nungs-Interpretationen der genannten Festigkeitsbedin-

gung ausnahmslos als Sonderfälle enthält. So gehen die

oben angegebenen Beziehungen für das Quadrat der

Schubspannung in den Oktaederebenen (12) und die des

arithmetischen Mittels des Schubspannungsquadrates der

Hauptschubspannungsebenen (14) unmittelbar aus der

Beziehung (26) hervor, wenn dort die entsprechenden

Normalen der Schnittebenen (11) bzw. (15) eingesetzt

werden. Sehr übersichtlich lassen sich die Symmetrie-

Eigenschaften der erwähnten sechs Schnittrichtungen wie

folgt zeigen: Man stellt die Normalen der Schnittebenen

(Beziehung 24)) als Radiusvektoren dar, deren Endpunkte

dann ausnahmslos auf der Oberfläche der Einheitskugel

liegen und zugleich Tangentenpunkte von Ebenen sind,

deren Richtung mit denen der erwähnten Schnittrichtun-

gen identisch sind. Für die Untersuchung der Eigenschaf-

ten der Beziehung (25) ist es wegen deren quadratischer

Form ausreichend, nur das von den positiven Hauptnorn

malspannungsachsen begrenzte Achtel der Einheitskugel

zu betrachten.

Die Oberfläche der Achtelkugel stellt ein gieichseitiges

sphärisches Dreieck dar (Bild 5). Seine Winkelhalbieren-

den (strichpunktiert gezeichnet) sind zugleich Bestandteil

der als Symmetrieebenen fungierenden Hauptschubspan—

nungsebenen. Wie man erkennt, korrespondieren auf der

Basis der oben formulierten Symmetriebedingungen im

allgemeinen genau sechs Schnittrichtungen miteinander.

Lediglich in dem Sonderfall, daß die Radiusvektoren der

Schnittrichtungsnormalen in die erwähnten Symmetrie-

ebenen fallen, reduziert sich diese Anzahl: im allgemeinen
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V nodekaederebenen

© Oktaederebene

Bild 5

Symmetrie der Tangentenpunkte der Schnittrichtungen

auf drei, wie im Falle der eingezeichneten Hauptschub-

spannungsebenen, oder minimal auf eins im Falle derOk-

taederebene.

Erwähnenswert ist der Sonderfall, daß die Normalen der

Schnittebenen mit den Hauptachsenrichtungen überein-

stimmen, d. h. die Endpunkte der Radiusvektoren in den

Ecken der Achtelkugel liegen. Die so beschriebenen

Hauptnormalspannungsebenen sind nämlich schubspan-

nungsfrei, so daß in diesem Fall trotz Erfüllung der gefor-

derten Symmetrie eine an der Schubspannung orientierte

Interpretation der Festigkeitsbedingung ausnahmsweise

nicht möglich ist.

Zusammenfassend ist festzustellen, daß für jede beliebig

gewählte Schnittrichtung (und die entsprechend der gefor-

derten Symmetrie mit dieser korrespondierenden Schnitt—

richtungen) zwar im allgemeinen unterschiedliche Fakto-

ren k nach Beziehung (25) berechnet werden, daß aber in

jedem Fall die Proportionalität

(Ti),.~(01‘02)2+(02—03)2+(03—01)2 (26)

vorliegt. Sie bleibt selbstverständlich auch dann erhalten,

wenn in einem beliebigen Sechstel der sphärischen Ober-

fläche der Achtelkugel (Bild 3) eine unbegrenzte und

gleichmäßig dicht angeordnete Menge von Tangenten-

punkten vorgegeben wird. Die Erfüllung der Symmetriebe—

dingungen bewirkt, daß auch in den übrigen fünf Sechsteln

der Achtelkugeloberfläche eine ebenso dicht angeordnete

Menge von Tangentenpunkten abgebildet wird. Auch bei ~

der Übertragung der gleichen Verfahrensweise auf die üb-

rigen sieben Einheitskugel-Achteile bleibt die Proportiona—

litätsbeziehung (26) erfüllt. Es zeigt sich somit, daß auch

die von Novozhilo gefundene Beziehung (16) als Sonder-

fall des oben formulierten verallgemeinerten Schubspan-

nungskriteriums (25) gedeutetwerden kann. '

4. Zusammenfassung

Die Festigkeitshypothese von Huber / v. Mises / Hencky

hat sich zur Beurteilung der Werkstoffanstrengung duktiler

(d. h. nicht spröd brechender) Werkstoffe gut bewährt. ihre

physikalische Begründung iäßt verschiedene Möglichkei-

ten zu: Einerseits kann die je Volumeneinheit gespeicherte

Gestaltänderungsenergie als Anstrengungskriterium be-

trachtet werden, andererseits führen aber auch mehrere

lnterpretationen, die übereinstimmend das arithmetische



Mittel des in bestimmten Schnittflächen wirkenden Schub-

span'nungsquadrates beinhalten, zum gleichen Ergebnis.

Die den verschiedenen Schubspannungs—lnterpretationen

der genannten Festigkeitsbedingung zugrundeliegende

Gesetzmäßigkeit wurde gefunden. Es ist dies eine spe-

zielle Symmetriebedingung, durch die zu jeder beliebigen

vorgegebenen Schnittrichtung weitere definiert werden,

deren Schubspannungsquadrate im arithmetischen Mittel

mit einer einzigen Ausnahme als Kriterium der genannten

Festigkeitsbedingung betrachtet werden können. Die er-

wähnte Ausnahme liegt dann vor, wenn die vorgegebene

Schnittrichtung schubspannungsfrei ist, d. h. wenn ihre

Normale oder Invertierte mit einer der Hauptnormalspan-

nungsrichtungen zusammenfällt.

Eine gelegentlich erfolgte Favorisierung der Oktaeder-

schubspannung zur Erklärung der Werkstoffanregung

duktiler Werkstoffe erscheint vor diesem Hintergrund als

ungerechtfertigt.

Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen

As Größe der relativ zu den Hauptachsen ge-

neigten Tetraederfläche

Fs an der Fläche As angreifender Kraftvektor

F1, F2, F3 parallel zu den Hauptachsen wirkende

Kraftvektoren

G Schubmodul

k Faktor nach Beziehung (25)

n‚ns, n' Normalenvektoren mit dem Betrag 1

9* je Volumeneinheit gespeicherte Gestalt-

änderungsenergie

x, y, z kartesische Koordination

a, (p, Eulersche Winkel

ax, 0y, 0; Normalspannungen

01, 02, 03 Hauptnormalspannungen

oG Grenzspannung

aS senkrecht zur FlächeAs wirkende Normal-

spannung

11,12,13 Hauptschubspannungen

rs in der Fläche Aswirkende Schubspannung

(1%)”, arithmetisches Mittel des Schubspan-

nu ngsquadrates
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