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Schubspannungs-interpretationen der Festigkeitshypothese
von Huber / v. Mises / Hencky und ihr Zusammenhang

Hans-Peter Lupfert

Die physikalischen Begriindung der Festigkeitshypothese von Huber / v. Mises | Hencky 4Bt mehrere verschiedene Méglichkeiten zu:
Einerseits die je Volumeneinheit gespeicherte Gestaltdnderungsenergie, andererseits aber auch das arithmetische Mittel des Quadrates
der Schubspannung, die in bestimmten Schnittfldchen wirkt,

Die GesetzmaBigkeit, die den verschiedenen Schubspannungs-Interpretationen tibereinstimmend zugrunde liegt, wurde formuliert, Es ist
dies eine spezielle Symmetriebedingung, durch die zu jeder vorgegebenen Schnittrichtung weitere definiert werden. Diese haben die
Eigenschaft, daB das arithmetische Mitte! der Quadrate der in diesen Schnittebenen wirkenden Schubspannungen stets auch als Krite-
riumsgréBe der genannten Festigkeitshypothese aufgefaBt werden kann. Somit ist die Favorisierung bestimmter Schubspannungs-Inter-
pretationen, z. B. der Oktaederschubspannungs-Interpretation, nicht gerechtfertigt.

The physical foundation of the strength hypothesis by Huber / v. Mises | Hencky allows for several approaches: on the one hand, the stored
deformation energy per volume unit, on the other hand, the arithmetic mean of the shear stress acting on certain section planes.

The principle on which the different shear stress interpretations are based was formulated. It is a special symmetry condition by which ad-
ditional section planes are defined for each given one. The section planeshave the characteristic that the arithmetic mean of the squares of
the shear stresses effective in these section planes can always be interpreted as criterion of the above strength hypothesis. Therefore, for
instance the octahedral shear stress interpretation, is not justified.

1. Einleitung

Festigkeitshypothesen wurden formuliert, urn ein MaB fiir
die Werkstoffanstrengung unter ein- und mehrachsiger
Beanspruchung definieren zu kénnen. Insbesondere er-
mdglichen sie im Rahmen ihrer empirisch gefundenen
Fehlergrenzen die Prognose von Uberbeanspruchungen
durch kombinierte Belastungen, wenn lediglich Festig-
keitswerte fUr einfache Standard-Lastfalle bekannt sind.
Im Falle quasistatischer Beanspruchung hat sich fiir duk-
tile (d. h. erst nach deutlicher plastischer Verformung bre-
chende) Werkstoffe insbesondere die Festigkeitshypo-
these von Huber/v. Mises / Hencky bewéhrt. Sie wurde zu-
né&chst mit dem Bruchkriterium ,,im Werkstoff je Volumen-
einheit gespeicherte Gestaltdnderungsenergie“ physika-
lisch begrindet, jedoch fiihren auch mehrere andere Inter-
pretationen, die Ubereinstimmend die GréBe der Schub-
spannung bestimmter Schnittflichen beinhalten, zum glei-
chen Ergebnis. :
Nachfolgend soll gezeigt werden, daB die Schubspan-
nungs-Interpretationen der genannten Festigkeitshypo-
these eine einheitliche Grundlage aufweisen und durch
eine beliebig groBe Anzahl weiterer &hnlicher Kriterien er-
ganzt werden kdnnen.

2. Bekannte Interpretationen der Festig-
keitshypothese von Huber / v. Mises /
Hencky

Wird linear elastisches Werkstoffverhalten vorausgesetzt,
bestimmt sich die je Volumeneinheit gespeicherte Gestalt-
anderungsenergie bei Kenntnis der Normalspannungen
0x Oy, 0z der Schubspannungen Txys Tyz Tzz SOWiE des
Schubmoduls G aus der Beziehung

(0x=0,)° + (0,— 0,)* + (0;— 0,)? + 6 (% + B+ 75%).

W =
g 12G

(1

Bis auf den Faktor 2 G ist sie zugleich identisch mit der
zweiten Invariante des Spannungsdeviators.

Bei einachsiger Beanspruchung, wenn alle Spannungen
auBer o, verschwinden, nimmt W die Form

* 05

Wi=—=— @
an. Bezeichnet man die bei einachsiger Beanspruchung
gerade noch zuldssige Spannung als Grenzspannung og
(z. B. ein Teil der FlieBgrenze o), ergibt sich durch Ver-
gleich der Beziehungen (1) und (2) die Festigkeitsbedin-
gung von Huber / v. Mises / Hencky [1] [2] [3]:

10,5[(0x—0,)2 + (0= 0% + (03— 0)%] + 3(Ty+ T2y + 720
< oG (13)

Werden die Spannungen auf inre sogenannten Hauptach-
sen transformiert, verschwinden die Schubspannungen.
Der Spannungszustand wird in diesem Fall vollstédndig von
den Hauptnormalspannungen o4, o, 03 reprasentiert.-
Dann gilt fiir die spezifische Gestaltdnderungsenergie statt
(1) die Beziehung

(01 = 02)* + (02 — 03)° + (05 — 04)?

. 4
Ws 12G @

und die Festigkeitsbedingung nimmt die Form

V0,5[(01 — 0% + (02— 03)2 + (03— 01)3] <0g  (B)

an.

Andere Interpretationen der Festigkeitshypothese fuBen
auf der GroBe der im Werkstoff in bestimmten Schnittfla-
chen auftretenden Schubspannungen. Charakterisiert
man die Neigung einer bestimmten Schnittebene durch
deren Normalenvektor ny (Einheitsvektor vom Betrag 1)
bzw. dessen Hauptachsenkomponenten ng4, ns», ns3, gilt
fur das Quadrat der in dieser Ebene wirkenden Schub-
spannung
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Bild 1
Krafte am Tetraeder

2= (0yns1)? + (02n52)? + (03 Ns3)?
— (04031 + 02n% + 0303 )% (6)

Diese Beziehung folgt aus dem Kréaftegleichgewicht an
einem Tetraeder, welches von der Raumecke des Haupt-
achsensystems o4, 03, 03 und der Schnittebene mit dem
Normalenvektor ns gebildet wird (Bild 1). An diesem wirken
parallel zu den Hauptachsen die Kraftvektoren

Fy 0 0
Fi=| 0| =|F|; F=|0 ™
0 0 F3

An der geneigten Tetraederflache A greift der Kraftvektor
Fs an, dessen GroBe und Richtung aus der Gleichge-
wichtsbedingung

Fi 01N
Fs=| Fa |=| 01ns | As (8)
F3 01 Ngy

folgen. Der Betrag der auf der Flache A senkrecht stehen-
den Kraftkomponente ergibt sich aus dem Skalarprodukt
Fs - n,. Sie verursacht in dieser Flache die Normalspan-
nung

i F: ‘Ng

2
o5 A =0yn3 + 003 + O3N5s3 . (9)
s

Das Quadrat der gesuchten Schubspannung 7 ergibt sich
somit aus

2
e ( ':") —ot. (10)

Nach Einsetzen der Beziehungen (8) und (9) folgt daraus
der oben angegebene Zusammenhang (6).

Nachfolgend soll die Beziehung (6) zun&chst genutzt wer-
den, die Schubspannung in den sogenannten Oktaeder-
ebenen, d. h. den Flachen des Oktaeders (Bild 2) mit den
Flachennormalen

Bild 2
Oktaeder
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zu bestimmen. Setzt man die Komponenten der Flachen-
normalen flir ng,, nsp, nNs3 in Beziehung (6) ein, ergibt sich
fur jede Oktaederebene das Quadrat der Schubspannung
Zu

2(05+ 0%+ 03— 0,02~ 0,03—0304)
9

_(91=02)* + (02— 03)* + (03— 0,)?

= - .

Bis auf den Faktor 4G/3 stimmt dieser Ausdruck mit der
spezifischnen Gestaltdnderungsenergie (4) tberein. Be-
trachtet man also die GréBe der Schubspannung in den
Oktaederebenen als MaB fiir die Werkstoffanstrengung,
erhalt man somit ebenso wie auf der Grundlage des Krite-
riums ,spezifische Gestaltdnderungsenergie“ die Festig-
keitsbedingung (5). Auf diesen Zusammenhang verwies
als erster Nadai [4].

Sucht man dagegen das Kriterium der Werkstoffanstren-
gung statt in der Beanspruchung nur einer Schnittrichtung
im Beanspruchungsmittelwert mehrerer Richtungen, ge-
langt man zwanglos tiber die Hauptschubspannungen

e ud o
(02 03); - (03 01); i sl (0 02);
2 2 2

(13)
bzw. das arithmetische Mittel deren Quadrate zu dem Aus-
druck

=

(12)

T1=i

ti+13+1]  (01-02)% + (02— 09)% + (03— 04)?

3 12

(14)
der gleichfalls der spezifischen Gestaltdnderungsenergie

proportional ist, also auch auf die Festigkeitsbedingung (5)
fihrt.

Im weiteren erweist sich die geometrische Deutung dieses
Ergebnisses als hilfreich: Die Hauptschubspannungen wir-
ken in Ebenen, die einerseits die Hauptachse mitdem glei-
chen Index, andererseits die Winkelhalbierende der hei-
den Ubrigen Hauptachsen bzw. deren Normalen beinhal-
ten. Die Ebenen, deren Richtungen durch die Normalvek-
toren

1
0 T o= - -
V2 ¥

ol

7z

P
mi= {7z |;n= v ons=\| "yz | (15)

H
|

H
|
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charakterisiert werden, liegen parallel zu den Flachen des
Dodekaeders (Bild 3). Die Hauptachsen verlaufen durch
diejenigen Ecken des Dodekaeders, in denen vier Flachen
zusammenstoBen. Bei der Mittelwertbildung sind hinge-
gen jeweils drei Flachen zu berlicksichtigen, die entweder
in den Gibrigen Ecken aneinanderstoBen oder die in der Ab-
wicklung eine fortiaufende Kette (keinen Winkel) bilden.

Novozhilo [5] fand, daB das Quadrat der in der Oberflache



Bild 3
/3 Dodekaeder

eines kugelfdrmigen Stoffelementes wirkenden Schub-
spannung 7 im Mittel der spezifischen Gestaltdnderungs-
energie proportional ist:

1 .
(1?), = — tgdAK~Wg y (16)
Ax

(AK)
Der Nachweis gelingt nach Paul [6] besonders leicht, wenn
die Komponenten des momentanen Normalenvektors n,;,
Ns2, Nsa durch die Koordinaten x, y, z des entsprechenden
Radiusvektors ersetzt sowie Kugelkoordinaten (Bild 4) ein-
gefiihrt werden:

Ngy = X = sinacos ¢

Ns; =y = sinasing

Ns3 = Z = COSQ.

Mit den Beziehungen (16) und (6) erhalt man

2nn
(5= 57 [[ Wome)® + (02052 + (@309
00
- (a1n§1+azn§2+03n§3)2]sinadad¢. (18)

Berlcksichtigt man die Symmetriebedingungen

2nm 2an b7 4
[[ x*sinadadg = ([ y*sinadadg =2jjz2 sinadadg
00 00 00
2an 2nxn 2nm
”x“sinadadcp =”y“ sinadade =”z“sinadad<p
00 00 00
2nn 2nm
” x¥?sinadadg = ” y*2Z?sinadadg
00 00

=2ﬁzzxzsinadadq)

00

sowie die Definitionsgleichung der Oberfliche der Ein-
heitskugel

X2+ y?+22=1, (20)

aus der mit Beziehung (19)

2an £ 41
” x%sinadadg = 2” y2sinadadg
00 00
2nm
=1
= Ou Z?adadg = 3 @1)

COSx

Y

P SN Cosy

% SNk Siny

Bild 4
Eulersche Winkel am Einheitskugel-Achtel

folgt, sind zur Losung von Beziehung (18) lediglich noch
zwei einfach auszufiihrende Doppelintegrationen erforder-
lich:

2nm 2nm

1

4ai - 4 o do = —
!J z"sinadadg P ﬂ cos*asinadadg 5(22)
2an
” x?’y?sinadade
00

1 2nm 1
T ” sin®acos?psinpdade = e -

00
Eingesetzt in Beziehung (18) erhalt man
(«2) 2(o%+ 03+ 05— 010;— 0203~ 030,
Ts)w =
15 23)

_(01=02)% + (02— 03)* + (03— 01)*
B 15

womit die oben behauptete Proportionalitit zur spezifi-
schen Gestaltdnderungsenergie (Beziehung (4)) bewie-
sen ist.

Das arithmetische Mittel des Quadrates der Schubspan-
nung, die in der Oberfldche eines kugelférmigen Werk-
stoffelementes wirkt, stellt somit eine weitere mégliche In-
terpretation der Festigkeitsbedingung (5) dar. Diese Ver-
sion erlangte insbesondere dadurch praktische Bedeu-
tung, als sie von mehreren Forschern [7], [8], [9] als Grund-
lage fUr Vorschlage zur Bewertung von zyklischen Schwin-
gungsbeanspruchungen mit Uberlagerten statischen Be-
anspruchungsanteilen genutzt wurde. Diese unterstelien
neben der Schubspannung auch der in der Oberflache des
kugelférmigen Werkstoffelementes wirkenden Normal-
spannung einen wesentlichen EinfluB auf die Festigkeit.

3. Verallgemeinertes Schubspannungs-
kriterium

Die oben dargestellten unterschiedlichen Schubspan-
nungsinterpretationen der Festigkeitsbedingung von Hu-
ber / v. Mises / Hencky lassen vermuten, daB ein (berge-
ordneter Zusammenhang existiert.

Ausgehend von der speziellen quadratischen Form des
Ausdruckes (6), der das Quadrat der Schubspannung
einer beliebig geneigten Schnittebene ausweist, ergab
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sich der Gedanke, das arithmetische Mittel der Schub-
spannungsquadrate von sechs Ebenen, deren Normalen
(bzw. deren Invertierten)

+n;, +n, +n,
ng=|xny| ; ng=\|xn3| ; nc=|xnz|;
+n; *n, +n,
(24)
ing ina ina
np=(in1 ; D= |xny|; ng=|%xn,
+n; *n, +ny

durch Spiegelung an den Hauptschubspannungsebenen
(Beziehung 15) untereinander in Beziehung stehen, zu un-
tersuchen. Unter Nutzung von Beziehung (6) ergibt sich
nach kurzer Zwischenrechnung
(1), = k[(01— 022+ (02— 03)%+ (02— 04)?]
mit (25)
_ nin3+n3nf+n3n?
T 3(n?+nmd+n?)?

Der Vergleich dieser Beziehung mit derjenigen der spezifi-
schen Gestaltdnderungsenergie (4) zeigt tatsachlich die
vermutete Proportionalitat beider Ausdriicke. Somit kann
das arithmetische Mittel der Schubspannungsquadrate
von sechs Schnittebenen, die den beschriebenen Symme-
triebedingungen genligen missen, im tbrigen aber frei ge-
wahit werden konnen, ebenfalls als Kriterium der Festig-
keitsbedingung von Huber / v. Mises / Hencky betrachtet
werden. Diese neue Version weist die hervorragende
Eigenschaft auf, daB sie die zuvor diskutierten Schubspan-
nungs-interpretationen der genannten Festigkeitsbedin-
gung ausnahmslos als Sonderfalle enthalt. So gehen die
oben angegebenen Beziehungen fiir das Quadrat der
Schubspannung in den Oktaederebenen (12) und die des
arithmetischen Mittels des Schubspannungsquadrates der
Hauptschubspannungsebenen (14) unmittelbar aus der
Beziehung (26) hervor, wenn dort die entsprechenden
Normalen der Schnittebenen (11) bzw. (15) eingesetzt
werden. Sehr Ubersichtlich lassen sich die Symmetrie-
Eigenschaften der erwdhnten sechs Schnittrichtungen wie
folgt zeigen: Man stellt die Normalen der Schnittebenen
(Beziehung 24)) als Radiusvektoren dar, deren Endpunkte
dann ausnahmslos auf der Oberflache der Einheitskugel
liegen und zugleich Tangentenpunkte von Ebenen sind,
deren Richtung mit denen der erwahnten Schnittrichtun-
gen identisch sind. Fiir die Untersuchung der Eigenschaf-
ten der Beziehung (25) ist es wegen deren quadratischer
Form ausreichend, nur das von den positiven Hauptnor-
malspannungsachsen begrenzte Achtel der Einheitskugel
zu betrachten.

Die Oberflache der Achtelkugel stellt ein gleichseitiges
sphdrisches Dreieck dar (Bild 5). Seine Winkelhalbieren-
den (strichpunktiert gezeichnet) sind zugleich Bestandteil
der als Symmetrieebenen fungierenden Hauptschubspan-
nungsebenen. Wie man erkennt, korrespondieren auf der
Basis der oben formulierten Symmetriebedingungen im
allgemeinen genau sechs Schnittrichtungen miteinander.
Lediglich in dem Sonderfall, daB8 die Radiusvektoren der
Schnittrichtungsnormalen in die erwahnten Symmetrie-
ebenen fallen, reduziert sich diese Anzahl: im allgemeinen
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V Dodekaederebenen
© Oktaederebene

Bild 5
Symmetrie der Tangentenpunkte der Schnittrichtungen

auf drei, wie im Faile der eingezeichneten Hauptschub-
spannungsebenen, oder minimal auf eins im Falle der Ok-
taederebene.

Erwéhnenswert ist der Sonderfall, daB die Normalen der
Schnittebenen mit den Hauptachsenrichtungen tberein-
stimmen, d. h. die Endpunkte der Radiusvektoren in den
Ecken der Achtelkugel liegen. Die so beschriebenen
Hauptnormalspannungsebenen sind namlich schubspan-
nungsfrei, so daB in diesem Fall trotz Erfiillung der gefor-
derten Symmetrie eine an der Schubspannung orientierte
Interpretation der Festigkeitsbedingung ausnahmsweise
nicht méglich ist.

Zusammenfassend ist festzustellen, daB fur jede beliebig
gewahlte Schnittrichtung (und die entsprechend der gefor-
derten Symmetrie mit dieser korrespondierenden Schnitt-
richtungen) zwar im allgemeinen unterschiedliche Fakto-
ren k nach Beziehung (25) berechnet werden, daB aber in
jedem Fall die Proportionalitat

(Tﬁ)m“‘(01—02)2+(02_03)2+(03—01)2 (26)

vorliegt. Sie bleibt selbstverstandlich auch dann erhalten,
wenn in einem beliebigen Sechstel der sphirischen Ober-
flache der Achtelkugel (Bild 3) eine unbegrenzte und
gleichmaBig dicht angeordnete Menge von Tangenten-
punkten vorgegeben wird. Die Erflllung der Symmetriebe-
dingungen bewirkt, daB auch in den {ibrigen fiinf Sechsteln
der Achtelkugeloberflache eine ebenso dicht angeordnete
Menge von Tangentenpunkten abgebildst wird. Auch bei -
der Ubertragung der gleichen Verfahrensweise auf die (ib-
rigen sieben Einheitskugel-Achteile bleibt die Proportiona-
litatsbeziehung (26) erfiillt. Es zeigt sich somit, daB auch
die von Novozhilo gefundens Beziehung (186) als Sonder-
fall des oben formulierien verallgemeinerten Schubspan-
nungskriteriums (25) gedeutet werden kann. ’

4. Zusammenfassung

Die Festigkeitshypothese von Huber / v. Mises / Hencky
hat sich zur Beurteilung der Werkstoffanstrengung duktiler
(d. h. nicht spréd brechender) Werkstoffe gut bewahrt. Ihre
physikalische Begriindung 148t verschiedene Méglichkei-
ten zu: Einerseits kann die je Voiumeneinheit gespeicherte
Gestaltanderungsenergie als Anstrengungskriterium be-
trachtet werden, andererseits flihren aber auch mehrere
Interpretationen, die (ibereinstimmend das arithmetische



Mittel des in bestimmten Schnittflachen wirkenden Schub-
spannungsquadrates beinhalten, zum gleichen Ergebnis.
Die den verschiedenen Schubspannungs-Interpretationen
der genannten Festigkeitsbedingung zugrundeliegende
GesetzmaBigkeit wurde gefunden. Es ist dies eine spe-
zielle Symmetriebedingung, durch die zu jeder beliebigen
vorgegebenen Schnittrichtung weitere definiert werden,
deren Schubspannungsquadrate im arithmetischen Mittel
mit einer einzigen Ausnahme als Kriterium der genannten
Festigkeitsbedingung betrachtet werden kénnen. Die er-
wahnte Ausnahme liegt dann vor, wenn die vorgegebene
Schnittrichtung schubspannungsfrei ist, d. h. wenn ihre
Normale oder Invertierte mit einer der Hauptnormalspan-
nungsrichtungen zusammenfalit.

Eine gelegentlich erfolgte Favorisierung der Oktaeder-
schubspannung zur Erklarung der Werkstoffanregung
duktiler Werkstoffe erscheint vor diesem Hintergrund als
ungerechtfertigt.

Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen

A Gro6Be der relativ zu den Hauptachsen ge-
neigten Tetraederflache

Fs ander Flache A angreifender Kraftvektor

Fy,F,, F; parallel zu den Hauptachsen wirkende
Kraftvektoren

G Schubmodul

k Faktor nach Beziehung (25)

n,ns, n*  Normalenvektoren mitdem Betrag 1

o ie Volumeneinheit gespeicherte Gestalt-

anderungsenergie
X,¥,Z  Kkartesische Koordination
a, @, Eulersche Winkel
0y 0y, 0; Normalspannungen
04,02, 03 Hauptnormalspannungen

og Grenzspannung

Os senkrecht zur Flache A; wirkende Normal-
spannung

71,72, T3 Hauptschubspannungen

Ts inder Flache As wirkende Schubspannung

(t3)m  arithmetisches Mittel des Schubspan-
nungsquadrates
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