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Bei der Berechnung zweidimensionaler ebener Tragwerke mit der FEM héngt die Genauigkeit der L3sung in starkem MaBe von der Topo-
logie der Vernetzung ab. Der aus den Ableitungen der Ansatzfunktionen folgende Vektor der Spannungen erfillit weder die Gleichge-
wichtsbedingungen im inneren der Elemente noch die vorgeschriebenen statischen Randbedingungen. Das Residuum dieser Gleichun-
gen, d.h., die Differenzen zwischen den FEM-Belastungen und den bekannten Belastungen, wird daher als sogenannte Fehlerbelastung
betrachtet, aus der man die relativen und die absoiuten Fehler erhalt. ihre Verteilung Uber das gesamte Netz kann zu dessen Verbesserung
benutzt werden.

In FEM analysis of two-dimensional plane structures the accuracy of solution decisively depends on the topology of the meshes. The vector
of stresses based upon the derivatives of shape functions does not fulfil neither the equilibrium equations inside the elements nor the
prescribed static conditions on the boundaries. Therefore, the residuum of these equations, i. e. the differences between the finite element
loads and the known loads, may be considered as so-called error load from which the reiative and the absolute errors can be calculated.

Their distribution throughout the net allows for mesh refinement.

1. Einleitung

Die elastizitatstheoretische Analyse allgemeiner Problem-
stellungen der Kontinuumsmechanik mit Hilfe der Methode
der finiten Elemente wird nurin den seltensten Fallen wirk-
lich ,exakte” Ergebnisse liefern. In der Gberwiegenden
Mehrzahl der Aufgaben hat man mit Fehlern zu rechnen,
deren Ursachen sich in vier Gruppen einteilen lassen [1]:

1. Bildung des mechanischen Modells,

2. Festlegung der mechanischen Parameter,
5. Auftreten von Rundungsfehlern,

4. Anwendung des Néherungsverfahrens.

Auf die sich aus den ersten beiden Gruppen ergebenden
Fehler sind die Aufgabenstellungen der Modellbildung
technischer Systeme (,,Minimalmodell“) gerichtet. Sie ha-
ben direkt mit der FEM nichts zu tun und sind deshalb auch
nicht Gegenstand der folgenden Ermittlungen. Die Run-
dungsfehler der dritten Gruppe sind bei dem gegenwarti-
gen Stand der Rechentechnik und der Wahl leistungsfahi-
ger Algorithmen vernachlassigbar kiein. So konzentriert
sich das Interesse auf die Approximationsfehier, die man
aus der vierten Gruppe erhalt.

Wéhrend es bei der FEM fir die richtige Wahi des Nahe-
rungsansatzes gesicherte Vorschriften gibt (Konvergenz-
verhalten, CP-Stetigkeit) und der Elementtyp im alige-
meinen problembezogen oder ,historisch bedingt* ist, er-
fordert die giinstige Annahme der Vernetzung groBe inge-
nieurmaBige Erfahrung und ein gewisses ,feeling” flir den
sich einstellenden Spannungszustand. Es ist daher
duBerst wiinschenswert, bereits nach dem ersten Re-
chenlauf (a-posteriori) zu wissen,

- wo eine gewéhite Vernetzung nicht fein genug ist und
wie sich die Fehler auf das gesamte Gebiet verteilen (re-
lativer Fehler),

- wie gro die entstandenen Fehler bezliglich der (mei-
stens natirlich unbekannten) exakten Losung sind (ab-
soluter Fehler).

Aus diesen Erkenntnissen lassen sich dann sofort Riick-
schliisse auf die notwendigen Netzverfeinerungen ziehen
und gegebenenfalls eine automatische Netzanpassung
durchfiihren ([1] bis [7]).

Die Kriterien, nach denen die auftretenden Fehler be-
stimmt werden, kénnen verschiedener Art sein ([8] bis
[11]). Sowohi die Erflllung der Gleichgewichtsbedingun-
gen im Inneren der Elemente als auch die Erflllung der ki-
netischen Randbedingungen an den Elementréndern sind
Grundlage von Fehlerberechnungen. Aber auch aus spe-
ziellen energetischen Untersuchungen oder aus der Uber-
einstimmung der Spannungen von in einem Knotenpunkt
zusammenstoBenden Elementen lassen sich Fehler ermit-
teln. Dabei muB darauf hingewiesen werden, daB nicht
nach jedem der hier angefiihrten Kriterien die gleiche Feh-
lerverteilung herauskommt, jedoch lehrt die Erfahrung,
daf sich die Gebiete mit den gréBten Fehlern nicht wesent-
lich voneinander unterscheiden.

Die im folgenden dargestslite Fehlerberechnung beruht flir
den ebenen Spannungszustand und den ebenen Verzer-
rungszustand auf der Uberpriifung der Gleichgewichtsbe-
dingungen in Inneren eines Elemsnts und der Gleichheit
der Spannungsverlaufe zwischen zwei benachbarten Ele-
menten. Somit ist diese Untersuchung eine Erweiterung
der in [8] dargesteliten Vorgehensweise, in der wegen
eines quadratischen Ndherungsansatzes auch die Span-
nungen in den Knotenpunkien der Vernetzung zur Feghler-
ermittlung herangezogen werden missen.

Die Fehlerberechnung ist speziell fiir Scheibenprobieme
der linearen Elastizitatstheorie durchgefiihrt worden und
bezieht sich in den Annahmen und Bezeichnungen auf das
Anwenderhandbuch E87E ([12]). Weitere Einzelheiten
sind in [13] enthalten.

2. Grundiagen der Fehlerbestimmung

Die Methode der finiten Elemente ist ein numerisches Ver-
fahren zur ndherungsweisen Ldsung von Randwertaufga-
ben. Im vorliegenden Falle wird sie zur Analyse des ebe-
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nen Spannungszustandes und des ebenen Verzerrungs-
zustandes benutzt, wobei in dem FEM-Programm
BAF_E87 der Bergakademie Freiberg das zu untersu-
chende Gebiet in Dreieckelemente mit 3 Knoten (den Eck-
punkten) eingeteilt wird (Bild 1). Als Ansatzfunktionen fir
die Komponenten des Verschiebungsvektors finden redu-
zierte Hermitesche Polynome 3. Grades Verwendung.

Bild 1:
Finites 3-Knoten-Dreieckelement

Der aus diesen Ansatzfunktionen folgende Spannungszu-
stand erfllt i.a. nicht exakt die Gleichgewichtsbedingun-
gen im Inneren jedes Elements, und er erfillt auch nicht
exakt die vorgeschriebenen kinetischen Randbedingun-
gen langs der Elementrénder, aber er ist die exakte L&-
sung fur Volumenbelastungen bzw. fur Randlinienbela-
stungen, die man aus den Gleichgewichtsbedingungenim
Inneren jedes Elements bzw. aus der Differenz der zuge-
hérigen Linienbelastungen entlang der Verbindungslinien
jeweils zweier Elemente erhait. Die Differenz zwischen
diesen ,FEM-Belastungen® und den gegebenen Belastun-
gen stellt eine Fehlerbelastung dar, die nur dann ver-
schwindet, wenn der N&herungsansatz fir das Verschie-
bungsfeld mit der exakten Lésung des Randwertproblems
ibereinstimmt. Bildet man gewisse Normen dieser Fehler-
belastungen und setzt diese Zahlenins Verhaltnis zum Ge-
samtfehler, so kann angenommen werden, daB die Netz-
einteilung in den Gebieten mit den groBten relativen Feh-
lern verbessert werden muB. Bezieht man dagegen die
(gemittelte) Spannung infolge der Differenz aus der ,, FEM-
Belastung“ und der exakten Belastung (gemittelte Span-
nung infolge der Fehlerbelastung) im Element bzw. am
Elementrand auf eine maximale vorhandene Vergleichs-
spannung (bzw. eine analoge reprasentative Spannung)
im gesamten Kontinuum, so kann aus diesem absoluten
Fehler eine allgemeine Aussage Uber die Gute der FEM-
Né&herung getroffen werden.

3. Ebener Spannungszustand und ebe-
ner Verzerrungszustand

In diesem Abschnitt sollen zunachst einige fir die weitere
Untersuchung notwendige Beziehungen des zweidimen-
sionalen Spannungszustandes angegeben werden.

Der Verschiebungsvektor u(x, y) im Inneren des Elements e
wird durch den Vektor der Ansatzfunktionen (N&herungs-
ansatz)
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ul® (x,y)

H(e)(X, y) = [ U)CO) (xy)

] = FO(x,y)'z (1)

approximiert. Dabei sind

— der Knotenvektor

2 = [Uyi; Usixis Uxtyis Uyis Uyns Uyil” (I 2 1,2, 3), ()
— der Elementknotenvektor

20 = [2; 25 20 @)

- und die Matrix der Formfunktionen
E(e)(xn y) = f(e) (&1, &2 &3)
fioj:f;03:fio} ]’
=[g§ﬂig£zzig£t51 @)
mit den Vektoren der Formfunktionen (Hermitesche Poly-
nome in Dreieckkoordinaten &, &, &;)

f1 (&1, &, &) =11 (61, &2, &), F2 (51, &, &3); 5 (&1, &2, &5)),

f2 (€1, &2 &3) = [f4 (&1, &2 &3); T (E1, &2, &3); T (&4, &2, E3)),

fs (&1, &, &) = [f1 (&1, &, &3); o (&1, &2, &3); Fo (€1, &2, &3)).
(5)

Zwischen dem Verschiebungsvektor u (x, y) und dem Vek-
tor der Verzerrungen

£ (% Y) = & (6, Y); & (X, ¥); iy (%, V)T (6)
besteht mit der Differentialoperator-Matrix
Cl 3 T
el 0 Pl
= [ ox 5 aay ] @
0 = =
9y ox
der Zusammenhang
e(xy)=Du(xy) (8)

bzw. fur den Naherungssatz (1)

¥ (&), &5, E3) = DF (&, &5, &3)7 2

= _M,IG(EI: 52» E.’)Ttl_ (e)TZ(e). (9)
Die Matrix Ws (€, &,, &;) enthdlt den Vektor der Variablen
we (&1, &, &) = [E]; &, & E1&x &by E3E1], (10)

wahrend die Geometriematrix H® aus den Abmessungen
des Elements e gebildet wird.

Der Vektor der Spannungen

o (%, y) = [ox (% y); 0y (%, ¥); Ty (%, Y)) (11)

ist mit dem Vektor der Verzerrungen nach Gl. (6) tiber die
Beziehung

a(xy)=Cle(x y)—adT(xy)] (12)

verknipft. Dabei sind C die bekannte Elastizitatsmatrix, a
der Vektor der Langen-Temperaturkoeffizienten und

AT (X, y) =T(x,y) — Ta (13)

die Temperaturdifferenzen mit T, als Temperatur des
spannungsfreien Ausgangszustandes. Fir isotropes Ma-
terial kdnnen die Matrix C und der Vektor a bei einem ebe-
nen Spannungszustand bzw. einem ebenen Verzerrungs-
zustand der Literatur entnommen werden (z. B. [13]). Ele-
mentweise unterschiedliche GréBen der Materialkonstan-
ten E, v und a sind méglich.



Mit dem Vektor der Ansatzfunktionen nach Gl. (1) gewinnt
man so

a® (&, &, &) = C® [Ws (&, &, &)THOT 2@ -
- a® AT (&, &, &)). (14)

4. FEM-Linienbelastungsvektor und
FEM-Volumenbelastungsvektor

An einem um den Winkel ¢ gedrehten Randstiick (Bild 2)
bestimmt man aus dem Vektor der Spannungen nach Gl.
(14) einen Linienbelastungsvektor

Qenx (1, &2, &3)
Qer (51,62, 63) =
HER (EI 62 63) [ Qery (EI: 62: 53) ]

- cos @ 0 sing
[ 0 Sin(p cos @ ] g(‘Sb 52, 63)

= Trd (&1, &, &3). (15)

Y

q'ERy
o’)(
Z «; —
Ty /y\ qER

—
Tyx

Oy

dx

Bild 2:
Linienbelastung am gedrehten Randstick

Speziell an dem Elementrand &, = 0 ergibt sich fiir den
ebenen Spannungszustand als FEM-Linienbelastungs-
vektor am Elementrand &; =

@  EY 1 T80&0&5G0 @) ,(6) _
Sent 1—v2 |, [ 08080 &8 ] e
dE® 1 rya-y:
-— —— — T —
1—1!(9) I1 [ X2 — X3 ] 4 (61 0) (16)

und an den Elementréndern &, = 0 bzw. &; = 0 nach zykli-
scher Vertauschung

F ‘fi’fﬁ:ﬁ % [ Z:i‘: ] AT(E=0) (17)
bzw. h
oo w08y a0 ] e
- %:),,i(: % _ ﬁ:g ] AT(E=0.  (18)

Die Geometrie-Stoff-Matrizen Q® (i 2 1,2,3) enthalten die
Materialkonstanten und die geometrischen Abmessungen
des Elements e.

Mit der Differentialoperator-Matrix (7) lauten die Gleichge-
wichtsbedingungen eines zweidimensionalen Spannungs-
zustandes

D'a(x,y) +p(x,y)=0z. (19)

Diese Gleichgewichtsbedingungen sind im allgemeinen
fir den exakten Volumenkraftvektor p (x, y) und den Vektor
der Spannungen o® (x, y) infolge des Vektors der Ansatz-
funktionen (1) nicht erfillt, aber es 4Bt sich fiir jedes Ele-
ment e eine FEM-Volumenbelastung ermitteln, die dieser
Forderung genligt. Den FEM-Volumenbelastungsvektor
im Element e gewinnt man mit den Spannungsbeziehun-
gen (14) aus Gl. (19) zu

e)
DRNE, £, 85) = [‘,’;ﬁ;,gj gjj gjj] =~ D0 (&, &, &)

= — D'C® W, (&), &, &)THz -
— a® AT (&), &, &)] (20)

und nach Ausfithrung der notwendigen Differentiationen
im Falle des ebenen Spannungszustandes zu

®)
B b0 8) = — oy Wa (81 & £0TPOZO +

Pl [Ar(s,, & B ] 0
1=v% | AT (&, 5s &y ™

Dabei sind wiederum P® eine Geometrie-Stoff-Matrix und

die Matrix W (£;, &,, £3) eine Funktion des Vektors der Va-
riablen

wakr, &, &) = [E1; &5 &) (22)

(21)

5. Fehlerbelastungen

Wie bereits in Abschnitt 2. erwahnt, ist der aus der FEM-
Analyse folgende Vektor der Ansatzfunktionen u® (&, &,, &;)
gegeniber dem exakten Verschiebungsvektoru (&,, &, &)
nur eine Naherungslésung, die zwar die kinematischen
Randbedingungen exakt erfilllt, aber zu einem Span-
nungszustand fihrt, der ebenfalls nur eine Naherung ge-
geniiber dem exakten darstellt. Es liegt nun nahe, einen
Fehlerverschiebungsvektor

uf® (&1, &5 &) = U (&1, &5, &5) — U (E1, &2 &) (23)

einzuflhren, der nur dann verschwindet, wenn die Nihe-
rungslésung mit der exakten Lésung lbereinstimmt. Das
wird nur in ganz wenigen Spezialféllen eintreten. Im allge-
meinen findet man Uber den Vektor der Fehlerverzerrun-
gen [Gl. (9)]

ef (£, &5, &3) = €@ (£, &5, &3) — £ (E), &3, &3)
= We (81,82, 8) HYZ - ¢ (£, 6, &3)  (24)

einen Vektor des Fehlerspannungszustandes [Gl. (14)]

o (&1, &, &) = 0" (&, &, &3) — 0 (£, &), &)
= Q(e) [We (&1, &, fﬂ)rﬂ(a"{(e) -
— a®AT (&, &, &) - 0 (E, &, &),  (25)
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dem aus den Gleichgewichtsbedingungen am finiten Ele-
ment [Gl. (19)] ein Fehlervolumenbelastungsvektor im Ele-
ment e [Gl. (21)]

PA” (£, E2, &) = pE” (€1, &2, &) — D (&1, &, &)

6)
=i — 1—5{%72 Wi (&, &, &5)TP@2® +

E®a® [ AT(E, & &) 1@
+ 1_1,28} [ AT(EI, §2, §3)Iy ] - Q(SI: 52: 63)
(26)

zugeordnet werden kann.

Neben der Fehlervolumenbelastung sind auch zwischen
den Elementen bzw. an freien Elementrandern Fehlerli-
nienbelastungen vorhanden, die ihre Ursache in dem nicht
Ubereinstimmenden Spannungsverlauf an den Réndern
zweier zusammenstoBender Elemente bzw. in der Nicht-
Ubereinstimmung der FEM-Randspannungen mit vorge-
schriebenen Linienbelastungen haben.

Betrachtet man den Elementrand &; = 0 des Elements e
bzw. den Elementrand &, = 0 des Elements e’ (Bild 3), so
gelten die geometrischen Beziehungen

bi==x2+x3=—by=x2— X3,

Ci=Yy2—y3 ==Ci==)2+ys
E+&=1;8=1-§;8=E,
E1+&i=1;8=1-85=1-5=§, (27)
o =17,

Da weiterhin z, = z; und z; = z; sind, definiert man zu-
nachst einen FEM-Differenzrandlinienbelastungsvektor
am Elementrand &; = 0

Qb = qth + g8, (28)

der mit Gl. (16) fUr gleiche Stoffwerte in den zusammen-
stoBenden Elementen die Form

)
Qo = - 1—_5;,(72 —I}T) EEHZY + (H{2®)  (29)

annimmt. [Die Matrizen Hf¥ (i 2 1, 2, 3) sind Untermatrizen
der Matrizen Qf¥ (i 2 1, 2, 3) inden GIn. (16) bis (18).] Es ist

Biid 3:
Innerer Elementrand
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ersichtlich, daB8 die beiden Komponenten der Vektoren
qofl (i 2 1, 2, 3) symmetrische quadratische Parabein
sind, die in der Mitte der Elementrander jeweils ihre Ma-
xima besitzen und an den Eckpunkten Null sind. Damit wird
es flr diesen Ansatz nie méglich sein, an einemim Inneren
des vernetzten Kontinuums liegenden Knoten eine von
Null verschiedene auBere BelastungsgréBe durch die Dif-
ferenzbildung der Spannungen an diesem Knoten zu er-
halten. An einem &uBeren Rand gibt es keine Differenzbil-
dung, so daB dort auch an einem Knoten eine duBere
Spannung vorhanden sein kann.

Den gesuchten Fehlerlinienbelastungsvektor am Element-
rand &; = 0 ermittelt man nun zu

Qff (6:=0,8,8)=qBR (51=0,E,8:) —q(£,=0,8, &)

E(e) 1 e, e’) (e’
T T E283(H/¥Z2® + H,®'2®") -
- 1
- g(&l = 01 §2: 53), (30)

bzw. fir die Elementrander &, = 0 und &; =0 des Elements e

8 (6, 5=0,8)=q8% (E,E:=0,8:) —q (£, 5 =0,E)
E® 1

= e (e) ,(e) (e) (e)) _
- 1—1'(8)2 Iz(e) gJEI(_I:IZ z +_H_2 4 )

-q(6,6=0,6&), (31)
R (61,8, E=0)=qf¥ (1, &, 8:=0) —q (£, &, 6:=0)
E® N
T T 73%‘ 818:(Hs® 2 + H* 2®) -
= q(8, 6,8 =0). (32)

6. Relative Fehler und Verfeinerungs-
indikatoren

Nachdem die Fehlerbelastungen in jedem Element und an
jedem Elementrand bekannt sind, muB ein Kriterium ge-
funden werden, wie mit Hilfe dieser Fehlerbelastungen ein
Verfeinerungsindikator bestimmt werden kann. Dieser
Verfeinerungsindikator soll angeben, in welchen Gebieten
des untersuchten Kontinuums eine Netzverfeinerung er-
forderlich ist. Es leuchtet ein, daB ein Fehler dort am gréB-
ten sein wird, wo eine groBe Fehlerbelastung vorhanden
ist. Berechnet man also eine Norm (absolute Gré8e) der
Fehlerbelastungen in jedem Element und an jedem Ele-
mentrand, dann stellt die Summe der Quadrate aller dieser
Normen den Gesamtfehler im vorliegenden Gebiet dar.
Das Verhiltnis des auf den Elementbereich bezogenen
Quadrates der Norm jedes Elements (Elementdurch-
schnittsfehler) zum auf den Gesamtbereich bezogenen
Gesamtfehler (Gesamtdurchschnitisfehler) liefert ‘dann
ein MaB zur Verteilung des Gesamtfehlers. Allerdings gibt
diese Vorgehensweise nur die relativen Fehler an und be-
sagt nichts Uber die absoluten Fehler in der FEM-Analyse.
Dazu miissen andere Kriterien eingesetzt werden.

Als eine brauchbare N&herung fiir derartige Fehlerunter-
suchungen hat sich die sogenannte L,-Norm erwiesen.
Man erhalt sie fir eine Funktion f(x, y) in einem vorge-
schriebenen Gebiet 2 aus

lelly, = [ J 2 (x,y) d2] 2, (33)



Unter der Voraussetzung elementweise konstanter Ele-
mentdicke h® lauten die L,-Normen des Fehlervolumen-
belastungsvektors im Element e nach Gl. (20) und GI. (26)

lleg®Il, = [ A{,; P (&1, & £ DA (&1, & &) OA]™
. - E®©g® ATy, (e)
= {h h® -r” (9)2 WgrP”Z” — V(O) I:AT|y] +Q]T'

E(J _ E®a® [41,] @
(34)

Bei der Fehlerlinienbelastung geht man in analoger Weise
vor. Die den Linienbelastungsspriingen zwischen zwei zu-
sammenstoBenden Elementen entsprechenden Linienbe-
lastungen sind in den Gin. (30) - (32) bereitgestellt. Ihre L,-
Normen des Fehlerlinienbelastungsvektors am Element-
rand k betragen

Hegsllo= [h1/f o (81=0, & 8)'afd (81=0, &, &) ds]"™

={h [f[ _v— — 5253 (H®2® + H,*'2®)) + q (&, = 0)]"-
1

E 1 yCY
152 bt 1929+ 112 + 6= 010

(35)

[Anmerkung: In Gl. (35) wird angenommen, daB der Rand
k zwischen den Elementen e und e’ der
Rand & = 0 des Elements e ist. Dieser
Rand besitzt die (konstante) Elementdicke
h; und die (evtl. zwischen den Elementen e
und e’ gemittelten) Materialkonstanten £,
und v;.]

Mit den Quadraten der L,-Normenin den Gin. (34) und (35)
definiert man einen Gesamtfehler der Fehiervolumenbela-
stungen

=) llef 2 (e: alle Elemente)  (36)
e

und einen Gesamtfehler der Fehlerlinienbelastungen
fa=) llegli2 (n: alle Elementrander). (37)
e

Die relativen Gesamtdurchschnittsfehler sind dann

A Llle N2
g e
Y hepe Y hie e ' (38)
e e
fy Y lleg,ll2
=
= : 39
Lhekn 2. el @)
n

SchlieBlich findet man die relativen Elementdurchschnitts-
fehler der Fehlervolumenbelastungen im Element e zu

e 212 ) he A©
e

h®A®@ Y l1e N2
e

pr (e: alle Elemente) (40)

und die relativen Randdurchschnittsfehler der Fehlerli-
nienbelastungen am Elementrand k zu

llegl2) hln
fox= ————"r—— (k,n: alleElementrander). (41)
T h X Negy 12
n

Diese relativen Elementdurchschnittsfehler und Rand-
durchschnittsfehler kbnnen auch als die gesuchten Verfei-
nerungsindikatoren angesehen werden. Fir alle Vermnet-
zungsbereiche, deren Verfeinerungsindikatoren z. B.
Werte f12 > 1.0 bzw. fg > 1.0 liefern, ist eine Netzverfei-
nerung zu empfehlen. Bereiche mit Verfeinerungsindikato-
ren < 1.0 bedirfen dann zunachst keiner Korrektur.

7. Absolute Fehler

Um den absoluten Fehler einer FEM-Berechnung ange-
ben zu kdnnen, miBte man die exakte Lésung des be-
trachteten Problems kennen. Da dies im allgemeinen nicht
der Fall sein wird, muB man die Erfiillung gewisser stati-
scher Randbedingungen zu Hilfe nehmen. In dem vorlie-
genden FEM-Programm BAF_E87 der Bergakademie
Freiberg werden die kinematischen Randbedingungen
durch die Vorgabe von Knotenvektorkomponenten exakt
erfillt. Demzufolge stehen zur Fehlerabsch&tzung erstens
noch Spannungen zu Verfiigung, wobei die aus der FEM-
Analyse folgenden FEM-Linienbelastungen an den Eie-
mentrandern mit dort gegebenen &uBeren Randlinienbela-
stungen verglichen werden kénnen. Das ist aber oft nicht
mdéglich, da bei vielen Problemen keine Randlinienbela-
stungen vorgeschrieben sind bzw. deren GréBe im Ver-
gleich zum EinfluB anderer KraftgroBen (Einzelkrifte,
Temperatur) vernachlassigbar ist. Auch ist zweitens das
Verhélinis zwischen berechneter FEM-Volumenbelastung
und eingetragener Volumenbelastung nur als Fehlerkrite-
rium heranzuziehen, wenn es eine eingetragene Volumen-
belastung gibt (Eigengewicht, Zentrifugalkraft). Man wird
daher nach anderen Mdglichkeiten suchen miissen, um
eine brauchbare Abschatzung des absoluten Fehlers zu
erhalten.

In dem Datenausdruck des FEM-Programms BAF_E87 er-
scheint in jedem Knoten des Kontinuums die Vergleichs-
spannung o, nach der Gestaltsanderungsenergiemethode
von Huber/Hencky/v. Mises. Die maximale bei einem Pro-
blem auftretende Vergleichsspannung o,max 0der—umden
EinfluB einzelner sehr hoher in Knotenpunkten mit singula-
ren Spannungszustidnden vorhandener Spannungsspit-
zen auszuschlieBen — der Durchschnittswert der hdchsten
in dem Kontinuum berechneten Vergleichsspannungen
(deren Anzahl festgelegt werden muB) wird als Bezugs-
spannung av bestimmt. Zu dieser Bezugsspannung wer-
den in das Verhaltnis gesetzt

1. die gemittelte Fehlerspannung in jedem Element,

2. die gemittelte Fehlerspannung an jeden inneren Ele-
mentrand,

3. die gemittelte Fehlerspannung an jedem belasteten
oder unbelasteten duBeren Elementrand.

Die Berechnung einer Fehlerspannung in jedem Element e
ist nicht mdglich, da zwar der Spannungszustand aus der
FEM-Belastung bekannt ist [GI. (14)], der exakte Span-
nungsveriauf aber nicht. Deshalb wird aus dem Fehlervo-
lumenbelastungsvektor im Element e nach Gl. (26) eine re-
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sultierende Kraft bestimmt und diese dann auf eine repra-
sen..live Fldche jedes Elements bezogen.
Dieser Wert stellt die gemittelte Spannung infolge der
Fehlervolumenbelastung im Element e dar.

Die resultierende Kraft der Fehlervolumenbelastung im
Element e findet man zu

Fi® = hOL([ pe?dA) + ( pAYdAPI™
A e) A (8)
£ E© g

— hle) (6)T, (6)
=hoAl 6(1—v1?) lp 27+ 71—

[ AT, dA-
A®

)
— [ pxdAP + {_L. reTz6 4
Ale) X 6(1___1,(9)2) =

E® g (e

—— [4TydA - | p,dAF}'%, (42)
71—y e A®

wobei sich die Geometrie-Stoff-Vektorenr Y und r ¢/ durch

die Integration entsprechender Teile von Gl. (20) tber die

Elementflache ergeben.

Fir die Wahl der représentativen Flache A® bestehen ver-
schiedene Mdglichkeiten. In die Spannungsermittiung sol-
len nattirlich die GréBe der Flache A® und die Dicke h®
des Dreiecks eingehen, aber auch die topologische Form
des Dreiecks sollte beriicksichtigt werden. Erfahrungsge-
maB sind sehr schmale Dreiecke ungunstiger als ,gut kon-
ditionierte“, so daB erstere fehlerempfindlicher sind.

1. Ist die reprasentative Flache A mit der Dreieckflache
A identisch (Bild 4.a), erhalten unterschiedlich dicke
Elemente die gleiche Fehlerspannung.

2. Setzt man die reprasentative Flache A® aus der Ele-
mentdicke h® und der Diagonalen /g eines mit dem
Dreieck flachengleichen Quadrats zusammen (Bild 4.b),
findet die Form des Dreiecks keine Berlicksichtigung.

3. Besteht die reprasentative Fliche A© aus der Element-
dicke h® und dem grdBten im Dreieck vorhandenen
Abstand /g (Bild 4.c), treten in schmalen Dreiecken
kleinere Fehlerspannungen als in ,,gut konditionierten*
auf.

Y
AL A@
S—_
a
y Aeihe@ y‘ Xepege
X X
o S — —
Bild 4:
Reprasentative Flache
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4. Die beste Moglichkeit scheint eine représentative Fla-
che A® zu sein, die von der Elementdicke h® und dem
Durchmesser d® des dem Dreieck eingeschriebenen
Inkreises gebildet wird (Bild 4.d). Hier liefern schmale
Dreiecke grbBere Fehlerspannungen. Deshalb wird
diese Variante fir die Fehlerabschatzung vorgeschla-
gen.

Mit
A(")—h“”\/ (=l +lo+ 1) (Iy — b+ 1) (I + o — 1)
Lh+1h+1

(43)

nehmen die gesuchten gemittelten Spannungen infolge
der Fehlervolumenbelastung im Element e dann den Wert

Fp(e)

i

o) = (e: alle Elemente) (44)
p

an.

Im Vergleich mit der Bezugsspannung &, ergeben sich die
prozentualen absoluten Elementdurchschnittsfehler der
Fehlervolumenbelastung im Element e

ofe

Y
Oy

100 %

A (e: alle Elemente).  (45)
Die gemittelte Fehlerspannung an jedem inneren Element-
rand wird ebenfalls aus einer resultierenden Randkraft und
der Seitenflache des Dreiecks gebildet. Die resultierende
Kraft der Fehlerlinienbelastung am Elementrand k folgt
nach Gl. (30) bis Gl. (32) zu

Fqk=hk{[,qum£°) (£,=0)ds¥ + [,EQFF{;) (5, =0)ds}}'"?

= he{[- 6—(15_%5 (g2 + 1§72 -
—ka qx (& = 0)ds) +
E
Yy
—ka qy (& =0)ds]?}', (46)

[In GI. (46) ist wiederum die Anmerkung hinter Gl. (35) zu
beachten. Die Vektorenr{Sundr) (i 2 1,2, 3) entstehen

(729 + )2 -

durch Integration entsprechender Funktionen in den
Gin. (30) bis (32) tiber die Randlange.]

Mit der Flache des Elementrandes

A= hyly (k: alle Elementrander) (47)

findet man die gesuchten gemittelten Spannungen infolge
der Fehlerlinienbelastung am Elementrand k in der Form

Fak Fok

= ——— (k: alle Elementrander). (48
Ak hidk )
Die prozentualen absoluten Randdurchschnittsfehler der
Fehlerlinienbelastung am Elementrand k besitzen die
GroBe

Ogrk =

_ Ogrk
f qak = *
Oy

100 % (k: alle Elementrénder). (49)

SchlieBlich wird die gemittelte Fehlerspannung an einem
unbelasteten oder auch belasteten auBeren Rand aus



einer resultierenden Randkraft und der Seitenflache des
Dreieckelements gebildet. Die resultierende Kraft der Feh-
lerlinienbelastung am Elementrand k nimmt mit Gl.(16) bis
Gl. (18) und Gl. (30) bis Gl. (32) die Form

Fax=he{1S Qef (5= 0)dsF + Lf aeky (5=0)ds)*} '™

=he{[- 6_(TE—‘(—V£)£quT_Z—(e)+ 1:—;;-£’—{AT(§, 0)ds —
‘JQx(EI 0) ds)® +
k=g (1E 77 o' T2 + 1+E1:(-TI.J'AT(§1=O)ds—
—fqy(ér 0) ds}?}™”?
(ia1,23
(50)

an. [Die Vektoren rq und rq4 entsprechen am duBeren
Elementrand k den Vektoren r{% (i21, 2, 3) in
Gl. (46), die fir die inneren Elementrander giltig sind.]
Die gemittelten Spannungen infolge der Fehlerlinienbela-
stung am Elementrand k und die prozentualen absoluten
Randdurchschnittsfehler der Fehlerlinienbelastung am
Elementrand k erhlt man aus den Gl. (48) und (49).

8. Beispiel

Fir die dargelegte Theorie wurde ein Programmteil ,Rand-
fehler” erarbeitet und in das FEM-Programm BAF_E87
eingefiigt. Die Testung erfolgte an Beispielen mit bekann-
ten exakten Lésungen (Biegebalken unter reiner Biegebe-
lastung, Kreisscheibe mit Loch unter Rotation), wobei es
SICh als gunstig erwies, die reprisentative Dreieckflache
A nach Gl. (43) mit einem Korrekturfaktor k = 2,5zuver-
gréBern, um an einem Element annahernd gleiche prozen-
tuale absolute Elementdurchschnittsfehler der Fehlervolu-

£
1%
O—\
o
©
2 /
100,0cm '
-
[ Joo 10..30 F2,77}30...50
/450 70..90 R~ <o
a)

b)

)

Bild 5a bis ¢:
Relative Elementdurchschnittsfehler

menbelastung nach Gl. (45) und prozentuale absolute
Randdurchschnittsfehler der Fehlerlinienbelastung nach
Gl. (49) zu erhalten [(14)].

In den Bildern 5.a bis 5.c ist fiir eine durch eine dreieckf&r-
mige Linienlast beanspruchte Scheibe (ebener Span-
nungszustand) die Verteilung der relativen Elementdurch-
schnittsfehler der Fehlervolumenbelastungen [Gl. (40)]
(Verfeinerungsindikatoren) fiir drei Vernetzungsvarianten
unterschiedlicher Feinheit dargestellt. Man erkennt, da3
sich die Gebiete mit den gréBten relativen Elementdurch-
schnittsfehlern immer mehr auf den Belastungsrand und
dort auf die Unstetigkeitsstelle konzentrieren. Es ist aber
auch zu bemerken, daB bei fortschreitendem Ausgleich
der Verfeinerungsindikatoren iiber die gesamte Scheibe
der relative Elementdurchschnittsfehler in einigen Gebie-
ten wieder geringfligig ansteigt.

Die Bilder 6.a bis 6.c zeigen die Verteilung der prozentua-
len absoluten Elementdurchschnittsfehler der Fehlervolu-
menbelastungen nach Gl. (45). Der fiir die grobe Vernet-
zungsvariante berechnete maximale prozentuale Fehler
von 4,4 % geht bei der feinen Vernetzung auf 2,3 % zu-
rick. (ZugegebenermaBen sind bei FEM-Analysen Fehler
von 4 % im allgemeinen immer zu tolerieren; es geht hier
jedoch um die Tendenz, und dafiir erscheint das einfache
Beispiel geeignet.)

AbschlieBend sei bemerkt, daB die Verteilungen der relati-
ven Randdurchschnittsfehler der Fehlerlinienbelastungen
nach Gl. (41) und der prozentualen absoluten Randdurch-
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schnittsfehler der Fehlerlinienbelastungen nach Gl. (49)im
wesentlichen den Ergebnissen der Fehlervolumenbela-
stungen entsprechen. Auf ihre grafische Darstellung muB
ebenso wie auf weitere Beispiele aus Platzgriinden ver-
zichtet werden.

9. Zusammenfassung

Das Vertrauen in die Ergebnisse einer FEM-Analyse wird
wesentlich erhdht, wenn u.a. gesicherte Aussagen (iber
die (unvermeidlichen) Vernetzungsfehler vorliegen. Zu
diesem Zwecke werden in die FEM-Einzelprogramme der
Bergakademie Freiberg Fehlerabschatzungen implemen-
tiert, die speziell fur den ebenen Spannungszustand und
den ebenen Verzerrungszustand auf der Berechnung der
Differenz zwischen den zum L8sungsvektor z eines Pro-
blems gehérenden (exakten) FEM-Volumenbelastungen
bzw. FEM-Linienbelastungen und den vorgegebenen Be-
lastungsfunktionen beruhen. Aus diesen Fehlerbelastun-
gen folgen dann tiber L,-Normen die relativen Fehler und
Uber die Wabhl einer Bezugsspannung die absoluten Fehler
in jedem Element und an jedem Elementrand. Diese Unter-
suchungen werden fiir weitere FEM-Programme (statio-
nare Warmeleitung, axialsymmetrische Probleme, Platten
u.a.) fortgesetzt.
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