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mit von der Belastung abhangigen Eigenschaften
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0. Einleitung

Eine der Hauptrichtungen der Festkorpermechanikforschung ist mit der Erarbeitung effektiver Berechnungsmetho-
den fiir die Strukturanalyse unterschiedlicher Bauteile und Konstruktionen verbunden. Dabei haben sich insbeson-
dere numerische Methoden bewdhrt und es gibt zur Zeit international eine Vielzahl von erfolgreichen Anwendungs-
falien. Eine Strukturanalyse ist hauptsachlich mit 3 Problemen verbunden:

— Modellierung der Geometrie der Struktur,
— Modellierung der Belastungen,
— Modellierung des Werkstoffverhaltens.

Aufgrund der Praxisanforderungen konnte man sich bei der Werkstoffmodellierung auf einfachste Modelle beschranken.
Die traditionellen Konstruktionsvorschriften sahen eine Auslegung nur im linear-elastischen Bereich vor. Heute wird bei
der Einschatzung des Tragverhaltens zunehmend dieser Bereich auch verlassen. AuRerdem treten neben den klassischen
Werkstoffen immer stérker andere Werkstoffe auf (insbesondere bei Hochtechnoiogien), die sich nicht im Rahmen
linear-elastischer Werkstoffmodelle analysieren lassen.

Bei der Werkstoffmodellierung werden verschiedene Vorgehensweisen praktiziert, wobei sich insbesondere 2 Methoden
bewahrt haben:

— die Modellierung vom Standpunkt der Rationalen Mechanik und der Materialtheorie (vgl, z, B, [1] bis [3]}, sowie
— die mikrostrukturelle Modellierung.

Die letztgenannte Methode ist derzeit im Rahmen der Kontinuumsmechanik schwer praktizierbar und soll daher hier
auch nicht weiter besprochen werden.

Im Rahmen der Rationalen Mechanik und der Materialtheorie werden phanomenoiogische Ansatze gemacht, wobei
diese weiter durch eine Reihe von physikalisch motivierten Kriterien eingeschrankt werden. Dabei erhalt man sehr ail-
gemeine Beziehungen, die aber bekannte Modelle als Sonderfélle enthalten [4]. Ein wichtiges mathematisches Hiifs-
mittel im Rahmen dieser Vorgehensweise stellt die Tensorfunktionentheorie dar {vgl. dazu [5] bis [7]). Um den Wider-’
spruch zwischen den allgemeinen Materialgleichungen und den fiir die Ingenieurpaxis akzeptablen Werkstoffmodelien
zu verringern, wird zunehmend versucht, mit rheclogischen Modellreprasentationen zu arbeiten [8] bis [10]. Die Formu-
lierung und Kombination rheologischer Modelle, die das Werkstoffverhalten genauer wiedergeben, ist jedoch ebenfalls
keine triviale Aufgabe,

Der nachfolgende Beitrag geht einen zur Materialtheorie entgegengesetzten Weg. Ausgehend von experimentellen Be-
obachtungen (Anfangsanisotropie, belastungsabhangiges Verhalten) bei traditionellen und neuen Konstruktionswerk-
stoffen {einige Stahl- und GrauguRsorten, Plaste, Grafit-, Beton-, Keramik- und Kompositwerkstoffe) werden unter-
schiedliche physikalische Zustande (Elastizitat, Plastizitdt, Kriechen) modelliert. Dabei werden nichtlineare physikali-
sche Gleichungen verwendet, die die entsprechenden klassischen Gleichungen der Mechanik anisotroper, deformier-
barer fester Korper veraligemeinern. Die erhaitenen Gleichungen verfiigen iiber eine relativ groRe Allgemeingiiltigkeit
und sind beziglich ihrer Ableitungsmethodik einheitlich. Der Beitrag stellt eine Fortsetzung der in [11] bis [13]
publizierten Arbeiten dar.

1. Formulierung der Konstitutivgieichungen

Fir eine kontinuumsmechanische Analyse des Werkstoffverhaltens geniigt im einfachsten Fall die Definition von kine-
matischen und dynamischen FeldgroRen sowie den entsprechenden Beziehungen zwischen diesen. Das zu analysierende
anisotrope Kontinuum soll durch zwei koaxiale, symmetrische Tensoren gekennzeichnet sein: € (kinematischer Ten-
sor) und Oy, {dynamischer Tensor). Diesem wird ein isotropes Modellkontinuum mit den entsprechenden Tensoren

M und Tl gegeniibergestelit. Als Aquivalenzkriterium wird die Gleichheit der gemischten Invarianten (d. h. der Poten-
tiale) in beiden Kontinua angenommen

T8 = T = L (1.1

In [12] wurden fiir isotrope Kontinua aligemeine physikalische Gleichungen auf der Grundlage von 3 Spannungsinva-
rianten formuliert. Diese lauteten entsprechend den hier verwendeten Bezeichnungen
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Dabei bedeuten:

1) W = Kroneckersymbol,

A, B, C,D, E, K — Materialkonstanten,

Jol@=1,2,3) — Invarianten des Tensors Tl

- - - ; - 2 _ 2 3_ 3
(J1 T J2 =TTk J3'TknTn|T|k)' sowie T = BJ1, To~ = AJ1 +CJ2, T = DJ1 +KJ1J2 +EJ3,
Tg=To+ QT +77,.

a, v sind Koeffizienten (Zahlenwerte), X ist ein skalarer Faktor. Die Gleichung (1.2) stellt eine Potentialformulierung
dar, d. h., sie kann wie folgt geschrieben werden

N = Ao, /0T, (1.3)

Unter Beachtung der Gleichung (1.1) konnen folgende Gleichungen postuliert werden

T = M e =M

{1
mn kimn Ukl’ ki (1.4)

kimn nmn

Die Erfillung der Gleichung (1.1) ist leicht zu uberprifen. Mklmn ist ein Tensor 4. Stufe, dessen Komponenten Konstan-
ten darstellen. Aufgrund der offensichtlichen Symmetrie reduziert sich die Komponentenanzah! auf 36 (Mk,mn E
M =M ).

Unter Verwendung der 1, Gleichung {1.4) lassen sich die Invarianten in anderer Form darsteilen
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Die Multiplikation beider Seiten der Gleichung (1.2) mit Mi‘kl und anschlieBende Summation uber sich wiederholende
indizes fuhrt unter Beachtung der Gieichungen (1.4) auf
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Folgende Tensoren werden eingefuhrt:

| und ein Tensor 6. Stufe c.

ik e Fir sie gilt

ein Tensor ? Stufe b”, ein Tensor 4, Stufe 3

b“ B BMI;DD anki: AMl;DuMk%qq+CMv»quk|pq'
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Werden weiterhin folgende Umbezeichnungen vorgenommen

O =7, O = T, 0, =T 0. =T

erhait man die gemischten invarianten in der Form

g = bi(l., 0.2 = 0.0

0 k1 %5 %
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Damit geht die Konstitutivgleichung (1.6) in die nachfolgende Gleichung iiber

e = Ma, 0 Pai #), (1.9)

i ik %1/ g + @by + ve,

|jklmn0k!0mn
Zur Bestimmung des skalaren Faktors A wird die Faltung 0,€; = L gebildet. Dazu ist Gieichung {1.9) mit 9, zu multi-
plizieren, und sich wiederholende Indizes werden summiert. 6amit folgt

L = Lo, (1.10)

Die Anwendung der Konstitutivgleichung (1.9) ist somit mit der Konkretisierung der GroRe L als Funktion von 0
und moglicherweise weiteren Strukturparametern d,,dy, ..., d, verbunden. Eine solche Konkretisierung ist fir jeden
physikalischen Zustand des Materials (Elastizitat, Plastizitat und Kriechen) vorzunehmen.

Die eingefiihrten Tensoren bij' ikt Siikimn weisen bestimmte Symmetrien auf, Diese ergeben sich aus den Symmetrien
fir Mijkl und den Gleichungen (1.6), (1.7)

By = B Bkt T ik T Ak T i

Cikimn = Sikimn = Sijikmn T Sijkinm T Skiijmn T Cmnijkt T Sijmnkt ~ Cmnkiij © Ckimnij- (1.11)

Damit erhalt man folgende Anzahl unabhangiger Konstanten in den Tensoren: B =, By ~ 21, Ciikimn 56.
]

Eine analoge Aussage erhadlt man bei der Darstellung des nichtlinear-elastischen Werkstoffverhaltens. Werden dabei
Reihenentwicklungen realisiert, treten Tensoren unterschiedlicher Stufe auf. Bei Beachtung der Symmetrie des Span-
nungstensors, des Verzerrungstensors sowie unter der Voraussetzung, daR das Materialmodell auf einer Potentialformu-
lierung beruht, ergeben sich im Falle der allgemeinen Anisotropie die gleichen Zahlenwerte (vgl. auch [14], [15]).

Fur orthotrope Materialien erhalt man fiir den Fall, daR die Koordinatenachsen mit den Hauptachsen der Orthotropie
zusammenfallen, folgende Darstellung
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wobei sich die entsprechenden unabhéngigen Tensorkomponenten erwartungsgemal reduzieren: b”- -3, ikl — 9,
Cijklmn - 20. B

Die Gleichungen {1.9) verandern sich beim Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem nicht. Die Konstanten-
tensoren fur anisotrope Materialien werden nach den bekannten Regeln fiir Tensoren 2., 4. und 6. Stufe transformiert:
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Richtungskasinus zwischen den Hauptachsen X, und den neuen Achsen x. . im Sonderfall orthotropen Mate-

rials und ebenen Spannungszustand lassen sich die Formeln wie folgt angeben
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Dabei werden folgende Abkiirzungen verwendet

¥ = cosy, £ = sing, ¢ — Winkel zwischen Xq0 X,

Die hier abgeleiteten Konstitutivgleichungen (1.9) und (1.12) gehéren zur Klasse der tensoriell-nichtiinearen Gleichun-
gen. Sie haben den Vorteil, dal sie eine grofe Allgemeingiiltigkeit besitzen, dafir hat man die bekannten Schwierig-
keiten bei der Konstantenermittiung, da dies mit erheblichem Aufwand verbunden sein kann. Nachfolgend werden
daher Sonderfalle der Gleichung (1.9) analysiert, die weniger Konstanten enthalten.

Fiir den Fall, daf im Ausdruck fiir 0, {(GI. 1.8) v =0 gesetzt wird, erhélt man statt der Gleichung (1.9) eine tensoriell-
lineare Beziehung [16], [17]

e;= Alab; +a,,, 0,,/04) (1.16)

Fir den ebenen Spannungszustand ergibt sich hieraus

eyp = Alabyy +lay19, 04y Fayy9905)/05] (1,2), aan
mit
g = b,,0,, +b,,0 0.2 = a 0,.2+2a 0,,0,, +ta 0.2
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Fur den Fall, daf in Gleichung (1.8) « =0 gesetzt wird, erhalt man folgende Konstitutivgleichung
N (e / , 2 .
&= AMe 00 /% T Y imn %1%ma /94 (118

Diese reduziert sich unter Annahme orthotropen Materials, zweiachsiger Spannungen, sowie
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Anmerkung: Die Bedingung, dal§ einige Produkte 73(:”‘('”0 0 gesetzt werden konnen, ist eine Annahme. Damit wird
die Gesamtzah! der Konstanten Ckimn eingeschrankt (d. h., die Anzah! der bendtigten experimenteilen
Daten wird eingeschrankt) Die get'roffene Annahme wird auch durch das Experiment bestatigt.

Die in diesem Abschnitt angefuhrten Beziehungen lassen sich auf beiiebige physikalische Beziehungen anwenden, was
nachfolgend exemplarisch gezeigt wird.

2. Elastizitat

Bei elastischen Deformationen sind in Gleichung (1 9} eq und 0. die Komponenten der Tensoren der elastischen Ver-
zerrungen und Spannungen. Der Faktor A ist eine Funktion der aquivalenten Spannung Oy d. h.

A = vio,) (2.1)

Die einfachsten Varianten sind folgende Funktionen:

~ Potenzgesetz: viv ) = " (2.2)
— hyperbolische Sinusfunktion: v(oe) = sinh(oe/d) (2.3)
— Exponentialform: v(oe) = exp(oe/m) (2.4)

m, n, d sind dabei Materialkonstanten.



Die vorgeschlagenen Konstitutivgleichungen konnen auch fiir elastisches Werkstoffverhalten oberhalb der Proportionali-
tatsgrenze verwendet werden. Man kann aber auch andere Darstellungen verwenden. Eine besteht in der Aufspaltung
des Verzerrungstensors eij als Summe von linearem (hii) und nichtlinearem (eii) Anteil, d. h.

€= hii te. (2.5)
Die Komponenten hi i werden aus dem Hookeschen Gesetz ermittelt
hij = Aiki%- ' (2.6)

wobei Am(l der entsprechende Nachgiebigkeitstensor ist. Die Komponenten e,; werden entsprechend Gleichung (1.9)
bestimmt. Bei geringem Spannungsniveau gilt € << hi., und man kann fiir €~ hi. setzen. Diese Aussage wird auch
durch das Experiment bestatigt. Der Elastizitatsmodul ‘)ei Zug und Druck ist im Anfangsbereich der Spannungs-Ver-
zerrrungs-Diagramme gleich. Bei héherem Spannungsniveau gilt € >> hi’ und das Werkstoffverhaiten wird haupt-

sachlich durch die nichtlinearen Komponenten e definiert. Diese geben insbesondere den EinfluR der Belastungsart
wieder.

3. Elastisch-plastisches Verhalten

Plastisches Materialverhalten kann durch die inkrementelle Theorie oder die Deformationstheorie beschrieben werden.
Im Rahmen der FlieBtheorie ist in den Konstitutivgleichungen (1.9), (1.10) e, = Pi' Zu setzen | l"“.-Komponenten des
Tensors der plastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten). Weiterhin sind o“. die Komponenten des Spannungstensors,
L die spezifische Leistung der dissipierten Energie und g die aquivalente Spannung. Der Punkt iiber dem Formelzei-
chen bedeutet Ableitung nach dem Belastungsparameter t.

Als VerfestigungsmaR wird q= [ L/ 0, dt verwendet. Die Plastizitatsbedingung lautet damit

g, = vla) (3.1)
Bei g, <y (q) treten nur elastische Verzerrungen auf, daher ist L = 0. Bei Erfiillung von (3.1) und be > 0 (Belastung)
ist L>0. Bei Erfillung von (3.1) und 6 <0 gilt L =0, d. h,, es tritt Entlastung bzw. neutrale Belastung auf.

Bei einfacher Belastung andern sich die Komponenten des Spannungstensors aij proportional zum Parameter t. In die-
sem Fall kann die inkrementelle Theorie durch die Deformationstheorie ersetzt werden, wobei sich die Komponenten
des Verzerrungstensors €5 im elastisch-plastischen Material aus einem elastischen Anteil hii und einem plastischen An- -
teil Pii zZusammensetzen

&= Mt Py (3.2)

hii wird dann aus Gleichung (1.9) bestimmt, wobei

= = 0 = 0 = 0
&= M T Bk %7 B Ciima = Sikimn

gilt und der skalare Faktor A aus (2.1) ermittelt werden kann,

Die Komponenten Pi i werden ebenfalls aus (1.9) bestimmt, wobei

&= . o » _ .
& = P 3T 4. by =b, Cikima = Sijkimn

= * = & = * =
o o bij o”, Og = 0y vV aiikloijok, .

’

3 - * * »
9,= 04 =V Ciikimn%i%i%mn+ 0Tg= 0 =@ 0 +g0

.
e e 0+7°1'

*

a*=a, 7" =19, X=xlg).

Im einfachsten Fall wird die Funktion x(oe') in Analogie zu den Gleichungen (2.2) — (2.4) definiert.

Zur lllustration wird ein Beispiel aus {16] betrachtet. Im Experiment ergab sich fiir Grafit ein zweiachsiger Spannungs-
zustand, der Werkstoff besaR8 auBerdem Orthotropieeigenschaften und unterschiedliches Verhalten bei Zug und Druck
fiir elastische und plastische Verzerrungen. Die theoretischen Berechnungen erfolgten nach 2 Methoden entsprechend
den tensoriell-linearen Beziehungen (1.17) und den tensocriell-nichtlinearen Beziehungen (1.19). Ausgehend von den
einachsigen Versuchsergebnissen beziiglich der Hauptanisotropieachsen [3] konnte fiir den elastischen Bereich v(o_) = o e
und dem plastischen Bereich x(oe') = (ae’)z'" gesetzt werden, Im Fall der Gleichungen (1.17) erhalt man folgende
Materialkonstanten
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0_ . 10—2 -1 0 _ . 1n—3 -1
85497 = 11.56°107° GPa™ ', 85922 89.78 - 107° GPa™ ',

0._ . 10—3 -1 0 . 10—3 -0.5
8,020 = —20.85+1073GPa~", ab, .0 = —14.68+ 1073 GPa=0-5,

0 _ . 10—4 Ap.—0.5 . _ « =1 —2m
ab,, —-92.64 * 107" GPa © A 4951 - 107" GPa

* . 1n—1 —-2m LI . 10—2 —-2m
33,00 = 27.06-107' GPa=®™,  a ...* = 10.08° 1072 GPa~2™,

a*b,," = 19.16-1072GPa~™,  a*b,, = —4529+ 1073 GPa~"

?

m=n/(n+1), n=247,
In den Gleichungen (1.19) gilt

0 . 10—2 -1 0 _ . 10—3 -1
a0 = 11561072 GPa~",  a,,, 0 = 89.78 1073 GPa

0 _ L -3 -1
a2 = —17.70 - 107 ° GPa

3 0 _ . -6 -1.5
Y 1111 = —-3.165° 107 ° GPa ;

3 0 _ s an—7 -1.5
Y Copo9pp = —7.949° 107" GPa ,

*

= = ~2m * = . 101 -2m
319 = 4951107 GPa™*™, a ., = 27.06* 107 GPa

L. 3 . _ . -3 —3m
a3902 = 0, « C111111 = 7.806 - 10~ GPa ,

Y3 Cop0ngy = —9.426 1075 GPa=3™ m=n/(n+1), n=247.

Tabelle 1

Vergleich der experimentell ermittelten Werte und der berechneten Werte [nach Gl. (1.17) ] fir die Verzerrungen €,. €, bei unterschied-
lichen Spannungen (Material Grafit)

1::’;' ;2:3 le110% | €32 10% | e 1+10% | €z 103 | Ihyy1v10° [yt 103 1P, 1+ 103 [P, - 10°
2,76 32,34 0,80 3,40 1,10 3,80 1,10 2,80 0 1,00
15,561 23,52 2,80 3,04 3,10 2,92 2,43 2,30 0,67 0,62
16,82 25,57 3,10 3,40 3,40 3,30 2,60 2,50 0,80 0,8¢
23,73 23,52 4,65 3,43 4,90 3,29 3,44 2,46 1,46 0,83
24,22 23,52 4,85 3,43 5,02 3,31 3,50 247 1,52 0,84

Tabelle 2

Vergieich der experimentell ermitteiten Werte und der berechneten Werte [nach Gl. (1 .19)] fir die Verzerrungen 61 , 62 bei unterschied-

lichen Spannungen (Material Grafit)

::;ll :‘i le 1= 10% | €2 10% | leyy 1+ 10% | €0 103 | Iy 12103 | hyy v 103 | P 1 103 Py - 103
2,76 32,34 0,80 3,40 1,02 384 0,87 2,77 0.16 1,07
15,51 23,62 2,80 3,04 353 2,79 2,80 2,09 0,73 0,70
16,82 25,57 3,10 3,40 3,96 3.11 3,06 2,25 0,90 0.86
2373 2352 4,65 3.43 5,03 3,50 347 2,56 1,56 0,95
24,22 23,52 4,85 343 5,14 3,53 3,52 2,56 1,62 0,97
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In den Tabellen 1 und 2 sind die entsprechend den Gleichungen (1.17) und (1.19) berechneten Verzerrungen fiir be-
stimmte Spannungswerte angegeben. Die theoretischen und experimentellen Ergebnisse zeigen befriedigende Uber-
einstimmung. Es konnten jedoch keine Vorteile der einen oder anderen Konstitutivgleichung festgestellt werden.

4. Kriechen

Die Beziehungen fiir anisotropes Kriechen ergeben sich aus Gieichung (1.9) unter der Annahmee.. = P.. P O -Kom-
ponenten der Tensoren der Kriechgeschwindigkeitsverzerrungen und der Spannungen). L ist die speznfssciwe Letstung der
dissipierten Kriechenergie und o, die aquivalente Spannung. Der Punkt stellt die Differentiation nach der Zeit t dar,

Die Beschreibung der Materla|verfestngung soll mit Hilfe des Parameters q erfolgen. Dieser wird durch eine kinetische
Gleichung definiert

dq/dt = R ' (4.1)

Der rechte Teil in Gleichung (4.1) ist nicht eindeutig definierbar. Beispielsweise kann R =1 R= L oder R = L/ Oy
angenommen werden. Hier wird L/a = E(O Jw{qg) gesetzt. Bei einfachen Situationen werden die Funktionen g'o )
und wiq) analog den Gleichungen (2 2) — (2 4) postuliert. Im Falle sich nicht verfestigendem Materials 1st w = 1 zu
setzen. _

Zur Begriindung der aufgesteliten Glefchungen werden experimentelle Daten zum Kriechen der Legierung 4167 bei
einer Temperatur von 523 K betrachtet [17], [18]. Die Experimente fithrten auf Lio, = oe”, n = 6.5 und die Konstanten

o
i

. apm 2k . 2r - . m 2k . 2r
1111 1.568 - 1077 MPa“™ h*', 35900 2.03 10" MPa“" h*",

ayy0p = 7630 10MTKT MPaT R ab = 174 10™ K MPa* h',

ab,, = 9.57+10™"" MPa* h' [fir die Gleichungen (1.17)]

- - . 1M 2k 2r = . qm 2k  2r
dy997 = 158+ 10M MPa?* W2, o = 2.78 10™ MPaZk h?",

8,100 = =801+ 10™ ¥ MPaZk n27,
3 - P 3m -3k 3k . 3r
Y Cyq991y = 527°10 MPa=" h>",
V¥ Copmany = —302 102M*7 MPa3K p3" [fiir die Gleichungen (1.19)]
Dabei st r = —1/(n+1), k =nr, m =5k + 3r. In Tabelle 3 werden Vergleichswerte {Experiment und Theorie) ange-

fuhrt. Auch in diesem Fali gibt es befriedigende Ubereinstimmung, jedoch kénnen auch hier keine Vorteile der Glei-
chungen (1.17) bzw. der Gleichungen {1.19) erkannt werden.

Tabelie 3

Vergieich der experimenteli ermitteiten Werte fur die Verzerrungsgeschwmd:gkeuten P P2 mit den berechneten Werten bei verschie-
denen Spannungen

T [ 1 . 1 R ! 3
! L pos 103 | c1g3 e .03 3| 5 .03 v an3
o 010~V g nqo-ti P1T107 | Pyr10® T Re10® by, e10% | Byt 0 | Py 10
1 7] ! -1 i ) Lo | -1 -1 i 1
‘ i h I h | h | h h h
i ; ! ] | |
MPa . Experiment " nach Gleichung (1.17) nach Gleichung (1.19)
. . : ; : :
~10,98 | 549 | -160 1,60 -093 ' 091 | -089 | 084
. . | i
- 806 8.06 1 -092 ' 138 -0.82 1,05 078 | 101
‘ : ; +
7 14 "o 1,65 0,08 1,44 b0 - ) 1,34
‘ +
=37 (1128 079 - 15 | 076 149 | 073 147
124 12,4 . 059 | 118 0.7 1,04 0,38 079
1




5. Ausblick

Aus den im Artikel enthaltenen Darlegungen lassen sich offene Probleme aufzeigen, die einer weiteren Klarung bediir-
fen. Dazu gehort u. a. eine Begriindung (madglichst physikalisch) der Auswahl von bestimmten Komponenten der Mate
rialtensoren, Offensichtlich sind bestimmte Komponenten bei einigen Praxisproblemen wesentlicher als andere. Damit
im Zusammenhang stehen auch Fragen der Identifikation der Materialkennwerte im Experiment. Ebenso offen ist die
Einbeziehung weiterer Materialeigenschaften in die Materialmodelle, wobei insbesondere auch die Veranderungen im
Material infolge Alterung bzw. Schadigung modellierbar sein muRten.
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