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Ergebnisse der Relaxationstheorie der Plastizitat
fur kreisformige und Polygon-Verformung

G. Backhaus

1. Einleitung

Die nachfolgend mitgeteilten Rechnungsergebnisse basie-
ren auf der vom Verfasser entwickeiten , Relaxations-
theorie der Plastizitit””, die sich u. a. auf die umfangrei-
chen mit verschiedenen Werkstoffen durchgefiihrten ex-
perimentellen Arbeiten von Mitarbeitern des Verfassers
stitzt [1], [2] und im Heft 2 dieser Zeitschrift (1981)
dargestelit ist [5]. Obwohl diese Versuche schon vor lin-
gerer Zeit durchgefiihrt worden sind, liegen neuere aus
Versuchen gewonnene Erkenntnisse hinsichtlich dieser
Theorie nicht vor. AuBer einer die sogen. Entfestigung
betreffenden Erginzung sind daher Korrekturen an den
in [5] entwickelten theoretischen Ansiitzen nicht vorge-
nommen.

Das auf der mit fortschreitender Verformung (de,) statt-
findenden Relaxation der Bauschingerspannung beruhen-
de Spannungs-Deformations-Gesetz ist fiir eine Folge
endlicher Richtungsinderungen gegeben durch [3] bis
(5] ,,
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Hierin stellt ky, die einer reduzierten Vergieichsdehnung
€~ zugeordnete FlieBspannung der monotonen FlieR-
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kurve k¢(e,) und A d—e'i eine endliche Anderung der
v s

e 74
durch a—-é'—’ gegebenen Verformungsrichtung an der Stelle
v

€y = €y dar.

g + 0
o - Fu die Bauschinger-Kennzahl
OFo

und p(e, — €y) die Relaxationsfunktion (vgl. Bild 1).

Weiterhin ist 2z =

Die Einfilhrung einer ,wirksamen'’ FlieBspannung k,,
kw =k¢lew) (2)

beriicksichtigt das Auftreten einer bleibenden Entfesti-
gung (Ak in Bild 1) nach einer endlichen Anderung der
Verformungsrichtung. Bei einer Foige endlicher Rich-
tungsidnderungen (z. B. zyklische Verformung) kann da-
her, wie die Versuche zeigen, die Vergleichsdehnung
€y nicht mehr als die das Spannungsniveau bestimmende
GroRe dienen. An ihre Stelle tritt die , wirksame’’ Deh-
nung €,,, gegeben durch

€w = €y — Ael. (3)

500 N
| M
400+ g e
| S
q - e
300 ! P /(\4
i //—1/ zkf
/ s
/ Ory
100 1 /
T } ¥ T T T -
oot 0oz | 00+ 005 006 007 008
- % 4 R
I
l
- 200+ l
\\\ { ) //Zlkf(cvs)?(cv‘evs)
1 T—
- 400
ax |
- 500/
Bild 1

Darstellung der verwendeten Beziehungen anhand eines MeB-
ergebnisses (St)

Es wird also in Ubereinstimmung mit dem in [6] be-
schriebenen Verhalten die in Bild 1 dargestelite Entfesti-
gung Ak durch eine Horizontalverschiebung der FlieB-
kurve k¢ley) um den , Schiupf” Aey, erfaBt. Wie in [3]
ndher ausgefiihrt, ist dabei von der Annahme auszuge-
hen, daB der Wert Ak bzw. A€y, nicht schlagartig im
Augenblick des Richtungswechsels bei €, auftritt, son-
dern mit Null beginnend aliméhlich seinen Endbetrag
erreicht. Andernfalls wiirde bei einer Folge dicht bei-
einander liegender Richtungswechsel die Entfestigung
durch Superposition Werte erreichen, die experimen-
tell nicht bestatigt werden. In [3] ist daher angesetzt:

Aey = Deys Hley— ey mit H(0) = 0, Hl=) = 1. (4)

2., Wirksame’’ Dehnung ¢,,

Die in (4) auftretende Funktion H (e, — €,¢) wird in [3]
wie folgt angesetzt:

Hiey — eyg) = 1 — e~ D 1Ev—Evs), (5)
Der Wert 9 héngt von der GréRe der Vorverformung ab
(eyq) und erreicht bei einer Zyklenfolge mit der gleich-

bleibenden Verformungsamplitude Ae€,/2 einen statio-
naren Wert:
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mit ¢ = 0,037 fiir die in [2] untersuchten Werkstoffe.

Zu Beginn der Zyklenfolge bei €,7 ist ¥4 annihernd
durch die gleiche Beziehung gegeben, wenn Ae, durch
2¢y¢ ersetzt wird. Fiir den Ubergang in den stationiren
Zustand wurde aus den Versuchen ermittelt [5], [7]:

g = I — (8 — 9y) e~ 0.6(€ys—€yq) (6b)
~ ¥, fiir einige wenige Zyklen.

r ,,Schlupf”’ Aeyg kann — was durch systematische
Messungen an Stahlen [8] bestitigt wird — der Dehnung
€ys Proportional gesetzt werden: Faktor q (g = 1 bzw.
0,6 fiir St bzw. Ms nach den Untersuchungen in [2] und
[58)).

Weiterhin wird eine starke Abhangigkeit von der GroRe
der Richtungsanderung beobachtet. Dementsprechend
wird allgemein angesetzt:

Ao ( \/1 . def ; dep .
€ =68V g g A 2| ) 7)
Der Faktor 1/6 bewirkt, daR der Wurzelausdruck bei
def) deﬁ
Richtungsumkehr (A — = -2 ) den Wert Eins
de, de, .

annimmt.

Fur eine Folge endlicher Richtungsinderungen ergibt
sich durch Superposition die wirksame Dehnung aus (3),
{4) und (5):
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Bei der Ermittlung von A€y nach (7) sind die bereits er-
folgten Entfestigungen in vollem Umfang zu beriicksich-
tigen [3]:
. S
Aeys=q * €y —
t

ﬁ def’, deP
x 9 AL (9a)

6 dEv I S d€v s

Aeyy)

i
il

Es gilt also:
Aey1 = G° €y1 " Oy
Aeyp = q - (ey2 — g €y191) " 92 (9b)

Aeyz = g (6,3 — G €,191 —aley2—aey191) * 92) - 93
Uusw.

Bei gleich groRen Richtungsanderungen 148t sich hieraus
ein einfacher Ausdruck zur sukzessiven Berechnung von
Aeys gewinnen. Mit g¢ = g und Einfiihrung von

. WA Adeﬁ;\de”) = const (10)
q"=q- gl B Ei—c? d_e—v = cons

gilt fiir s > 1 und €, — €ys_ 1= A€yg_1:

Aeys =q " Aeys_ 1 — (1-0q") Aeys_1. (1)
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3. Die Funktion g nach Versuchsergebnissen

Im Raum der (kleinen) VerzerrungsgréRen eﬁ wird der
Verformungsvorgang durch eine Trajektorie dargestellt,
deren Tangentenrichtung durch den Bildvektor des Rich-
tungstensors dep/dev gegeben ist (Bild 2a). Der Bildvek-
tor besitzt die Linge \/3/2. Bei endlichen Richtungsan-
derungen ist daher der Betrag der Anderung des Rich-
tungstensors (s. Bild 2b):

def 20 \/3 )
=L = b
’Adev 5. sin — =2 sin 5 (12a)
es gilt also:
1, def dep A®
\/ dev -de = Sln—2— (12b)

Gl. (7) ergibt damit fiir die auf A® = 180° bezogenen
Werte von Aey:

A-EYS—(A-@L B g(sinﬁa). (13)
Aeys (180°) z

Diese bezogenen Werte entsprechen (annahernd) den
Verhiltniswerten der GréRen Ak (Bild 1), die Messungen
fir verschiedene Winkel A® entnommen werden kon-
nen.

Fir die Funktion g wurde in [3] und |9] einfache Pro-
portionalitat angenommen, in einer spateren Untersu-
chung [10] eine quadratische Abhangigkeit benutzt. Die
in [11] und [12] mitgeteilten Versuchsergebnisse deuten
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Verformungstrajektorie und Richtungstensor
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Bleibende Entfestigung Ak, bezogen aut den Wert von Ak bei
Belastungsumkehr  MeRwerte aus Fig. 6 in [11]: +; MeRwerte
aus Fig. 3bin [12]:



jedoch auf eine wesentlich stirkere Abhangigkeit hin,
wobei jedoch der starke Abfall der Werte Ak mit ab-
nehmendem Winkel A© (vgl. Bild 3) moglicherweise auf
die Gestaltanderung der FlieBgrenzfliche (Quereffekt)
zuriick zufithren ist, die in den vorliegenden theoretischen
Beziehungen nicht beriicksichtigt ist. Andere MeRergeb-
nisse zeigen bis zu A® = 45° kieine, aber sehr unsichere
Werte von Ak.

Zur Anpassung an die angefiilhrten MeRergebnisse wird
angesetzt:

D ep
gl GA T Ade" )= (s nA,z@) mit m = 8. (14)
v v

Bild 3 zeigt sie aus Fig. 6 in [11] bzw. Fig. 3b in [12]
entnommenen MeBwerte., Eingezeichnet ist auRerdem
der Verlauf der Funktion g fiir m = 1 und m = 8. Der
Umstand, daR m > 1 ist, ist von entscheidender Bedeu-
tung fiir das Stoffgesetz der stetigen Verformung. Es ist
in diesem Fall — wie nachfolgend gezeigt wird: k,, (e,) =
k¢ley).

4. Stetige Verformung

Bei stetiger Verformung treten an die Stelle der Werte
€ys der endlichen Richtungsianderung die die Spanne zwi-
schen Null und €, durchlaufenden Werte €,. Die endli-
chen GroRen Ae,, werden mit Einfiihrung der Bezeich-
nung Ay durch die Differentiale dy, die Anderung

p P
ii dei:
A —2 durch die Differentiale d — ersetzt.
de de,
e S
v
w158 g 1 /3 e 10a
BIES'g dev de,2 6 V2 de, 2ds de’

wobei ds = v/ def} def} das Bogenelement der Trajekto-

rie ist. Bezeichnet rP den o6rtlichen Hauptkriimmungs-
radius, dann ist mit ds = r°d® und ds/de, = /3/2:

2P 2.p ~
1976 dey \/% L (16)

6 de,2 de,? 20

Der Faktor \/3_/2 kommt in Fortfall, wenn anstelle des
9-dimensionalen Raumes der von lljushin eingefiihrte
5-dimensionale Vektorraum mit den folgenden Verzer-
rungsgrofen benutzt wird:

1

de dep : g=——— (dcﬁ’1 +2de"2) = (dep —dep )
V3
da0 = 2 deP,; daP = —2 deB; dal = = deB, . (17)
3 12 4 23
V3 V3

Das Linienelement ds in diesem Vektorraum entspricht
der Vergleichdehnung de,:

ds = Vdéip deP = v% deg’j deg = de,. (18)

. 4® _do 1
Es mdannaa = d—g- = ;’— (19)

Bei stetiger Verformung gehen mit Ersatz von A€y,
durch dy die GI. {8) und (9) iiber in:

€y _
ew=€— J (1-eNev—E))gy (20)
(s}

d2 d2 P
mitdy=q* (€, —f 'dF)- 9(\/ S Z S, dey)

6 de,2 de,2
oder mit (14) and (15):
dy=q- (& — V(&) * (% %g)"‘ dz,"
Y 21
g—‘—’— @)=a- @ -7E) - 39 ™ ge,™"

Mit de, = 0 behait dy/de, nur fiir m = 1 einen endlichen
Wert, fiir m > 1 verschwindet der Differentialquotient.
Damit gilt dann:

€w = €y kw = ks. (22)

Fir einen nach MeBergebnissen anzunehmenden Wert
m > 1 entfallt also in dem Stoffgesetz fiir stetige Verfor-
mungsvorgange der EinfluR der Entfestigung. Analog
zum Deformationsgesetzt (1) lautet es [3]:

2 d{:'p
S”(ev) - kf(ev> (Ev)

€ 2.p

—2 ) k(R @ (e —E)) — (B,)dE,.  (23)
39 de,2

5. Verformung langs Polygonen

In den Bildern 5 bis 8 sind Ergebnisse von Rechnungen
fiir zyklische Verformungen dargestellt, die einem Kreis
vom Radius P eingeschriebene gleichseitige Polygone
durchlaufen (vgl. Bild 4a). Bei Benutzung des in GI. (17}
dargesteliten Vektorraumes handelt es sich um einen
ebene Verformung mit den GroRen:

dyP
P -
de?, = (24)

V3

Die in der Deformationsbeziehung (1) auftretenden Gro6-
Ren def}/de\, konnen damit (vgl. Bild 4b) wie foigt ausge-
driickt werden:

SP 24P = 4P 43P =
de1 de11 de,de3 —_—

P
%

Bild 4

Zur Kreis- und Polygon-Verformung

a) Verformungstrajekgorien, Poiygone fir A® = 30° (a), AO =
90 (b), AO®=180 (c),

b) VerzerrungsgroRen
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de',’1 defz V3 Die zur Bestimmung von k,, nach Gl. (1) erforderliche

de = c0s®; Pl sin®, (25) Berechnung der wirksamen Dehnung €, erfolgt nach
v v Gl. (8) mit den aus GlI. (9) ermittelten GroRen
Die Deformationsbeziehung (1) erhalt die Form: A0
* . i m
oley > €yn) = ky (€,) cosO, Aeyq =qe€yq 91 mitgy = (smT) (29a)

n
= T z{eys) kw leys) ¢ ley—eys) Acos O |, {26a)

s=

-

V37le,> eyn) = kw (ey) sin®, 330+
n
= Z zleys) kwleys) v ley—eys) Asin® | (26b)
s=1
Fiir den die Relaxationsfunktion ¢ (e, — €,,) darstelien-
den Ansatz: ‘
. P 0,20 4
Q= e~ K€y~ €Eyg) {27) !
sind in [5] die aus den Versuchen ermitteiten Material- 5}""
werte Kk und o fiir die Bauschingerkennzahl 2z = 1 ange- |
geben. |
Die Poiygonverformung beginne nach einer Vorverfor- 010
mung in Richtung ©, = 0 von der GréBe €, mit der er-
sten Richtungsidnderung (s = 1) auf den Winkel ©, =
%;Q {vgl. Bild 4a). Fir n Richtungsidnderungen bestehen
foigende Beziehungen:
€y = €yn * 86y Olio O}ZO 030
, .p . A8
£yn = €yy +({n— 1)Ae,; Ae, = 2F sin—— &
€, — €ys = (N — s} A€y + Séy. (28)
Bild &

Dabei bedeutet § e, einen Verformungszuwachs nach der Wirksame Dehnung €, bei Polygon-Verformung 7P = 0,02
n-ten Richtungsanderung mit der Richtung @,,. {n = Anzah! der Richtungsénderungen, z = Zykienzahl)
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Bild 6

Polygon-Verfocrmung in der Spannungsabene:
a) A@= 300; P = 0,02 bzw. 0,001,

b) A©=180"; iP=0,02
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Verlauf der Vergleichsspannung iiber der Vergeichsdehnung fiir
a) monotone FlieRkurve,

b) Polygon A®= 30°; P = 0,02,

¢} Polygon A®@=180°; P = 0,02

* »* . . A
Aeyr =qg e, + (-3-1— —qg)Aeyq mitg= (sm-ég)m(29b)
und fiir s = 3:
Aeys = q gAey, + (1—qg) Aeys_ 1 gemaB Gl. (11). (29¢)

Fiir die Polygonwinkel A® = 90° und 180° berechnete
Werte €, zeigt Bild 5 fiir den Fall €yq = 0,02 und P =
0,02. Weitere Rechnungswerte sind: g = 1 nach den Ver-
suchen an Stahl, 4., & &, = 18 nach GI. (6a) fiir 26,7 =
0,04. Aus Bild 5 ist ersichtlich, daR fiir den gewéhiten
Wert m = 8 bereits bei A® = 90° die Unterschiede zwi-
schen €y, und €, nur noch gering sind.

Zur Berechnung der Spannungen nach den Gl. (26) wer-
den die in [5] fir den untersuchten Stahl ermittelten
Werte benutzt: k = 10,4; p = 0,45 fiir 2z = 1. Fir die
FlieBkurve wurde der folgende den Versuchsergebnissen
angepalite Ausdruck verwendet:

k¢ = 455 — 390 €, — 200~ '4€v,

Rechnungsergebnisse fiir die Falle A® = 30° und 180°
mit 7P = 0,02 sind in Bild 6a und 6b dargestelit. Eine
Vorverformung von 2 % wurde gewihit, weil zahlreiche
Versuche zeigen, daB oberhalb dieses Wertes mit einer
praktisch konstanten GréRe z gerechnet werden kann
(hier z = 0,5).

in den Bildern 6a — 6b sind die am Ende jeder Verfor-
mungs-Teilstrecke erreichten Spannungen durch stir-
kere Punkte hervorgehoben. Die durch kleine Kreise ge-
kennzeichneten Punkte zeigen den Wiederbeginn der pla-

stischen Verformung nach einem Richtungswechsel an.
Dazwischen liegt die im nichtplastischen (elastischen)
Gebiet auftretende Anderung des Spannungszustandes
(gestrichelt).

Fiir die zyklische Verformung mit A® = 180° zeigt
Bild 6b ein rasches Abklingen der durch die Vorverfor-
mung erzeugten Asymmetrie. Ein solches Verhalten wird
auch fiir den in Bild 62 noch dargestellten Fali A® = 30°
mit FP = 0,001 deutlich. Im Bild sind fiir diesen Fall nur
die am Ende jeder Verformungs-Teilstrecke erreichten
Spannungen durch einen Kurvenzug verbunden.

Eine andere Art der Darstellung der Ergebnisse fiir
ABO = 30° bzw. 180° mir 7P = 0,02 zeigt Bild 7, in dem

die resuitierende Vergleichsspannung o, = Vo2 + 3 12
iiber der Vergleichsspannung ¢, aufgetragen ist. Die fiir
A® = 180° bei Richtungswechsel auftretenden groRen
Spannungsspriinge sind erwartungsgemal fiir AQ = 30°
stark reduziert und leiten zu dem stetigen Veriauf der
Verformung lings eines Kreises iiber. Fir A® = 180°
macht sich die Entfestigung (e, < €,) in Ubereinstim-
mung mit experimentellen Ergebnissen in einer wesent-
lich geringeren Zunahme der maximalen Spannungen mit
€y bemerkbar.

6. Verformung langs Kreisen

Fir die langs eines Kreises gegebene stetige Verformung,
beginnend im Ursprung der Vektorebene bei €,1 = 0,
geht mit den Beziehungen (25) und den daraus folgen-
den

2
d’efy  _ge d%f, V3 4o

;CI_GVT =—2-——Oos®aa (30}

die GI. (23) iiber in die den Gl. (26) analogen Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen:

U(€v) = kf(Ev) 005@

e
+ of z(8,) k¢(€,) ¢ (e, — &,) sin BdO® - (31a)

V3 7le,) = k¢ley) sin®
] - =
—of z(g,) k¢(€y) v (e, — €,) cOsOdO (31b)

mit e, =FPO; €,=7P0O.

Bei Beginn der Zyklen mit €, = 0 ist die Abhéngigkeit
der Bauschingerkennzahl von der Vergieichsdehnung zu
beriicksichtigen. In Anlehnung an die zugrundeliegenden
und auch andere Versuchsergebnisse (wgl. Bild 1 in [3])
wird angesetzt:

z=(1-e$¢v) z., mit { = 150. (32)

Zur besseren Anpassung an die Versuchsergebnisse [2],
die fiir Stahl ein Einsetzen der plastischen Riickverfor-
mung bereits vor der volligen Entlastung zeigen (2o =
0,8) wird eine Korrektur der oben benutzten Funktion
2zp in der Weise vorgenommen, daB sich fiir €, = €, der
Wert 2z, = 1,6 ergibt:
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Spannungsveriauf bei Kreisverformung mit verschiedenen Kreisradien
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Bild 9

010 &, —= 02

Nachteilwinkel ﬂsp des Spannungsvektors bei Kreis-Verformung.

Versuchswerte (Mittelwerte) nach [13] 0V C

—300({ey— €,)

_Z\P
22000=(1+0,6¢ e~ KlEy—¢€y) (33)

{Die Werte ¥ und p sind geringfiigig geandert: 10 bzw.
0,42).
Obige Korrektur wirkt sich nur auf den anfanglichen

steilen Ast der Funktion aus. lhren Verlauf fiir €, =
0,03 zeigt Bild 1. Die ebenfalls eingezeichnete Kurve

20

z kg stellt die kinematische Verschiebung dar, die Diffe-
renz k(1 — z) die Mises-FiieBspannung.

Rechnungsergebnisse sind in den folgenden Bildern dar-
gestellt. In Bild 8 ist der Verlauf der resultierenden Ver-
gleichsspannung iiber der Vergleichsdehnung aufgetra-
gen fiir die Kreisradien ® = 0,01; 0,005; 0,001. Mit
kleiner werdender Amplitude 7P der Zyklen steigt der
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Bild 10
Kreis-Verformung mit rP — 0,005 in der Spannungsebene

EinfluR des Bauschingereffekts und filhrt zu einer zu-
nehmenden Absenkung des Spannungsniveaus, das aber
nach einem Ubergangsbereich dem Verlauf der monoto-
nen FlieBkurve foigt.

Die durch den Bauschingereffekt bewirkte verzégerte
Einstellung des Spannungszustandes auf den geénder-
ten Verzerrungszustand ist in Bild 9 dargestelit. Der
,.Nacheilwinkel’ Osp des Spannungsvektors in der Vek-
torebene gegeniiber der durch © gegebenen augenblick-
lichen Verformungsrichtung ist:

V3T

Jsp = O —Ogp mit Ogp =tan™ ' (— ). (34)

Die zum Vergleich mit experimentellen Ergebnissen
eingetragenen Versuchswerte (Mittelwerte) sind [13] ent-
nommen.

Den Verlauf der Spannungen in der Spannungsebene
zeigt Bild 10 fiir den Fall FP = 0,005. Wahrend in die-
sem Fall eine groBer werdende Spannungsspiraie ent-
steht, ist — wie aus dem Verlauf von o, in Bild 8 ge-
schlossen werden kann — fiir f° = 0,001 eine zunichst
enger werdende Spirale zu erwarten.

In Bild 11 sind die fiir P = 0,005 auftretenden Spannun-
gen 0, lber der Anzahl der Halbzyklen aufgetragen und
zum Vergleich die fiir den gleichen Fall mit A® = 180°
errechneten Spannungen. Letztere besitzen einen mit €,
zunehmenden Abstand von den Spannungen der Kreis-
verformung, vor allem bedingt durch die auftretende
,Entfestigung’’ (e < €,).

Die in den Bildern 10 und 11 dargestellten Spannungs-
verldufe entsprechen in ihrem Verhalten den in [14]
(Fig. 3b bzw. Fig. 4) veroffentlichten MeBergebnissen,
wobei bei diesen die in Bild 10 und 11 gezeigten Eigen-
schaften in wesentlich starkerem MaRe in Erscheinung
treten, wohl bedingt durch den andersartigen Werkstoff
{Kupfer).
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wo{ | { i
1 2 3 4 5 6 7
Halbzyklen —
Bild 11

Darstellung der Vergleichsspannung, aufgetragen iber der Zahl
der Halbzyklen, fiir Kreis-Verformung (a) und Verformung mit
Lastumkehr (b)

7. AbschlieRende Bemerkungen

Die vorstehenden Rechnungsergebnisse stiitzen sich auf
die aus der Analyse von Versuchsergebnissen gewonne-
nen Materialgesetze und Materialwerte. Die betrachteten
zyklischen Verformungen sind kleinen plastischen Ver-
formungen zuzurechnen, wenn auch die Vergleichsdeh-
nung dabei sehr groBe Werte erreichen kann. Der Einflu
einer Starrkorperdrehung ist fiir diese Verformungen
praktisch ausgeschaltet, wenn das in [4] beschriebene
Achsenkreuz benutzt wird (wgl. hierzu die Ausfiihrungen
in [15]). Hinzuweisen wire noch auf die experimentell
festgestelite Tatsache, daR bei Vorverformung und nach-
folgenden Zyklen mit Richtungsumkehr eine Verzoge-
rung der Relaxation auftritt. Die analytische Erfassung
dieses Effektes ist in Auswertung der vorliegenden Ver-
suchsergebnisse fiir Stahl und Messing in [16] eingehend
dargesteilt. ’
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