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Ergebnisse der Relaxationstheorie der Plastizität

für kreisförmige und Polygon-Verformung

G. Backhaus

1. Einleitung

Die nachfolgend mitgeteilten Rechnungsergebnisse basie-

ren auf der vom Verfasser entwickelten „Relaxations-

theorie der Plastizität", die sich u. a. auf die umfangrei-

chen mit verschiedenen Werkstoffen durchgeführten ex-

perimentellen Arbeiten von Mitarbeitern des Verfassers

stützt [1], [2] und im Heft 2 dieser Zeitschrift (1981)

dargestellt ist [5]. Obwohl diese Versuche schon v0r län-

gerer Zeit durchgeführt worden sind, liegen neuere aus

Versuchen gewonnene Erkenntnisse hinsichtlich dieser

Theorie nicht vor. Außer einer die sogen. Entfestigung

betreffenden Ergänzung sind daher Korrekturen an den

in [5] entwickelten theoretischen Ansätzen nicht vorge-

nommen.

Das auf der mit fortschreitender Verformung (dev) statt-

findenden Relaxation der Bauschingerspannung beruhen-

de Spannungs-Deformations-Gesetz ist für eine Folge

endlicher Richtungsänderungen gegeben durch [3] bis

[5] r

2 deg

sii(ev > Evn) = ä kw (ev) E (5v)

(1)35 zie lk (e wie —e m5!
3 V: W VS V VS dev

s=1 s

mit 6,, = f ädeg des als Vergleichsdehnung.

Hierin stellt kW die einer reduzierten Vergleichsdehnung

ew zugeordnete Fließspannung der monotonen Fließ-

de?

kurve mew) und A —" eine endliche Änderung der

de? de" s

durch 322 gegebenen Verformungsrichtung an der Stelle

V

6„ = 6v, dar.

 

aFo + oFu

aFo

und wiev —- e“) die Relaxationsfunktion (vgl. Bild 1).

Weiterhin ist 22 = die Bauschinger—Kennzahl

Die Einführung einer „wirksamen“ Fließspannung kW

kw = kf(€w) (2)

berücksichtigt das Auftreten einer bleibenden Entfesti-

gung (Ak in Biid 1) nach einer endlichen Änderung der

Verformungsrichtung. Bei einer Folge endlicher Rich-

tungsänderungen (z. B. zyklische Verformung) kann da-

her, wie die Versuche zeigen, die Vergleichsdehnung

6V nicht mehr als die das Spannungsniveau bestimmende

Größe dienen. An ihre Stelle tritt die „wirksame" Deh—

nung ew, gegeben durch

ew =ev—Ae;. (3)
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Bild 1

Darstellung der verwendeten Beziehungen anhand eines Mea-

ergebnisses (St)

Es wird also in Übereinstimmung mit dem in [6] be-

schriebenen Verhalten die in Bild 1 dargestellte Entfesti-

gung Ak durch eine Horizontalverschiebung der Fließ'

kurve kf‘Gv) um den „Schlupf” Ae;‚ erfaßt. Wie in [3]

näher ausgeführt, ist dabei von der Annahme auszuge-

hen, daß der Wert Ak bzw. A63, nicht schlagartig im

Augenblick des Richtungswechsels bei €„‚ auftritt, son-

dern mit Null beginnend allmählich seinen Endbetrag

erreicht. Andernfalls würde bei einer Folge dicht bei-

einander liegender Richtungswechsel die Entfestigung

durch Superposition Werte erreichen, die experimen-

tell nicht bestätigt werden. In [3] ist daher angesetzt:

A6", = Aecs H‘fv—fvs) mit H(0) = O: H)“, = 1' 4 (4)

2. „Wirksame" Dehnung cw

Die in (4) auftretende Funktion Hiev —— evsiwird in [3]

wie folgt angesetzt:

Hiev—ew) = 1 — e—Wv-evs’. (5)

Der Wert i9 hängt von der Größe der Vorverformung ab

(€v1) und erreicht bei einer Zyklenfolge mit der gleich-

bleibenden Verformungsamplitude AeV/Z einen statio—

nären Wert:
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A6

i9 = —1—-|n(1+—c—V)m Aev (Gl. (27) in [5]) (6a)

mit c = 0,037 für die in [2] untersuchten Werkstoffe.

Zu Beginn der Zyklenfolge bei 6V1 ist :91 annähernd

durch die gleiche Beziehung gegeben, wenn Aev durch

2€" ersetzt wird. Für den Übergang in den stationären

Zustand wurde aus den Versuchen ermittelt [5], [7]:

es = am _ woo _ .91) e"0'6(eVS‘ev1) (6b)

z 191 für einige wenige Zyklen.

Der „Schlupf" Aer kann — was durch sysmmatische

Messungen an Stählen [8] bestätigt wird — der Dehnung

e‘,s proportional gesetzt werden: Faktor q (q = 1 bzw.

0,6 für St bzw. Ms nach den Untersuchungen in [2] und

[5]).

Weiterhin wird eine starke Abhängigkeit von der Größe

der Richtungsänderung beobachtet. Dementsprechend

wird allgemein angesetzt:

. der.
Aevs =qevsg( E 4 —

p

d6H

dEV s dEV 5

). (7)

  

Der Faktor 1/6 bewirkt, daß der Wurzelausdruck bei

R' h A des des d W E'ichtungsumke r ( (TE—v - - (Ta ) .en ert Ins

annimmt.

Fur eine Folge endlicher Richtungsänderungen ergibt

sich durch Superposition die wirksame Dehnung aus (3),

(4) und (5):

I
“
)
:

Aern —e"95‘€v-€vsl)‚ (8)

‘l

€w=ev—

i
n ll

Bei der Ermittlung von Aer nach (7) sind die bereits er-

folgten Entfestigungen in vollem Umfang zu berücksich.

tigen [3];

5-1

 

AEQs=q ' (evs " E A651)

t=1

( /1Adef’‚| Adef: 9

x — / —- ___

g 6 dev (s dGV s) < a).

Esgilt also:

A651= (i'm '91

5652 = q ' (€v2 — q €v191) ' 92 (9b)

3553 = q‘ (€v3 ‘q €v191 -q(€v2-q€v191)' 92) ' 93

USW.

Bei gleich großen Richtungs'anderungen läßt sich hieraus

ein einfacher Ausdruck zur sukzessiven Berechnung von

Aer gewinnen. Mit gs = g und Einführung von

/1 de?- den

q'=q-g( AfiA—F) = const (10)

gilt für s >1 und 6Vs -— evs_‚= Aevs_1:

Aecs=q'A6vs—1—<1—q*>—\e;s-1. (m

l6

3. Die Funktion g nach Versuchsergebnissen

Im Raum der (kleinen) Verzerrungsgrößen efi wird der

Verformungsvorgang durch eine Trajektorie dargestellt,

deren Tangentenrichtung durch den Bildvektor des Rich-

tungstensors deü/dev gegeben ist (Bild 2a). Der Bildvekv

tor besitzt die Länge \/3/2. Bei endlichen Richtungsän-

derungen ist daher der Betrag der Änderung des Rich—

tungstensors (s. Bild 2b):

   

de? d6?- Ao ß e
U ._l_‘ _ = _ ' _—>AaTV dev 2 2 sun 2 , (12a)

es gilt also:

_‚Ae1 de?- d6?
_ A u _ u _

‘/6 dev Adev 5'" 2
(12b)

GI. (7) ergibt damit für die auf AG = 180o bezogenen

Werte von A655:

fl= using-9). (13)

Aecsuso ) 2

Diese bezogenen Werte entsprechen (annähernd) den

Verhältniswerten der Größen Ak (Bild 1), die Messungen

für verschiedene Winkel A9 entnommen werden kön-

nen.

Für die Funktion g wurde in [3) und (9] einfache Pro-

portionalität angenommen, in einer späteren Untersu-

chung [10] eine quadratische Abhängigkeit benutzt. Die

in [11] und [12.] mitgeteilten Versuchsergebnisse deuten

a) b)

p

6(y)

 

Bild 2

Verformungstrmekwrie und Richtungstensor

  

AI 1,0

AJJAQ)

Ak (190°) 0,5

l

O.

Bild 3

Bleibende Entfestigung Ak, bezogen auf den Wert von Ak bei

Belastungsumkehr Meßwerte aus Fig. 6 in [11]: +; Meßwerte

aus Fig.3bin[12]: ‘



jedoch auf eine wesentlich stärkere Abhängigkeit hin,

wobei jedoch der starke Abfall der Werte Ak mit ab-

nehmendem Winkel A9 (vgl. Bild 3) möglicherweise auf

die Gestaltänderung der Fließgrenzfläche (Ouereffekt)

zurückzuführen ist, die in den vorliegenden theoretischen

Beziehungen nicht berücksichtigt ist. Andere Meßergeb-

nisse zeigen bis zu A6 = 45° kleine, aber sehr unsichere

Werte von Ak.

Zur Anpassung an die angeführten Meßergebnisse wird

angesetzt:

de? de?

9(\/% A-d-e-t’ Age—3 )=(sin—A2—(—-3)m mitm=8- (14)

Bild 3 zeigt sie aus Fig. 6 in [11] bzw. Fig. 3b in [12]

entnommenen Meßwerte. Eingezeichnet ist außerdem

der Verlauf der Funktion g für m = 1 und m = 8. Der

Umstand, daß m > 1 ist, ist von entscheidender Bedeu-

tung für das Stoffgesetz der stetigen VerfOrmung. Es ist

in diesem Fall — wie nachfolgend gezeigt wird: kwiev) =

kfiev).

4. Stetige Verformung

Bei stetiger Verformung treten an die Stelle der Werte

evs der endlichen Richtungsänderung die die Spanne zwi-

schen Null und ev durchlaufenden Werte EV. Die endli-

chen Größen A635 werden mit Einführung der Bezeich-

nung Ay durch die Differentiale dy, die Änderung

D d P

 

A durch die Differentiale d ersetzt.

Mit lag—65 )= //—3—. d6 (15)
1 dev V 2

. \/1 (1268 (126)} _ d®_1d®ds

9‘" Edevz 3:7 ‘ 6 5 EE'EEcTeV'

wobei ds = V def; def; das Bogenelement der Traiekto-

rie ist. Bezeichnet rp den örtlichen Hauptkrümmungs-

radius, dann ist mit ds = rpdG und ds/deV = \/ 3/2:

/2P‚ 2.9 ’
(16)

r
6 de,2 dev2

Der Faktor \/3—/2 kommt in Fortfali, wenn anstelle des

9-dimensionalen Raumes der von lliushin eingeführte

5-dimensionale Vektorraum mit den folgenden Verzer-

rungsgrößen benutzt wird:

1 1
-p_ p . —p_ „n p = p _ p ‚

de1 — de1 1, de2 — ——— (dc11 + 2d622) (de22 den),

d6p 'däg=\/—2_deä1 . (17)

3

Das Linienelement d§ in diesem Vektorraum entspricht

der Vergleichdehnung dev:

da = Vdäi” dég' = v; de?j tief} = dev. (18)

. de _de_ 1
E5|stdanna€—v— - d—g- -

Bei stetiger Verformung gehen mit Ersatz von A63,

durch dy die GI. (8) und (9) über in:

EV _

6w = 6v — f (1 — e‘mev‘ Ev’) d7 (20)
O

 

_ _ Ev _ d2e.. d269-
mit dy = q - (ev _ f dw- gh/g- ——” " (RNA)

0 dc",2 dev2

oder mit (14) und (15):

1 de
2 dEv

d7 1 d6 m - m—1

(E;- (Ev) =Ci ' (Ev—Viävl) ' (-2— JET) dev

dv=q- (zv— mam -( i'“ day”

(21)

Mit dev —-> O behält dy/deV nur für m = 1 einen endlichen

Wert, für m > 1 verschwindet der Differentialquotient.

Damit gilt dann:

ew = 6V; kW = kf. (22)

Für einen nach Meßergebnissen anzunehmenden Wert

m > 1 entfällt also in dem Stoffgesetz für stetige Verfor-

mungsvorgänge der Einfluß der Entfestigung. Analog

zum Deformationsgesetzt (1) lautet es [3}:

2 516%?
Sij(ev) = 3' kf16v) (E (Ev)

e 2 P

2(V(‘)k(’)( "l ‘i-56 zeV ‚evipev—ev devz

 

(Eddäv. (23)

5. Verformung längs Polygonen

In den Bildern 5 bis 8 sind Ergebnisse von Rechnungen

für zyklische Verformungen dargestellt, die einem Kreis

vom Radius Fp eingeschriebene gleichseitige Polygone

durchlaufen (vgl. Bild 4a). Bei Benutzung des in G1. (17)

dargestellten Vektorraumes handelt es sich um einen

ebene Verformung mit den Größen:

D

die:3 = des?1 = de"; deg = 3— ° = di. (24)6

12 J3-

Die in der Deformationsbeziehung (1) auftretenden Grö-

ßen deä/dev können damit (vgl. Bild 4b) wie folgt ausge-

drückt werden:

 

Bild 4

Zur Kreis- und Polygon-Verformung

a) Vegformungstraieksorien, Polygone für A9 = 30o (a), A9 =

90 (b), A®= 180 (c),

b) Verzerrungsgrößen

17



 

es?1 defz J3?

gun—=50; ; =-——- eine.

dev dev 2

Die Qeformationsbeziehung (1) erhält die Form:

o (eV > am) = kw (6V) ooan

I1

w E zlevs) kw (6%) q: {svm—evs) 43005 9 Is, (26a)

s=1

x/3—flev > em) = kwmv) sinGn

n

w 2’ zlevs) kwlevs) ip (ev—evs) AsinG is. (26b)

sei

Für den die Reiaxationsfunktion we, — evsl darstellen-

den Ansatz:

w: 8”!leva evsgp

sind in {5] die aus den Versuchen ermittelten Material-

werte K und p für die Bauschingerkennzahl 22 = 1 ange-

geben.

Die Polygonverformung beginne nach einer Vorverfor-

mung in Richtung 90 = O von der Größe 6V1 mit der er-

sten Paiehtungsänderung (s = l) auf den Winkel 91 =

{'ng Biid 4a). Für n Richtungsänderungen bestehen

folgende Beziehungen:

Ev g Evn +5Ev

. - . A

am = evi + (n u MAeV; Aev = 2r” 5mm;—

ev u evs = in —-— s) Aev + 5a,. (28)

Dabei bedeutet 5 a, einen Verformungszuwachs nach der

men Richtungsénderung mit der Richtung @„.

Die zur Bestimmung von kW nach GI. (1) erforderliche

Berechnung der wirksamen Dehnung ew erfolgt nach

GI. (8) mit den aus GI. (9) ermittelten Größen

A631 =qu1 91 mitg1

 

(sinfl)m4 (29a)
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Wirksame Dehnung 6W bei FolygomVerfcrmung FD = 0,02

in = Anzahl der Richtungsänderungen, z = Zyklenzahll

  

Bild 6

Polygon-Verfoermung in der Spannungsebene:

a) A®= 30°; F9 = 0,02 bzw. 0,001,

b) A9= 180 ; Fp=o‚02
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Bild 7

Verlauf der Vergleichsspannung über der Vergeichsdehnung für

a) monotone Fließkurve,

b) Polygon A®= 30°; F9 = 0,02,

c) Polygon A9=180°; F9 = 0,02

l} i n s A

Aevz = q g Aev + (3—1— — q g) Aev1 mit g =(s1n—§g)m(29b)

und für s > 3:

A635 = q gAev + (1-q9)Ae;s_1 gemäß GI. (11). (29c)

Für die Polygonwinkel AG = 90° und 180° berechnete

Werte ew zeigt Bild 5 für den Fall ev1 = 0,02 und Fp =

0,02. Weitere Rechnungswerte sind: q = 1 nach den Ver-

suchen an Stahl, 190° N 191 N 18 nach GI. (6a) für 2€“ =

0,04. Aus Bild 5 ist ersichtlich, daß für den gewählten

Wert m = 8 bereits bei A0 = 90° die Unterschiede zwi-

schen ew und 6V nur noch gering sind.

Zur Berechnung der Spannungen nach den GI. (26) wer-

den die in [5] für den untersuchten Stahl ermittelten

Werte'benutzt: K = 10,4; p = 0,45 für 2z = 1. Für die

Fließkurve wurde der folgende den Versuchsergebnissen

angepaßte Ausdruck verwendet:

k, = 455 — 390 eV — 200 e- ”ev.

Rechnungsergebnisse für die Fälle A9 = 30° und 180°

mit F” = 0,02 sind in Bild 6a und 6b dargestellt. Eine

Vorverformung von 2 % wurde gewählt, weil zahlreiche

Versuche zeigen, daß oberhalb dieses Wertes mit einer

praktisch konstanten Größe z gerechnet werden kann

(hier z = 0,5).

In den Bildern 63 — 6b sind die am Ende jeder Verfor-

mungs-Teilstrecke erreichten Spannungen durch stär-

kere Punkte hervorgehoben. Die durch kleine Kreise ge-

kennzeichneten Punkte zeigen den Wiederbeginn der pla-

stischen Verformung nach einem Richtungswechsel an.

Dazwischen liegt die im nichtplastischen (elastischen)

Gebiet auftretende Änderung des Spannungszustandes

(gestrichelt).

Für die zyklische Verformung mit A6 = 180° zeigt

Bild 6b ein rasches Abklingen der durch die Vorverfor-

mung erzeugten Asymmetrie. Ein solches Verhalten wird

auch für den in Bild 63 noch dargestellten Fall AG) = 30°

mit F” = 0,001 deutlich. Im Bild sind für diesen Fall nur

die am Endezieder Verformungs-Teilstredce erreichten

Spannungen durch einen Kurvenzug verbunden.

Eine andere Art der Darstellung der ErgebniSSe für

A6 = 30° bzw. 180° mir E9 = 0,02 zeigt Bild 7, in dem

die resultierende Vergleichsspannung 0V = V02 + 3 r2

über der Vergleichsspennung 6V aufgetragen ist. Die für

AG = 180° bei Richtungswechsel auftretenden großen

Spannungssprünge sind erwartungsgemäß für A6) = 30°

stark reduziert und leiten zu dem stetigen Verlauf der

Verformung längs eines Kreises über. Für A8 = 18C)o

macht sich die Entfestigung (ew < ev) in Ubereinstim-

mung mit experimentellen Ergebnissen in einer wesent~

lich geringeren Zunahme der maximalen Spannungen mit

6v bemerkbar.

6. Verformung längs Kreisen

Für die längs eines Kreises gegebene stetige Verformung,

beginnend im Ursprung der Vektorebene bei eve = G;

geht mit den Beziehungen (25) und den daraus folgen-

den

2

d 65’, ade) _dzegz \/§ (—19—

dev ’dev2 = 2 DosedeV

 

(30l

 

die GI. (23) über in die den GI. (26) analogen Spannungs-

Dehnungs-Beziehungen:

Ü(€v) = 0°59

e

+ of 2m) kfievl e (ev— av) sin öde - (31a)

x/ä- r(ev) = kf(€v) sine

6 _. _

—Of z(€v) kf(EV) cp (eV —- Ev) cosBdG (31b)

mit ev = F96; EV = PDQ

Bei Beginn der Zyklen mit ev = 0 ist die Abhängigkeit

der Bauschingerkennzahl von der Vergleichsdehnung zu

berücksichtigen. l'n Anlehnung an die zugrundeliegenden

und auch andere Versuchsergebnisse (vgl. Bild 1 in [3])

wird angesetzt:

z= i1 —e—§€v)z°o mit§= 150. (32)

Zur besseren Anpassung an die Versuchsergebnisse [2],

die für Stahl ein Einsetzen der plastischen Rückverfor-

mung bereits vor der völligen Entlastung zeigen (zoo =

0,8) wird eine Korrektur der oben benutzten Funktion

22¢ in der Weise vorgenommen, daß sich für EV = Ev der

Wert 22.,o = 1,6 ergibt:

l9
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Bild 8

  
thlenzahl

abs 0,06

 

ojo e‚——— 0,12

Spannungsverlauf bei Kreisverformung mit verschiedenen Kreisradien

o (Q0009)

-P

qoos

   

0,0!

 

qm am 1204

Bild 9

0,10 6v —_ 012

Nachteilwinkel Ösp des Spannungsvektors bei Kreis-Verformung.

Versuchswerte (Mittelwerte) nach [13] 0 V Ü

- — p
22mg: +O'6e—300‘6v— ev))e-Klev— 6V)

(Die Werte K und p sind geringfügig geändert: 10 bzw.

0,42).

Obige Korrektur wirkt sich nur auf den anfänglichen

steilen Ast der Funktion aus. Ihren Verlauf für evs =

0,03 zeigt Bild 1. Die ebenfalls eingezeichnete Kurve

20

z kf stellt die kinematische Verschiebung dar, die Diffe-

renz kf(1 — z) die Mises-Fließspannung.

Rechnungsergebnisse sind in den folgenden Bildern dar-

gestellt. In Bild 8 ist der Verlauf der resultierenden Ver-

gleichsspannung über der Vergleichsdehnung aufgetra-

gen für die Kreisradien F" = 0,01; 0,005; 0,001. Mit

kleiner werdender Amplitude Fp der Zyklen steigt der



4(11'

   

-400)

Bild 10

Kreis-Verformung mit FD — 0,005 in der Spannungsebene

Einfluß des Bauschingereffekts und führt zu einer zu-

nehmenden Absenkung des Spannungsniveaus, das aber

nach einem Übergangsbereich dem Verlauf der monoto-

nen Fließkurve folgt.

Die durch den Bauschingereffekt bewirkte verzögerte

Einstellung des Spannungszustandes auf den geänder-

ten Verzerrungszustand ist in Bild 9 dargestellt. Der

„Nacheilwinkel“ 05p des Spannungsvektors in der Vek-

torebene gegenüber der durch 9 gegebenen augenblick-

lichen Verformungsrichtung ist:

x/är

am =e—esp mit e“, = tan—1 (—0 ). (34)

Die zum Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

eingetragenen Versuchswerte (Mittelwerte) sind [13] ent-

nommen.

Den Verlauf der Spannungen in der Spannungsebene

zeigt Bild 10 für den Fall F" = 0,005. Während in die-

sem Fall eine größer werdende Spannungsspirale ent-

steht, ist -— wie aus dem Verlauf von 0V in Bild 8 ge-

schlossen werden kann — für F" = 0,001 eine zunächst

enger werdende Spirale zu erwarten.

In Bild 11 sind die für F” = 0,005 auftretenden Spannun-

gen av über der Anzahl der Haibzyklen aufgetragen und

zum Vergleich die für den gleichen Fall mit A8 = 180°

errechneten Spannungen. Letztere besitzen einen mit ev

zunehmenden Abstand von den Spannungen der Kreis-

verformung, vor allem bedingt durch die auftretende

„Entfestigung“ (ew < Ev).

Die in den Bildern 10 und 11 dargestellten Spannungs-

verläufe entsprechen in ihrem Verhalten den in [14]

(Fig. 3b bzw. Fig. 4) veröffentlichten Meßergebnissen,

wobei bei diesen die in Bild 10 und 11 gezeigten Eigen-

schaften in wesentlich stärkerem Maße in Erscheinung

treten, wohl bedingt durch den andersartigen Werkstoff

(Kupfer).
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Holbzyhlen ——>

Bild 11

Darstellung der Vergleichsspannung, aufgetragen über der Zahl

der Halbzyklen, für Kreis-Verformung (a) und Verformung mit

Lastumkehr (b)

7. Abschließende Bemerkungen

Die vorstehenden Rechnungsergebnisse stützen sich auf

die aus der Analyse von Versuchsergebnissen gewonne-

nen Materialgesetze und Materialwerte. Die betrachteten

zyklischen Verformungen sind kleinen plastischen Ver-

formungen zuzurechnen, wenn auch die Vergleichsdeh-

nung dabei sehr große Werte erreichen kann. Der Einfluß

einer Starrkörperdrehung ist für diese Verformungen

praktisch ausgeschaltet, wenn das in [4] beschriebene

Achsenkreuz benutzt wird (vgl. hierzu die Ausführungen

in [15]). Hinzuweisen wäre noch auf die experimentell

festgestellte Tatsache, daß bei Vorverformung und nach-

folgenden Zyklen mit Richtungsumkehr eine Verzöge-

rung der Relaxation auftritt. Die analytische Erfassung

dieses Effektes ist in Auswertung der vorliegenden Ver-

suchsergebnisse für Stahl und Messing in [16] eingehend

dargestellt. ’
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