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Grundlegende Beziehungen fiir ein thermo-elastisch-plastisches
Kriechmaterialmodell mit gemischter Verfestigung

Stefan Benta

1. Einleitung

Die gegenwartige Entwicklung der numerischen Methoden
und der Rechentechnik macht auch die Lésung sehr kom-
plizierter Aufgaben der nichtlinearen Elastizitats- und Pla-
stizitatstheorie méglich. Als ein Beispiel solcher Moglich-
keiten kann man auch die Lésung der nichtstationaren
thermo-elastisch-viskoplastischen Aufgabe fiir einen drei-
dimensionalen Korper anfihren. Man versteht darunter
eine Aufgabe, bei der der Kérper mit einer nichtstationéren
thermomechanischen Belastung beansprucht ist, wobei
die Mdglichkeit besteht, in hochbeanspruchten Teilen des
Korpers die FlieBgrenze zu Uiberschreiten. Darliber hinaus
ist es moglich, die Verfestigung des plastisch deformierten
Materials und die Temperaturabhangigkeit der Material-
eigenschaften zu berlicksichtigen. Bei htheren Tempera-
turen kann auch das Kriechen des Materials erfaBt werden.
Die Grundlage fur die algorithmische und programmtech-
nische Bearbeitung der Aufgabe bilden die konstitutiven
(physikalischen) Beziehungen, die die Abhangigkeit der
Spannungs- und Verzerrungskomponenten in einem all-
gemeinen Punkt des Korpers bestimmen. Es bestehen
verschiedene Aspekte, die die Auswahl bzw. den Zugang
zur Bildung dieser Beziehungen beeinflussen (z. B. [1] bis
[5]). In diesem Beitrag wird die klassische Theorie des pla-
stischen FlieBens benutzt, die fiir die nichtisotherme Bela-
stung ausgedehnt wurde. Es werden kleine Verschiebun-
gen und Verzerrungen und langsame Anderung der Bela-
stung angenommen.

Fir die temperaturabhéngige Aufgabe und isotrope bzw.
kinematische Verfestigung kann man giltige konstitutive
Gleichungen in [6] finden. Im vorliegenden Beitrag werden
diese Beziehungen flr ein temperaturabhingiges Mate-
rialmodell mit gemischter (kombinierter) kinematisch-iso-
troper Verfestigung abgeleitet.

2. Konstitutive Gleichungen

Die isotherme Formulierung des elastisch-plastischen Mo-
dells mit gemischter Verfestigung und mit der von v. Mises-
FlieBbedingung ist gut bekannt und héufig benutzt (z. B.
[7], [8]). Die Grundgleichungen dieses Modells in der Vek-
torform lauten:

ef= é-éef

£ =s-(1-R)a

a = HAE/oy, 1)
f: = o(&) — oy(Rep) = O,

e’ = 10f/08 = in

Bild 1
Darstellung der Vektoren a und §

wobei der Punkt die Zeitdifferentiation ausdriickt. In (1)
sind e, e?, ef die Deviatoren der gesamten, plastischen
und elastischen Verzerrung und weiter ist:

~ Spannungsdeviator,

Koordinaten der Mitte der FlieBflache (Bild 1),

reduzierter Spannungsdeviator,

Funktion der FlieBfldche,

Oy FlieBgrenze,

0,ep— &quivalente Spannung, dquivalente plastische Ver-
zerrung,

R ~ Koeffizient der gemischten Verfestigung, —1<R=1,

H - Plastizitdtsmodul,

A - skalare Funktion im FlieBgesetz.
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2u diesen Gleichungen muB man noch elastische konstitu-
tive Gleichung

8 = 2Gef (2

mit dem Schubmodul G zufagen. Die &quivalente Spannung
wird nach v. Mises in der Form

o = (3RE'E)"™ @)
genommen.

Bei der Temperaturbelastung sind in den Gleichungen (1)
und (2) nur zwei formale Anderungen nétig. Die Gleichung
{1)1 mit der Temperatur- und Kriechverzerrung lautet jetzt

ef = ¢—e" — % o~ (4)
und die Gleichung (2) &ndert sich in
8§ =2Gef+2Gef = 2GeF+ Gs/G. (5)

In diesem Fall werden also alle Materialkonstanten tempera-

turabhéngig, und weil die Temperatur sich mit der Zeit ndert,

gilt fir beliebige Materialcharakteristik K

; oK

K= T. (6)
oT
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Die Differentiation von f nach den Komponenten des Span-
nungsdeviators liefert

n=[ t s =38&(@2o0,). @
Die unbekannte skalare Funktion 148t sich aus der Defini-
tion der aquivalenten GréBen

g'e’ = o¢p 8)

bestimmen. Aus den Gleichungen (1)s, (7), (1) und (8)
folgt

und nach (4) und (1) veréndert sich (5) zu

8 =2G@-¢n-e"-e+Gs/G (10)
Diese konstitutive Beziehung kann man erst nach der Be-
stimmung der unbekannten Funktion €, ausnutzen. Ihre
GroBe muB so sein, daB der Spannungspunkt bei der ther-
moplastischen Belastung stets auf der FlieBflache bleibt.

Fir die Variablen, die die FlieBfunktion enthalten, gilt dann

[0f/0s]"8 +[0f/ da)Ta+ &, 3 f/0e, +
Tot/daT =0 (11)

L]
In unserem Fall ist

0f/foa = —(1—R)af/os,
o0f/dep = —Rdo,/oep, = —RH,
offaT = —-0a,/ 0T

und die Beziehung (11) ergibt sich zu
n[§-(1-R)a]-RH¢,-T00/0T = 0. (12)
Die Gleichung fur die Berechnung ¢, erh&it man jetzt da-
durch, daB man beide Seiten der Gleichung (10) auf der lin-
ken Seite mit n™ multipliziert, und dann liefert der Vergleich
der Produkte n" 8, ausgedriickt aus (10) und (12),

2Gn"(@-¢,n-¢e"-eX+Gn"s/G
= (1-Rn"a+RHe +Taoy/ T. (13)

Nach dem Einsetzen a (1); und n (7) in die Gleichung (13)
erhélt man

¢ = [3GET (@ - e° - é")/oy +
+ 3G (&f"s)/(2Gaoy) — T 3 0,/ 3TY/(3G + H) (14)

und mit diesem Ergebnis nimmt die konstitutive Gleichung
(10) die Endform an:

$ = D¥(@-¢"-e+

3g [ 99y i3 G ) :
(3G + H) 0, \ aT 20, G
+Gs/G (15)
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mit

9G?

DEP = 2G1 - L (16)

(3G +H)o?
Far die Spannungsgeschwindigkeit o gilt

6 = 8+0m1,1,1,0,0,0]" (17
mit

Om = 2G (1 + V) (Em — €3 — eX)/(1 — 2v) (18)
und

Om = (0x+ oy + 0;)/3,

€m = (ex+ €y +€;)/3  usw.

wobei v die Querkontraktionszahl ist.

Bei einer rein elastischen Belastung des Punktes (x, y, z)
muB man die konstitutiven Gleichungen (15) zu der Form
(5) reduzieren. Um den Zustand des Punktes zu bewerten,
sind die Bedingungen der plastischen Belastung erforder-
lich, d. h. die Bedingungen, bei denen der Punkt aus einem
elastischen oder neutralen in einen elastisch-plastischen
Zustand Ubergeht. Falls sich der Spannungspunkt auf der
FlieBfiache befindet, gelten die Gleichungen (1), und (12).
Wird jetzt ein Zeitschritt dt gemacht, verandert sich die
Spannung und (oder) die Temperatur des Punktes, und
der Spannungspunkt verandert seine Lage gegeniiber der
FlieBfiiche. Falls er in das Innere der Flaiche kommt,
spricht man von der elastischen Entlastung, bei der Bewe-
gung auf der FlieBfliche von der neutralen Belastung. In
den beiden Fallenista = 0, ¢, = 0, und nach (12) gilt

n's-T 50,/ 3T = 0. (19)

Dann muB fir die elastisch-plastische Belastung dieser
Wert negativ sein. Die Ausnutzung der Gleichung (7) und
(10) in (19) gibt die Bedingung der plastischen Belastungin
der Form

€p >0. (20)
3. Materialidentifikation

Far die Bestimmung der elastisch-plastischen Materialei- -
genschaften sind die Daten aus einer Serie des einachsi-
gen isothermen Testens des Materials erforderlich. Bei der
einachsigen Zugbelastung gilt fir den Zuwachs der plasti-
schen Verzerrung (Bild 2)

. 1 1 dox
4 = de —del = (= pldo = =
Ev E H
mit
do
E. = .
T
dex
und
EE
T
H = ‘ (22)
E—ET



= t.
6, T=kons

/ / det

I

arctg £ | | def d €x Ex

Bild 2
Einachsige isotherme Zugkurve des Materials

-7

T=konst.

Bild 3

Die Flache der nichtisothermen einachsigen plastischen Bela-
stung

Aus der Serie solcher Messungen bei verschiedener Tem-
peratur, nach der Umrechnung der Ergebnisse auf die
ox — €§ Abhangigkeit, kann man die Flache der nichtiso-
thermen einachsigen plastischen Belastung des Materials

F(oy, e, T) =0 (23)

bilden (Bild 3). Wenn man die Spannungskoordinate die-
ser Flache die aktuelle FlieBgrenze nennt, 148t sich die
Gleichung (23) in der Gestalt

ox = oy (e}, T)

schreiben. Die partiellen Ableitungen 9 o,/ e} und
d oy/ 3T sind dann als gewdhnliche Ableitungen entlang
der ebenen Kurven T = konst. und € = konst. zu be-
stimmen. Entsprechend der Gleichung (21) lautet der Pla-
stizitdtsmodul

H= — (24)

Oft wird sine lineare Approximation der Kurven o, (&) ge-
macht. in diesem Fall gilt

Oy = He: + 03, (25)

0
30y p OH . o0

Y

— =€
aT X 3T aT

(26)

wobei of die AnfangsflieBgrenze ist. Die Veraligemeine-
rung der Beziehung (26) liefert die erforderliche Ableitung
far die konstitutiven Gleichungen (15) in der Form

0
do I H do
el = BB, = B ek (27)
oT P 3 0T
mit
t
€y = Of és dt. (28)

Bei der monotonen radialen Belastung geben alle Varian-
ten der Verfestigung, die das Modell enthalt, d. h. isotrope,
kinematische und gemischte Verfestigung mit dem Koeffi-
Zient R, die gleichen Ergebnisse. Falls man das Modell fiir
die reverse oder zyklische Belastung anwenden will (nur
dann hat seine numerische Realisierung gegeniiber dem
einfacheren Modell mit der isotropen Verfestigung einen
Sinn), muB man den Koeffizient R, der den Bauschingeref-
fekt simulieren kann, aus der zyklischen Zug-Druck-Kurve
bestimmen [9].

Die Temperaturverzerrungen lassen sich durch die Bezie-
hung

e = a(MT[,1,1,0,0,0]" (29)

leicht beschreiben, aber die Geschwindigkeit der Kriech-
verzerrungen muf3 man aus einem geeigneten Modell des
multiaxialen Kriechens ermitteln. Ein einfach anwendba-
res Modell bekommt man unter der Voraussetzung, daB
das Kriechen des Materials mit der Beziehung

) (30)

S
g

gesteuert wird. Die Geschwindigkeit der dquivalenten ein-
achsigen Kriechverzerrung ist eine Funktion der Aquiva-
lenten Spannung o, der dquivalenten Kriech-Verzerrung ex
und der Temperatur T. Fir die Berechnung von ex nutzt
man oft die Gleichungen, die durch Verallgemeinerung der
approximativen Beziehungen des einachsigen Kriechens
entstehen. Falls solche Beziehung in der Form

e = aodte (31)

genommen wird, wobei die Konstanten a, b, ¢, wenn nétig,
auch temperaturabh&ngig sein kénnten, dann gilt bei kon-
stanter Spannung

193



e = acobte. (32)

Da die Zeit kein gutes MaB fir die Geschwindigkeit der
Kriech-Verzerrung ist, (die Zeit lauft auch, wenn die Span-
nung gleich Null ist) wird fir diesen Zweck e genutzt. Unter
Berlicksichtigung von (31) erhalt man die Endbeziehung

éK = ¢ aI/t: oblc (eK)(c—!)lc_ (33)

In dieser Beziehung kann man die &, mit sinem modifizier-
ten Wert e nach der Orni-Theorie (z. B. [10]) ersetzen und
so die Gleichung (30) auch fir reverse oder zyklische Bela-
stung vorbereiten.

4. Zusammenfassung

in dem Beitrag wurden grundlegende Beziehungen fiir ein
thermo-elastisch-piastisches Kriechmateriaimodell in ex-
pliziter Form abgeleitet. Das Modell bilden die konstitutiven
Gleichungen (15) bzw. (17), die Beziehungen (1); und
(14), die man flr die Berechnung der Zuwéchse da und de,
braucht, und die Bedingungen der thermo-elastisch-plasti-
schen Belastung (20} und (1),. Fir die Integration der kon-
stitutiven Gleichungen ist die Methode ,tangentiale Vor-
hersage — radiale Riickkehr” geeignet, offensichtlich ware
dabei auch die Ausnutzung der konsistenten Module még-
lich [11]. Die praktische Verwendung des Modells in einem
FEM-Programm und erste numerische Berechnungen
wurden im Beitrag [12] dargestelit.
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