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Festigkeitsberechnungen unter Beriicksichtigung elastisch-
plastischen Materialverhaltens im Fachsystem COSAR/N

H. Kdppe, W. Lenz

1. Einleitung

Seit einigen Jahren werden Anstrengungen unternom-
men, innerhalb des Programmsystems COSAR ein Fach-
system COSAR/N (nichtlinear) zu entwickeln. Mit diesem
Teilsystem sollen Moglichkeiten geschaffen werden, Fe-
stigkeitsberechnungen und dynamische Untersuchungen
unter Einbeziehung von nichtlinearen Effekten vornehmen
zu konnen [1]. Der konzipierte Leistungsumfang von CO-
SAR/N soll Algorithmen zur L8sung physikalisch und/oder
geometrisch nichtlinearer Probleme enthaiten. Die zu die-
sem Zweck erarbeitete Gesamtkonzeption beruht auf fol-
genden wesentlichen Grundanforderungen an das Fach-
sysiem:

- integrierter Baustein im Gesamtsystsm COSAR

- effektive Ldsungsstrategie flir unterschiedliche Pro-
blemklassen

- effektive Losungsalgorithmen und hohe Nutzerfreund-
lichkeit

— Md&glichksit der sinheitlichen Erfassung siner Vieizahl
von Materialgesetzen

— Verfligbarkeit der wesentlichen Eiementtypen wvon
COSAR fir nichtlineare Berechnungen

— vorrangige Anwendung bei maschinenbautechnischen
Problemen

— bewuBte Einbeziehung der in COSAR mdglichen Sub-
strukturtechnik in die LLdsungsstrategie

in der schrittweisen Umsetzung der Gesamtkonzeption
liegt derzeit der Schwerpunkt in der Beriicksichtigung
nichtlinearen Materiaiverhaltens bei kieinen Formande-
rungen. Als spezifische Materialgesetze sind nichtlinear-
elastische, elastisch-plastische und viskoplastische Ge-

setze vorgesehen. Das Bild 1 zeigt die zum jetzigen Zeit-

punkt in COSAR/N in der Realisierung befindlichen Teil-
zZweige.
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Am weitesten vorangeschritten sind die Entwickiungsar-
beiten am Teilsystem flr elastisch-plastisches Material-
verhalten. HierfQr existiert aine Arbsitsversion, mit der vor-
erst ebene, axialsymmetrische und riumliche Problem-
stellungen mit den entsprechenden Elementen des
COSAR-Elementkataloges geldst werden kdnnen.

2. Elastisch-plastisches Materialverhal-
ten in COSAR/N

Die Beschreibung der elastisch-plastischen Zusammen-
hange kann prinzipiell mit der Deformations- oder der
FlieBtheorie erfoigen. Beide setzen voraus, daB sich die
Gesamtdehnungen in einen elastischen und einen plasti-
schen Anteil aufspalten lassen. Aufgrund ihrer gréBeren
Aligemeingiiltigkeit wird der FlieBtheorie der Vorzug bei
der Modellierung des elastisch-piastischen Materialverhal-
tens gegeben. Des weitersn wird ein assoziiertes FlieBge-
setz aus Grinden des numerischen Aufwandes (symme-
trische Systemmatrizen) vorausgesetzt. Als FlieBbedin-
gung wird sine Form vom Typ ,elliptischer Zylinder”
gewahit, die im Fall des ideal elastisch-piastischen Mate-
rials der FlieBbedingung nach Huber/von Mises entspricht.
Mit dem Deformationsgesetz fir den Flie- und Verfesti-
gungsbereich nach Prandtl und Reuss lauten die Grund-
gleichungen fir die Elastoplastizitat:
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In den Beziehungen bedeuten f(o, h, T) die FlieBbedin-
gung und -funktion, A einen nichtnegativen skalaren Fak-
tor, der die GréBe der piastischen Deformation bestimmt.
im Vektor h sind die materialinternen Parameter enthaiten.
Entsprechend der Standardformulierung nach Bergander
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lassen sich die Vektoren und Matrizen der Standardformu-
lierung somit in der Form
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3. Loésungsstrategie
3.1. lterationsverfahren

Eine entsprechende FEM-Diskretisierung fahrt auf das fol-
gende Differentialgleichungssystem

(EO—EP)i = i—tT
mit
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f - &uBerer Kraftvektor

fr — enthalt temperaturabhangige Kraftanteile

Die Losung kann durch direkte Zeitintegration oder stick-
weise Linearisierung erfoigen. Fir skleronome Vorgange
haben sich international inkrementell-iterative L&sungs-
verfahren durchgesetzt. Dazu wird der gesamte Bela-
stungsprozeB in eine endliche Zahl von Last- oder Zeit-
schritten zerlegt und in jedem dieser Schritte ist das Glei-
chungssystem

(Ko—Kp)AvV = Af—Afr

fur den inkrementellen Verschiebungszuwachs zu 18sen.
Der dabei entstehende Linearisierungsfehler innerhalb
eines Inkrementes wird durch einen zusatzlichen ltera-
tionsprozeB bis zu einer vorgegebenen Toleranz beseitigt.
Dazu wird hauptsachlich das Newton-Raphson-Verfahren
in verschiedenen Modifikationen eingesetzt. Bildet man in
jedem Schritt aus der Differenz (K, — Kp) die tangentiale
Steifigkeitsmatrix Ky, so flihrt dies auf das Standard-New-
ton-Raphson-Verfahren. Dabei steigt der numerische L§-

sungsaufwand durch den standigen Neuaufbau und die
darauf folgende Zerlegung von K erheblich an. Im Fall des
modifizierten Newton-Raphson-Verfahrens wird mit einer
konstanten elastischen Steifigkeitsmatrix gearbeitet. Das
Produkt Kp - Av wird zu einem internen Kraftvektor A fy zu-
sammengefaBt und auf der rechten Seite des Gleichungs-
systems berQcksichtigt. Der geringere numerische Auf-
wand zieht aber eine verringerte Konvergenzgeschwindig-
keit nach sich. Diese kann jedoch durch den Einsatz von
entsprechenden Beschleunigungsalgorithmen (z. B. a-Be-
schleunigung nach Aitken) erhdht werden. Seit einiger Zeit
rickt die BFGS-Methode als Quasi-Newton-Verfahren im-
mer mehr in den Mittelpunkt des Interesses. Ihr wesentli-
cher Vorteil besteht darin, daB nach einmaligem Aufbau
und einmaliger Invertierung der Steifigkeitsmatrix K, zur
Gleichungssystemiésung (direkte Verfahren) in jedem
nachfoigenden Iterationsschritt sofort die invertierte Matrix
erstellt werden kann [3].

Durch entsprechende Steuerparameter in der Eingabevor-
schrift kann eines der obigen Iterationsverfahren aktiviert
werden.

3.2. Gleichungssystemiésung

Zur Gleichungssystemldsung wird in COSAR/N auf das im
Fachsystem COSAR verwendete Block-Cholesky-Verfah-
ren mit anschlieBendem Vorwarts- und Rickwartseinset-
zen zurlickgegriffen.

3.3. Substrukturtechnik

Eine effektive Berechnungsstrategie setzt eine Programm-
konzeption voraus, die die Vorteile der Substrukturtechnik
ausnutzt. Im urspriinglichen Sinne wird die Substruktur-
technik genutzt, um den Generierungsaufwand fiir geome-
trisch komplizierte Bauteile zu senken. Die Unterteilung
komplexer geometrischer Gebilde in geometrisch einfach
zu beschreibende Strukturen 1aBt den Bereitstellungsauf-
wand und die Fehleranfélligkeit auf ein Minimum sinken.
Weiterhin erlaubt eine Substrukturierung eine schrittweise
Abarbeitung .in mehreren Rechnerldufen,und unter Um-
sténden ist ein Austausch einzeiner Strukturen méglich.
Gleichartige Strukturen missen nur einmal aufgebaut wer-
den [4]. -
Sind Probleme zu I&sen, bei denen die Nichtlinearitat 6rt-
lich begrenzt bleibt, kann die Substrukturtechnik wesent-
lich zur Verminderung des Berechnungsaufwandes beitra-
gen. Die bewuBte Einteilung in Substrukturen unter dem
Gesichtspunkt ,lineare” und ,nichtlineare” Strukturen ist
Voraussetzung fiir eine effektive Abarbeitung. Der hohe
Aufwand bei nichtlinearen Berechnungen entsteht durch
den notwendigen lterationsprozeB. Entsprechend der
oben erwahnten Substrukturierung missen nur die ,,nicht-
linearen” Strukturen und die Hyperstruktur wahrend der
lteration bearbeitet werden. Die ZustandsgréBen der an-
deren Strukturen werden erst nach Abarbeitung aller Zeit-
oder Lastschritte durch Rickrechnung ermittelt. Diese
Vorgehensweise besitztimmer dann Vorteile, wenn wenig-
stens eine Struktur lineares Verhalten zeigt.
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3.4. Ablaufschema

Fir COSAR/N 1aBt sich der Programmablauf fiir die Be-
rechnung von Bauteilen mit elastisch-plastischem Mate-
rialverhalten durch folgendes Schema darsteilen.

1. Preprozessor

2. Elastische Anlaufrechnung v = K3'f

Ermittlung der Spannungen ¢ = EDgVv

3. Reduktion der Verschiebungen und des Kraftvektors,
so daB gilt:

E
Oymax = Of
V = v-SKAL; 3, = 0-SKAL; f = f-SKAL;

O¢

SKAL =

o
max

4. Bilden des Lastschrittkraftvektors

Af, = (f-/NLAST
5. Beginn der Lastschrittschleife:
ILAST < NLAST, sonst 13.

6. Losung des Gleichungssystems Av; = K™'Af,

7. Berechnung des Spannungszuwachses
Agi = EDg(Avi- AVD)

8. Ermittlung des Gesamtverschiebungszustandes
Visr = Vit Ay,
Ermittlung des Gesamtspannungszustandes
Oiv1 = Oi+Ag

9. Veréndem der intemen Parameter h

10. Bilden des inkrementellen internen Kraftvektors

Af. = Afy = [DECPDgdVAY,

v
und der Steifigkeitsmatrix
Kr = Ko— fDECPDgdV
v

mit:

cP =
11. Uberpriifen des Konvergenzkriteriums
Ayl

TOL> —MM
Ny, + Av, i
12. wenn11.dannlLAST = ILAST+1,dann5., sonst6.

13. Ergebnisauswertung, Postprozessor
140

3.5. AbschluBbemerkungen

Die weiteren Entwicklungen am COSAR-Zweig fir ela-
stisch-plastisches Materialverhalten sind darauf gerichtet,
dem Anwender in der n&chsten Zeit eine nachnutzungsfa-
hige Programmversion anzubieten. Dies bedeutet eine
Vervollkommnung des Elementkataloges (entsprechend
dem von COSAR) fir nichtlineare Berechnungen, die Ge-
wabhrleistung einer hohen Nutzerfreundlichkeit und effek-
tive Berechnungsstrategien.

Als unmittelbar ndchste Aufgabe steht die Konzeption und
Entwicklung eines Teilzweiges fir das viskoplastische Ma-
terialverhalten. Die dabei verwendete Ldsungsstrategie ist
weitgehend identisch mit der fir elastoplastisches Mate-
rialverhalten, wodurch sich der Programmierungsaufwand
auf ein Minimum beschranken 1a8t.

AbschlieBend muB eingeschétzt werden, daB trotz einer
Vielzahl mbglicher automatischer Mechanismen und Hil-
fen for eine effektive Abarbeitung die Verantwortung und
das fachliche Wissen des Anwenders bei der Bearbeitung
nichtlinearer Probleme wesentlich Gber der fir lineare Pro-
blemsteliungen notwendigen liegt.

4. Beispiele
4.1. Dickes Rohr

Far das dickwandige Rohr unter Innendruck wurden ver-
gleichende Untersuchungen mit verschiedenen Berech-

Dickes Rohr unter Innendruck
Lésung mit verschiedenen Modellen
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Vergleich der numerischen L&sung mit verschiedenen Modell-
annahmen fiir das dickwandige Rohr unter Innendruck



nungsmodellen vorgenommen und diese der aus der Lite-
ratur (7] bekannten analytischen Ldsung gegeniiberge-
stellt. Die Ergebnisse sind im Bild 2 dargestelit.

4.2. Stab mit Bohrung unter Zugbelastung

Dieses Beispiel ist einer Verdffentlichung von P. V. Marcal
und J. P. King [5] entnommen. Fiir den aus Aluminium be-
stehenden Streifen mit einem Breiten-Durchmesser-Ver-
haitnis von 2: 1 wurden von Theocaris und Marketos [6] x-
perimenteile Untersuchungen vorgenommen. Das Bild 3

zeigt die Ausbreitung der plastischen Zone flir unter-
schiedliche Laststufen.

Einige Daten zur Problembeschreibung:

Rechnung mit zwei Substrukturen

1. Struktur: 42 Elemente
153 Knoten

2. Struktur: 15 Elemente
62 Knoten

Materialverhalten ideal elastisch-plastisch

E = 68670,00MPa
v = 0,20
o = 238,38MPa

Materialwerte:

65 4 321

Bild 3
Gelochter Zugstab, Ausbreitung der plastischen Zone in verschie-
denen Laststufen (1/4 der Scheibe dargestelit)

Belastung: 20, = 116,81 MPa (o, elastische

Grenzlast
Abmessungen: H = 18mm
B = 10mm
R = 5mm

Ergebnisse: plastische Zone fir verschiedene Verhalt-
nisse
7 =0,5 elastische Grenzlast
=0,6 Linie1
=0,7 Linie2
o 4 =0,8 Linie3
=0,9 Linied
= 0,95 Linie 5
=1,0 Linie8
\. = 1,05 Traglast

4.3. Pleuelschraube

Eine Pleuelschraube (Material Stahl: E = 210000 MPa,
of = 690 MPa) wurde auf ihr Festigkeitsverhalten unter-
sucht. Dabei standen Aussagen Ober das Verhalitnis zwi-
schen den maximalen Spannungen im Ubergangsradius
(Schraubenkopf-Schaft) und den maximalen Spannungen
im Schaft im Mittelpunkt. Weiterhin wurden die im Ober-
gangsradius auftretenden plastischen Dehnungen ermit-
telt. Als Belastung wurde eine Vorspannkraft von
F = 350 kN angenommen. Die Geometrie, Belastung
und die Lagerungsbedingungen der Schraube erlauben
die Berechnung als rotationssymmetrisches Problem.

.

Biid 4
Pleuelschraube — Darstellung der FE-Vernetzung
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Bild5
Pleuelschraube — Vergleichsspannung am Kopf-Schaft-Uber-
gang
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Bild 6
Pleuelschraube — Ausschnitt des Kopi-Schaft-Uberganges, Dar-
stellung der ungemittelten plastischen Vergleichsdehnungen
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Dazu ist es nicht notwendig, die gesamte Schraube zu ver-
netzen. Im Schaft stellt sich in einiger Entfernung vom
Ubergangsradius R32 ein ungestdrter konstanter Span-
nungszustand ein. Da die kritischen Beanspruchungen im
Ubergangsbereich Kopf-Schaft (Ubergangsradius R3) zu
erwarten sind, wurde die Linge des vemetzten Schaftes
so gewahit, daB sich ein konstanter Spannungszustand
einstellen kann. Die Lagerung der Schraube am Kopf
wurde durch die Verhinderung der Verschiebung in
Schraubenldngsrichtung nachgebildet. Die Belastung
wurde in Form einer Flachenlast am Schaftende eingelei-
tet. Das FEM-Modell besteht aus 4 Substrukturen und
einer Hyperstruktur mit insgesamt 129 Elementen und 474
Knoten. Die Bilder 4 bis 6 zeigen die Vernetzung der
Schraube sowie ausgewdhlite Ergebnisse.
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